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Introduction

Problématique générale

A Dorigine de cette étude se trouve un questionnement sur des conditions
permettant de rendre la démonstration cohérente avec les mathématiques
pratiquées par des éleves de I’enseignement secondaire frangais. La géométrie
contextualise classiquement son apprentissage, mais se trouve dans le méme
temps confrontée a une profonde ambiguité portant sur son objet d’étude.

Au cours de lenseignement primaire, I'introduction des premiéres no-

tions géométriques s’appuie largement sur I’expérience sensible, en exhibant
des polygones, en matérialisant des symétries par des pliages, etc. La géométrie
s’exerce ainsi sur des objets matériels, avant que l'institution ne demande
un changement de point de vue radical en excluant la preuve empirique des
sources potentielles de connaissances géométriques. Un résultat ne se montre
plus, mais se démontre.
La géométrie s’intéresse des lors a des objets idéaux, et les objets graphiques
auxquels elle se consacrait auparavant n’en sont plus que des représentants.
Ce renversement de point de vue, généralement désigné comme le “passage
dessin-figure”, constitue un point crucial de ’enseignement de la géométrie,
source de nombre de difficultés.

L’évidence visuelle constitue, en effet, un obstacle majeur a I’émergence
d’une “nouvelle” géométrie portant sur des objets abstraits et dans laquelle
la démonstration est la modalité de preuve privilégiée. Tant qu’il est possible
de constater des propriétés sur le dessin, il est difficile de ne pas identifier
I’objet géométrique a sa représentation, et proposer une preuve intellectuelle
présente un intérét tres limité au regard des difficultés que suscite sa mise
en ceuvre.

La démonstration peut ainsi n’émerger que comme pur exercice rhétorique,
auquel cas deux problématiques irréductibles I'une a 'autre coexistent dans
la résolution par un éléve d’un probleme de géométrie. Déterminer une so-
lution est une problématique pratique, centrée sur la lecture du dessin, mais
invalide aux yeux de l'institution; a 'inverse, la production d’une démon-
stration peut se limiter a produire le type de réponse exigé par 'institution,

xi
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sans que celle-ci ne prouve nécessairement de résultat valide du point de vue
de Iéleve.

Dans la perspective de ce passage vers une étude de la figure, nous
avons souhaité interroger le role de I’évidence perceptive dans lactivité
géométrique : trop forte, elle semble contrarier grandement 1’émergence
d’une géométrie détachée du seul dessin; trop faible, la réforme des mathé-
matiques modernes souligne qu’elle compromet I’apprentissage de la géométrie.
L’hypothese fondamentale de ce travail consiste a supposer qu’il est possi-
ble de proposer des informations suffisamment limitées pour que l'activité
géométrique puisse se détacher du seul dessin, mais offrant tout de méme
des informations permettant une certaine “compréhension”, dans un sens
que nous préciserons. Cette hypotheése nous a conduit a étudier le cas de la
géométrie dans I’espace.

Ce domaine des mathématiques joue un réle mineur dans I’enseignement

de la géométrie, role dont 'origine est certainement a rechercher dans les
difficultés qu’il suscite.
« Oh, la géométrie dans l’espace, j’étais nul, je ne voyais rien ! » est certaine-
ment le commentaire le plus répandu sur cette partie du cours de mathéma-
tique. Cette difficulté a “voir” présente néanmoins un certain intérét, dans
la mesure ou elle contrarie justement 1’évidence perceptive, problématique
en géométrie plane.

Nous proposons d’étudier ici dans quelle mesure il est possible d’influer
sur la qualité, la nature et la signification des informations visuelles percues,
et les conséquences de ces ajustements dans une perspective d’enseignement.
Il ne s’agira donc pas ici d’étudier les représentations pour elles-mémes, mais
bien d’inscrire ces indicateurs visuels dans la perspective plus large d’une
activité géométrique. C’est donc une dialectique entre représentations et
problémes de géométrie qui sera ’objet principal de notre attention.

A cet effet, la géométrie dynamique permettra d’influer sur les enjeux des
problémes eux-mémes et sur le type de résolution pertinent. C’est pourquoi le
travail que nous présenterons ici s’appuiera sur ’environnement de géométrie
dynamique Cabri3D, qui offrira des rétroactions visuelles plus riches. En
effet, d’une part, la représentation informatisée propose de meilleures in-
formations visuelles qu'une projection plane sur papier, et suscite ainsi de
difficultés de lecture. D’autre part, parmi ces informations figurent des réifi-
cations de propriétés et objets mathématiques, en particulier par 'utilisation
du déplacement, qui nous auront une grande importance concernant les car-
actéristiques des situations élaborées.

Nous montrerons qu’il est possible d’envisager des conditions dans lesquelles
la problématique pratique de travail sur le dessin fait appel & un point de
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vue plus théorique et a une construction théorique de la géométrie.

Cadre théorique

Afin de circonscrire ’enjeu de notre questionnement de recherche il fau-
dra, en premier, lieu préciser la nature du “changement de point de vue”
envisagé, et ainsi caractériser plus précisément les dimensions de l'activ-
ité géométrique étudiées. Celles-ci seront décrites a 'aune de deux cadres
théoriques complémentaires.

Tout d’abord, Duval (2005, 1994) propose un point de vue cognitiviste qui
interroge 'appréhension du dessin en termes de visualisations et de décon-
structions, et éclaire la confrontation du sujet a un environnement matériel.
Nous adopterons ainsi une distinction entre visualisation iconique et visuali-
sation non-iconique, et montrerons que notre questionnement s’intéresse aux
conditions d’émergence de la déconstruction dimensionnelle dans ’activité
géométrique de 1’éleve.

La notion de paradigme géométrique (Houdement et Kuzniak, 2006; Kuz-
niak, 2009) offrira un point de vue complémentaire, cette fois épistémologique,
permettant de caractériser le référentiel théorique sous-jacent, et nous chercherons
a faire émerger une “géométrie axiomatique naturelle” au détriment d’une
“géométrie naturelle” focalisée sur I’étude d’objets matériels.

Exprimée en ces termes, notre étude portera donc sur les conditions d’émer-
gence de GII et de la déconstruction dimensionnelle dans ’activité géométrique
des éleves.

Comme nous ’avons sous-entendu précédemment, cette étude s’inscrira
en outre dans le cadre de la Théorie des situations didactiques (Brousseau,
1998), et il nous faudra de fait caractériser un milieu susceptible de favoriser
cette émergence. Cabri 3D sera donc envisagé comme un constituant du mi-
lieu dont il faudra déterminer les caractéristiques et les potentialités.

Nous nous appuierons a cet effet sur deux approches.
Dans un premier temps, l'identification des différentes fonctions du dessin
(Chaachoua, 1997) souligneront combien les représentations informatisées
que propose cet environnement different profondément des représentations
planes en papier-crayon et des représentations tridimensionnelles telles que
les maquettes.
Dans un second temps, nous interrogerons de fait la notion de déconstruc-
tion instrumentale, que nous préciserons afin d’étudier comment elle peut
susciter une problématique théorique s’inscrivant dans GII.
Dans ce contexte, nous étudierons I'influence de a géomtrie dynamique sur
cette déconstruction instrumentale, notamment d’apres les travaux de Laborde
et Capponi (1994); Restrepo (2008); Hatterman (2010, 2009). Bien entendu,
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les études portant sur la géométrie dynamique établiront des relations en-
tre ce travail portant sur I’environnement lui-méme et les particularités des
situations dans lesquelles il joue un role.

Afin de mettre a ’épreuve expérimentalement les hypotheéses que nous
formulerons, notre étude s’appuiera sur la méthodologie de [’ingénierie di-
dactique (Artigue, 1990), plus précisément dans le cadre d'une ingénierie
didactique pour la recherche (Perrin-Glorian, 2010). L’élaboration de situ-
ations accompagnera alors ’étude d’un milieu favorisant 1’émergence de la
déconstruction dimensionnelle et de GII, ainsi que celle des mécanismes con-
duisant a cette émergence.

Dans ce contexte, et afin de rendre plus opératoire nos considérations théoriques,
nous emploierons enfin le modele cK¢ (Balacheff, 1995a,b; Balacheff et Mar-
golinas, 2005) pour la mise en place d’'une méthodologie d’analyse et une
modélisation des phénomeénes.

Organisation de I’étude

Dans la perspective d’une étude des conditions d’émergence d’une géométrie
prenant en compte des objets idéaux, et ne pouvant se réduire a une étude
d’un environnement matériel. Il sera donc essentiel d’articuler deux prob-
lématiques distinctes pour envisager, dans une perspective d’apprentissage,
plusieurs dimensions de cette émergence.

Premieres hypotheses : évolutions attendues

En premier lieu, il s’agira d’une étude des conditions pour lesquelles un
milieu conduit nécessairement & ’évolution attendue. Ce questionnement
sera donc de nature “asymptotique”, dans la mesure ou I’émergence d’une
nouvelle géométrie sera envisagée comme caractéristique d’un état d’équili-
bre entre le sujet et le milieu.

A cet effet, le chapitre 1 sera consacré a Détude du sujet épistémique con-
fronté a des probléemes de géométrie. Nous chercherons ainsi a dégager
des caractéristiques de 'activité géométrique pertinentes pour notre étude
— paradigmes géométriques, visualisations, déconstructions. Dans le méme
temps, une étude des représentations nous conduira a préciser leur role, les
fonctions qu’elles doivent occuper, et les difficultés qu’elles suscitent.

Il en résultera une interprétation des “problemes de visualisation” afférents
a la géométrie dans ’espace sur laquelle sera fondée I’étude des potentielles
solutions offertes pas les représentations informatisées. Cependant, celles-ci
seront indissociables de contraintes spécifiques portant sur le milieu, dont la
géométrie dynamique — et plus spécifiquement Cabri 3D — sera un consti-
tuant essentiel.
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Nos premiéres hypotheses portent ainsi sur la stabilité du systéme [sujet<>milieu],
et se résument de la maniere suivante :

Par un travail de géométrie dans lespace s’appuyant sur Cabri 3D, il est
possible de produire un milieu pour lequel seule la déconstruction dimension-
nelle et la référence a une géométrie axiomatique naturelle rendent stables
ses interactions avec le sujet.

Comme nous 'avions annoncé, cette hypothese ne détaille en rien les
mécanismes permettant I’émergence d’une telle géométrie, et est donc a elle
seule insuffisante : un travail purement théorique offre, lui aussi, une telle
condition mais peut, dans le méme temps, étre a l'origine d’une trop grande
difficulté contrariant 'apprentissage.

Hypotheses d’évolution

La deuxiéme partie de notre étude théorique (chapitre 2) portera donc
sur les conditions d’émergence de cette nouvelle géométrie, et aura pour ob-
jet d’assurer 'existence de mécanismes de transition entre un “état initial”
centré sur le dessin et “I’état d’équilibre final” souhaité.

L’étude succinte de 'activité d’éleves nous conduira & porter une at-

tention particuliére a une activité instrumentale, centrale dans un environ-
nement de géométrie dynamique, susceptible de proposer une interface entre
une problématique pratique et un horizon théorique élaboré.
L’approche instrumentale nous conduira a interpréter notre problématique
en termes de geneses instrumentales, et de fait & interroger la notion de dé-
construction instrumentale sous ce nouvel éclairage. Dégager deux modal-
ités principales de cette déconstruction permettra ainsi d’étudier le role
pivot que joue celle-ci. Nous pourrons alors envisager des interactions, et
une dynamique d’évolution, permettant une transition vers 1’état d’équili-
bre souhaité. A cet effet, il sera alors indispensable de préciser certaines
conditions auxquelles devront répondre les situations, afin que 'activité in-
strumentale puisse étre une condition favorisant cette évolution. Cette étude
nous conduira ainsi & émettre les hypotheses suivantes :

Des interactions sont envisageables entre visualisation iconique, visualisa-
tion non-iconique et les différentes déconstructions, et Cabri 3D permet de
créer des conditions orientant progressivement l’activité géométrique vers
GII et la déconstruction dimensionnelle.

La déconstruction instrumentale joue alors un réle fondamental dans cette
dynamique.

Nous sommes ainsi conduits & faire peser de nouvelles contraintes sur
des situations pour lesquelles une nouvelle géométrie permet une résolution
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du probléme, et émerge en outre des différentes rétroactions émanant du
milieu.

Modélisation des phénomeénes

Les hypotheses que nous formulons, et les cadres théoriques auxquels
elles font référence, permettent de circonscrire précisément un question-
nement de recherche et des hypotheses offrant de potentiels éléments de
réponse.

Cependant, dans une perspective d’expérimentation, ces cadres théoriques

n’offrent pas une modélisation suffisamment précise pour anticiper et anal-
yser des phénomenes en limitant de maniére convenable la part interprétative
des observations.
En particulier, si une dynamique d’évolution est envisagée, il est impossi-
ble d’anticiper ou d’analyser les mécanismes a l’origine de ces évolutions.
Ce défaut d’opérationnalité nous conduit donc & modéliser les différents
phénomenes envisagés a 'aide de cK¢.

Le chapitre 3, consacré a la mise en place d’une méthodologie d’analyse

opérationnelle, laisse ainsi une grande part a 1’étude de ce modele. Nous
confrontons divers usages qui en sont faits afin de préciser les différentes
notions en jeu, et de dégager des outils pertinents pour notre étude.
Cela conduit alors a proposer une méthodologie d’analyse, a priori et a pos-
teriori, s’appuyant tres fortement sur cette modélisation. Celle-ci permettra
de relier les hypotheéses théoriques initiales a la mise en ceuvre et l'analyse
d’une expérimentation.

Etude expérimentale

La seconde partie de notre travail consistera & organiser une ingénierie
didactique afin de mettre a I’épreuve les hypotheses de recherche formulées.

Nous avons choisi de mener ’expérimentation en classe de Seconde, qui
correspond & une étape de la scolarité ou les éleves disposent de connais-
sances géométriques déja élaborées, qu’ils peuvent pour la plupart mobiliser,
mais ou la géométrie du concret reste souvent prédominante. En outre,
les connaissances dont disposent ces éléves concernent essentiellement la
géométrie plane, et ceux-ci sont peu familiers avec l'espace.

Trois situations sont proposées, 'une d’entre elles s’appuyant sur un en-
jeu de savoir précis — la coplanarité —, les deux autres faisant, en revanche,
appel & un contenu mathématique moins contraint ; cela n’était pas l’enjeu
de cette étude.
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Ces situations ont pour finalité de mettre a I’épreuve nos hypotheses en
étudiant leur sensibilité a différents facteurs :
— la précision de la finalité dans ’énoncé, qui peut laisser en suspens la
question de ’enjeu — objets matériels ou théoriques — du probleme;
— le role des indéterminations visuelles, leurs effets et leurs limites ;
— le role du déplacement, et 1’étude de ses conséquences dans le cadre
de la géométrie dans ’espace ;
— le role des outils, disponibles ou nécessaires a la résolution, dans les
évolutions observées ;

I’analyse des observations permet dans un dernier temps de dégager des

invariants dans les processus observés, ainsi que certaines variations accom-
pagnant certaines variables.
Nous serons alors en mesure de valider une partie de nos hypotheéses, por-
tant notamment sur la mobilisation progressive de la déconstruction dimen-
sionnelle et GII et sur le role de la déconstruction instrumentale dans ce
processus. Nous étudierons en outre la sensibilité du milieu a un choix de
certaines variables, afin d’affiner les propositions élaborées théoriquement,
et caractériser au mieux des conditions favorables a I’évolution que nous
souhaitons susciter.



xviii INTRODUCTION



Premiere partie

Précisions sur les questions
de recherche






Chapitre 1

Des géométries dans
I’enseignement secondaire

Ce chapitre a pour objet de préciser un questionnement naif portant
sur l'apprentissage de la géométrie. Dans la mesure ou introduire la dé-
monstration est délicat lorsque la géométrie ne s’intéresse qu’a I’étude des
objets matériels, et ou ’évidence visuelle favorise ce point de vue, que peut
apporter une perturbation de cette évidence? En particulier, si I'intuition
premiere pourrait laisser penser que la suppression de 1’évidence visuelle
serait bénéfique, il faut y opposer le constat que la géométrie dans ’espace
ou la géométrie tres abstraite des mathématiques modernes ne sont pas a
I’origine de résultats spectaculaires.

La question initialement envisagée est la suivante :

Quelles pourraient étre des conditions portant sur les modalités de représen-
tation déstabilisant de maniére productive 1’étude exclusive des objets
matériels ?

Afin d’apporter des précisions supplémentaires, nous interrogeons en
tout premier lieu la géométrie. Que signifie I’évolution que nous mention-
nons, d'un point de vue épistémologique, et du point de vue de Dactivité
géométrique du sujet 7
Le passage de I’étude du dessin a celle de la figure, qui est sous-tendu, est
examiné a la lumiere de deux cadres théoriques complémentaires :

— la notion de paradigme géométriqgue (Houdement et Kuzniak, 2006;
Kuzniak, 2009) apporte un point de vue épistémologique sur le référen-
tiel théorique auquel se réfere ’activité géométrique

— les travaux de Duval (2005, 1994) s’intéresse au fonctionnement cog-
nitif de activité géométrique d’un sujet confronté a un probléme de
géométrie

Dans le cadre de la théorie des situations didactiques (Brousseau, 1998), il
devient donc légitime de définir les caractéristiques d’un milieu favorisant

3
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l'utilisation de la déconstruction dimensionnelle et la référence a GII.

Dans un second temps nous procédons de fait & une étude de la géométrie
dans l'espace, du point de vue des représentations utilisées, afin d’en ex-
aminer les potentialités et les limites. Les environnements de géométrie dy-
namique proposent alors des représentations remplissant de maniere probante
les fonctions que Chaachoua (1997) identifie comme essentielles dans 1’ac-
tivité géométrique.

Les hypotheses de recherche auxquelles nous conduit cette étude portent
ainsi sur une caractérisation d’un milieu :
— donnant réle essentiel a une géométrie détachée de la contingence
matérielle ;
— dans lequel la déconstruction dimensionnelle occupe une place indis-
pensable a 1’équilibre du systeme [sujet<>milieu] ;
— s’appuyant sur la géométrie dynamique tridimensionnelle.
Ce sont ainsi des hypotheses portant sur des conditions de stabilité que nous
proposons ici, et I’étude des mécanismes permettant d’atteindre cet état sera
I’objet du chapitre suivant.

1.1 Des géométries ?

Si la géométrie contextualise traditionnellement I’apprentissage de la dé-
monstration, c’est aussi un lieu ou il est possible d’observer les difficultés ac-
compagnant ’émergence de cette démonstration, et plus généralement d’un
discours mathématique. Le statut des objets étudiés, aux yeux des éleves,
apparait souvent comme un point névralgique.

Les probléemes de géométrie mettent en jeu I’étude de représentations graphiques
d’objets abstraits. Parzysz (1988) propose d’opérer une distinction entre la
figure, objet théorique défini par un texte qui la décrit, et le dessin qui n’est
qu'une illustration de la figure. Laborde et Capponi (1994) précisent cette
distinction, sur laquelle nous nous appuierons :

En tant qu’entité matérielle sur un support, le dessin peut
étre considéré comme un signifiant d’un référent théorique (objet
d’une théorie géométrique comme celle de la géométrie euclidi-
enne, ou de la géométrie projective). La figure géométrique con-
siste en 'appariement d’un référent donné a tous ses dessins, elle
est alors définie comme 'ensemble des couples formés de deux
termes, le premier terme étant le référent, le deuxiéme terme
étant un des dessins qui le représente. Le deuxiéme terme est pris
dans 'univers de tous les dessins possibles du référent. Le terme
figure géométrique renvoie dans cette acception a 1’établissement
d’une relation entre un objet géométrique et ses représentations
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possibles. Dans cette approche, les rapports entre un dessin et
son référent construits par un sujet, lecteur ou producteur du
dessin, constituent le signifié de la figure géométrique associée
pour ce sujet.

(Laborde et Capponi, 1994, p. 168)

Il apparait des lors que cette distinction est essentielle dans la construction
de la démonstration, puisque I'acces & des preuves intellectuelles (Balacheff,
1999) suppose que I'expérience sensible et I'ostension soient subordonnées a
un travail théorique. Mais au dela, elle détermine le point de vue qu’offrent
les mathématiques sur les objets géométriques, point de vue que 'institution
scolaire vise a faire acquérir aux éléves au cours de I’enseignement secondaire.

Si la distinction opérée est claire pour le mathématicien dont l'activ-
ité est, suivant 'adage, de raisonner juste sur une figure fausse, elle s’avere
cependant plus problématique pour les éleves. Les représentations graphiques
ont généralement été un support privilégié pour 'introduction des concepts
au cours de la scolarité antérieure, et occupent un réle important dans les
problémes de géométrie. Leur statut, et 'emploi qui doit en étre fait, peut
de fait préter a confusion (Parzysz, 2006, p. 128) :

[...] bien [que la représentation] constitue une aide précieuse
dans les conjectures, elle peut également constituer un obstacle
a la démonstration, car “I’évidence de la figure” peut étre source
de confusion dans I'utilisation des données.

Il devient alors essentiel pour I'enseignement d’inciter les étudiants a dé-
passer I'évidence perceptive afin que leur activité géométrique s’exerce sur
des objets théoriques dont ’existence est assurée, non plus par leur représen-
tation, mais par un systéeme axiomatique plus ou moins explicité. Pourtant,
il est généralement difficile de motiver ce passage et de clarifier le statut des
objets, et c’est bien souvent par un effet de contrat que se résout 'apparition
de la démonstration, ce qui n’est pas sans soulever certaines difficultés :

L’enseignement des mathématiques le sait bien, et en est bien

embarrassé, lorsqu’il cherche le passage d’une approche “em-
pirique” (les propriétés se voient bien sur la figure) a une ap-
proche “déductive” (d’'un genre implicitement axiomatique) lors
de I'introduction de la démonstration dans le cours de I’enseigne-
ment (en général vers 13 ans).
Mais il ne suffit pas d’exhorter ’éléve & ne voir dans le triangle
dessiné que la représentation d’un triangle, alors que c’est bien
ce dessin qui est le lieu des expérimentations et des opérations
nécessaires a la résolution d’un probleme de géométrie.

(Balacheff, 1999, p. 199)
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En I'absence d’une motivation “épistémologique” a abandonner 1’étude du
dessin, une dichotomie s’opére entre deux modes de fonctionnement : d’'un
cOté, I’éleve cherche a observer des propriétés sur le dessin pour se convaincre,
et de 'autre, il respecte un contrat en vigueur qui lui demande de résoudre
le probleme a l'aide de la démonstration. On peut alors comprendre les
difficultés de certains & concilier ces deux formes de résolution.

Il est donc primordial pour l’enseignement de chercher & supprimer cette
dichotomie, c’est-a-dire a inclure le travail sur le dessin et hors du dessin
comme deux éléments dialectiques d’un méme processus de résolution. Cet
objectif constituera notre horizon pour la suite de cette étude.

Pour proposer une caractérisation plus précise de ’opposition entre ces
deux modes de fonctionnement, nous nous proposons de concilier deux ap-
proches complémentaires. La notion de paradigme géométrique proposée par
Houdement et Kuzniak (2006) nous permet d’étudier le référentiel théorique
— du point de vue mathématique — dans lequel s’inscrivent différentes ap-
proches, et de caractériser les évolutions que nous cherchons & susciter chez
les éleves. Les travaux de Duval (2005) offrent un point de vue, plus cog-
nitiviste, qui nous permet d’interpréter certains modes de fonctionnement.
Nous serons alors en mesure d’expliciter des blocages d’éléves dans une ac-
tivité géométrique, et de fait, d’envisager des modes d’action permettant
une telle évolution.

1.1.1 Un point de vue épistémologique :
les paradigmes géométriques

La notion de paradigme géométrique que proposent Houdement et Kuz-
niak (2006) vise a éclairer les rapports que peut entretenir un individu avec
un certain référentiel théorique, en caractérisant notamment ce référentiel.
Elle s’appuie sur 'acception qu’en propose Kuhn (1962), selon deux points
de vue principaux : d’un point de vue global, il s’agit “des croyances, des
techniques et des valeurs que partage un groupe scientifique”, et d’un point
de vue local, la notion de paradigme désigne “les exemples significatifs qui
sont donnés aux étudiants pour leur apprendre da reconnaitre [... | les dif-
férentes entités constitutives du paradigme local” (Houdement et Kuzniak,
2006, p. 178). Ce point de vue double permet d’embrasser d’'un méme regard
une communauté scientifique offrant une référence et les rapports personnels
qu’entretient 'individu avec celle-ci.

Concernant les individus, ces paradigmes permettent d’étudier leur élab-
oration d’'un modele théorique de référence, la nature — plus ou moins
axiomatique — de ce modele, et les rapports qu’ils entretiennent avec ce
modele. L’hypothese sous-jacente est qu’existent dans l'institution scolaire
des différences de points de vue qui, faute d’étre correctement caractérisées,
sont sources de nombreux malentendus (¢bid., p.178) :



1.1. DES GEOMETRIES ? 7

Etudiant(e)s, professeur(e)s, enseignant (e)s et éléves se situent
implicitement fréquemment dans des paradigmes différents : cette
différence de posture épistémologique est source de malentendus
didactiques.

Signalons que, de fait, il ne s’agit pas d’étudier la nature du modele théorique
— on ne distinguera pas, par exemple, la géométrie euclidienne de la géométrie
projective — mais plutét les rapports qu’elle entretient avec le monde sen-
sible, notamment en ce qui concerne la validation.

Trois paradigmes géométriques

Les auteurs dégagent de leur travaux trois paradigmes géométriques en-
visageables : géométrie naturelle, géométrie axiomatique naturelle, géométrie
axiomatique.

Géométrie naturelle (GI)

Si la géométrie naturelle (GI) consiste en une premiere modélisation du

réel, notamment par les classifications qu’elle opére, elle trouve ses modes de
validation dans la confrontation au monde sensible. Cette forme de géométrie
fait porter I'attention sur les objets matériels ou leur représentation, et en
particulier dans le traitement des problémes : sur ces objets s’exercent “[’in-
tuition, 'expérience et le raisonnement déductif” (Houdement et Kuzniak,
2006, p. 180) qui s’appuient sur la perception et “l’action mécanique” sur les
objets.
Cette restriction proposée par les auteurs est cependant interrogée par la no-
tion de preuve pragmatique ! que propose Balacheff (1999). En effet, ce type
de preuve est intimement lié a la géométrie naturelle, et [’action mécanique
en est un exemple, certes typique, mais particulier. Nous considérerons ainsi
qu’il est possible dans GI de substituer a I’action matérielle une action intéri-
orisée, une expérience mentale dans laquelle la référence a ’action matérielle
n’est pas moins présente.

Nous trouvons dans la géométrie naturelle une approche qui prévaut
durant ’enseignement primaire et le début de ’enseignement secondaire,
ou les objets présentés ne sont pas nécessairement formalisés et ou il s’agit
de se convaincre par la preuve pragmatique plutot que de démontrer. Nous
pouvons remarquer en outre que la formalisation des objets géométriques
ainsi que la démonstration ne prend pas de sens dans ce contexte.

1. “preuves fondées sur l’action effective mise en ceuvre sur des représentations d’objets
mathématiques” (Balacheff, 1999, p.202)
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Géométrie axiomatique naturelle (GII)

GII, la géométrie axiomatique naturelle, repose en revanche sur un sys-
teme axiomatique aussi précis que possible a 'intérieur duquel s’exercent des
lois hypothético-déductives assurant la validation. Le qualificatif “naturelle”
souligne 'opposition avec une géométrie qui serait purement formelle, en ce
sens qu’elle serait détachée d’une référence au réel. GII procede d’'une ax-
iomatisation visant & modéliser des problemes spatiaux, et la validité des
axiomes ne repose que sur celle de la modélisation. Elle ne peut pas, par
exemple, proposer une géométrie non euclidienne.

Néanmoins, cette géométrie donne acces aux objets abstraits — dont la
figure — et est apte a prendre en charge la démonstration. C’est la géométrie
qui est visée par I’enseignement secondaire.

Géométrie axiomatique (GIII)

Dans GIII, la rupture entre géométrie et réalité est consommeée : le raison-
nement logique prévaut, I’axiomatisation est totale et la “validité” des ax-
iomes ne tient qu’a leur non-contradiction. De cette géométrie peuvent par
exemple naltre les géométries non euclidiennes, la géométrie projective, etc.

Nous ne prendrons pas en compte GIII dans la suite de cette étude, dans
la mesure ou elle est absente de ’enseignement secondaire.

Articulation des différents paradigmes

Il ne faut pas comprendre cette classification comme une casuistique per-
mettant de décrire I'activité géométrique d’un individu, dans laquelle chaque
géométrie exclurait de facto les deux autres. Il serait ainsi profondément car-
icatural de considérer que certains éleves ne font appel qu’a GI — alors méme
qu’on leur demande des activités de démonstration des le début du college —
et d’autres uniquement a GII — alors que les concepts ont été majoritaire-
ment introduits dans GI et que le travail sur le dessin demeure fondamental.
Il faut en fait articuler les géométries entre elles a l'intérieur d’un contexte
donné pour rendre compte d’une diversité d’approches qui peut néanmoins
s’exprimer en termes de distance aux différents types de géométrie. Pour ce
faire, Houdement et Kuzniak (2006), puis plus précisément Kuzniak (2009),
s’appuient sur la notion d’espace de travail géométrique (ETG) permettant
de rendre compte simultanément d’un “espace réel et local support des ob-
jets”, d’'un “ensemble d’artefacts” et d’un “référentiel théorique éventuelle-
ment organisé en modéle théorique”(Houdement et Kuzniak, 2006, p. 184).
Les articulations entre paradigmes géométriques, que Kuzniak (2009) envis-
age, permettent de préciser le role des différents paradigmes dans I'activité
de I’éleve. Par souci de clarté, nous omettrons celles faisant intervenir GIIIL.
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La Géométrie I assumée (GI / gII)

Cette géométrie a pour but I’étude matérielle du monde réel, ce qui la
rattache a GI. GII peut intervenir en proposant des théoremes qu’elle dé-
montre, qui sont utilisés comme des outils de résolution. En d’autres termes,
GI assure la validation, d’ou sa position dominante, et GII offre des outils
auxiliaires de résolution, en restant subordonnée a GI.

La Géométrie IT morcelée (GII / GI)

Cette géométrie amorce une perspective axiomatique, mais il s’agit essen-
tiellement d’ilots hypothético-déductifs concernant quelques figures de base.
Les propriétés intervenant s’appuient sur I’expérience matérielle du sujet.

La Géométrie II assumée (GII / gI)

Cette géométrie emploie des propriétés provenant, ici encore, d’une “intu-
ition de ’espace”, mais elle fait signe vers un référentiel doté d’une organisa-
tion logique, ce que permet une construction axiomatique plus généralisée.
Kuzniak (2009) montre qu’il s’agit de I’horizon envisagé par ’enseignement
secondaire actuel — il s’agit de VETG de référence, qui s’inscrit dans la
géométrie euclidienne.

Les paradigmes sont ainsi différents référentiels théoriques dans lesquelles
s’inscrivent les activités mathématiques, référentiels qui peuvent se com-
pléter et interagir.

Un hiatus entre deux points de vue

Ces paradigmes géométriques offrent ainsi un outil pertinent pour inter-
préter certains décalages entre 'attente de 'institution — résolution d’un
probléme a ’aide de la démonstration — et la réponse de certains éleves aux
problemes de géométrie — ostension, mesure. . .

En effet, nous avons mentionné que l'institution se positionne dans une
Géométrie I assumée, ou il s’agit de prouver des résultats portant sur des
objets théoriques, cohérents avec une perception sensorielle de ’espace.
L’exigence de nombreux éleves porte, en revanche, sur la capacité a constater
la validité de résultats, en s’appuyant éventuellement sur des propriétés of-
fertes par GII : on reconnait GI assumée. Ceci n’implique pas nécessairement
que ces éleves soient incapables de produire une démonstration, mais elle in-
tervient essentiellement pour répondre a 'institution. De celle-ci ne subsiste
que l’exercice formel, redondant avec les constatations déja effectuées, et
I’apport cognitif de la démonstration est occulté pour les éleves.

Il convient de s’interroger sur les raisons qui conduisent les éléves a demeurer
dans GI/glI et a résister au passage vers GII/gl. Deux réponses principales
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s’offrent a nous.

La premiere d’entre elles est a rechercher dans les conditions de genese
de la géométrie. D’un point de vue scolaire, cette genese procede en grande
partie d'une émergence de connaissances ou concepts géométriques a partir
de l'action sur un milieu matériel (Mathé, 2009, p.1) :

Dans les programmes scolaires francais, I’enjeu de I’enseigne-
ment de la géométrie a I’école primaire consiste, a partir d’activ-
ités sur des objets sensibles tels que des tracés de figures planes
ou des représentations diverses de solides (“reconnaissance”, “de-
scription”, “construction”), a amener les éléves a constituer des
objets conceptuels ou “objets géométriques” tels que le cercle, le
carré, le cube, objets qui se substituent alors progressivement a la
notion premiere d’objet sensible. L’enseignement de la géométrie
a I’école suppose donc, a partir de problémes relevant de manip-
ulations matérielles ou symboliques d’objets sensibles, de con-
struire des concepts géométriques et de donner ainsi aux éleves
acces a un domaine de connaissance relatif a une interprétation
spécifique du réel : la géométrie (ou “géométrie élémentaire”).

Ceci est cohérent avec certains travaux portant sur la conceptualisation en
géométrie, qui s’appuie initialement sur une expérience quotidienne généra-
trice de préconcepts (Lismont et Rouche, 1999, partie I, Chap. 2).

Le role de 'expérience quotidienne et la capacité des représentations graphiques
a offrir des évidences, généralement perceptives, constituent donc un premier
obstacle au passage vers une approche formaliste, que nous pouvons qualifier
d’obstacle épistémologique au sens bachelardien du terme (Bachelard, 1938)
tant il a irradié le développement historique des mathématiques.

Nous citerons a titre d’exemple la démonstration du théoréme de la valeur
intermédiaire, qui nous semble particulierement représentative de la diffi-
culté a abandonner I’évidence perceptive et les preuves pragmatiques, méme
dans un cadre fortement formalisé — en 'occurrence I’analyse. Dans son mé-
moire de 18172, ot il propose une démonstration “moderne” de ce théoréme,
Bolzano met en garde contre les définitions géométriques :

Il n’y a absolument rien & objecter, ni contre la justesse, ni
contre 1’évidence de ce théoreme géométrique. Mais il est tout
aussi manifeste qu’il y a 1la une faute intolérable contre la bonne
méthode, faute qui consiste a vouloir déduire les vérités mathé-
matiques pures (ou générales) (c’est-a-dire de Parithmétique, de
I’algebre ou de I'analyse) des considérations qui appartiennent a
une partie appliquée (ou spéciale) seule, a savoir la géométrie.

2. Rein analytischer Beweis... QOswald’s Klasscher, n° 153, Leipzig, 1905. Cité par
Dhombres (1978) p. 216.
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Pourtant, dans son Cours d’Analyse de 1821, Cauchy se contente de la dé-
monstration suivante :

Pour établir la proposition précédente, il suffit de faire voir
que la courbe qui a pour équation y = f(x) rencontrera une ou
plusieurs fois la droite qui a pour équation y = b dans l'intervalle
compris entre les coordonnées qui correspondent aux abscisses
zo et X ; or c’est évidemment ce qui aura lieu dans ’hypothese
admise

Il ne faut pas pour autant négliger une seconde source de résistance au
passage vers GII — qui est, en un certain sens, le point de vue symétrique
— qui est le probleme de I'acces aux objets abstraits, du travail sur la figure
et de l'introduction de la démonstration. Les difficultés qui naissent sont a
la fois conceptuelles et techniques, et confortent finalement 1’étude du dessin
comme mode de résolution fiable et efficace.

1.1.2 Un point de vue cognitif : statut et usage du dessin

Nous avons pu observer les difficultés que pose la gestion du dessin dans
I’enseignement de la géométrie : d’un c6té il constitue un obstacle a 1’émer-
gence d’'une géométrie axiomatique de type GII, mais dans le méme temps
Chaachoua (1997) met clairement en évidence son role primordial dans la
compréhension méme des probléemes de géométrie :

Ces travaux attestent I'intérét qu’il faut porter au réle du
dessin et de la figure® dans ’enseignement des mathématiques :
role heuristique des figures dans la résolution de problémes de
géométrie, nécessité de changer le rapport des éleves au dessin,
dessins comme instruments pour la transmission des savoirs géométriques,
étude du milieu ou la figure est enjeu de transmission,. ..

(Chaachoua, 1997, p. 31-32)

Le dessin peut avoir la fonction d’illustration au niveau de
I’énoncé, s’il est donné par I'enseignant ou le manuel, au niveau
de la résolution ou a celui de la solution. [... ] Cette fonction
d’illustration dépend essentiellement du domaine de fonction-
nement du dessin. [... ] C’est a partir de ce dessin que le “travail
expérimental” peut se mettre en place : exploration, conjectures,
construction d’objets intermédiaires. .. Cette phase heuristique
se fait avec un aller-retour entre les connaissances géométriques
et les propriétés spatiales du dessin, ce qui dépend du domaine
d’interprétation associé au dessin.

3. L’auteur confronte ici différents travaux dans lesquels la distinction entre dessin et
figure n’est pas toujours opérée. Il faut donc lire “dessin” en lieu et place de “figure”.
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(Chaachoua, 1997, p.42)

La difficulté est donc d’établir des rapports opérationnels entre le travail sur
le dessin et la résolution de probleme de géométrie. Ces rapports peuvent
étre clarifiés en s’appuyant sur la notion de paradigme géométrique :

En fait, la résolution d’un probleme de géométrie élémen-
taire consiste en une succession d’aller-retours entre G1 et G24,
centrés sur la “figure” °. Celle-ci joue un réle crucial dans le pro-
cessus; en effet, bien qu’elle constitue une aide précieuse dans
les conjectures, elle peut également constituer un obstacle a la
démonstration, car “I’évidence de la figure” peut étre source de
confusion dans I'utilisation des données.

(Parzysz, 2006, p.128)

L’obstacle que mentionne Parzysz est donc un point névralgique du pas-
sage d'une géométrie centrée sur GI a une géométrie ou la figure et la
démonstration peuvent prendre sens. Plus que d’une capacité intrinseque
des dessins & montrer des résultats, cet obstacle résulte de la capacité des
éleves a lire des résultats sur le dessin. C’est cette capacité des éleves qu’il
nous faut de fait interroger pour mieux la caractériser : pourquoi un éleve
est-il capable de lire sur un dessin que deux droites sont paralleles alors
qu'un mathématicien ne peut se le permettre? Duval propose une étude
du fonctionnement des dessins, d’un point de vue cognitif, dans activité
géométrique des individus. Il distingue plusieurs appréhensions des figures
(Duval, 1994) : Pappréhension perceptive, ’appréhension discursive, 1’ap-
préhension séquentielle et 'appréhension opératoire. Ces considérations sont
par la suite précisées par la mise en évidence de deux types principaux de
maniéres de voir les dessins, aux fonctionnements profondément différents :
la visualisation iconique et la visualisation non-iconique (Duval, 2005). Tan-
dis que la premiere dresse un obstacle majeur a 1'utilisation du dessin au
service de I'étude de la figure, la seconde permet en revanche de déconstru-
ire les formes pour rechercher des modes de résolution.

La visualisation iconique comme obstacle

Duval (2005) souligne la complexité de l'acte de “voir”, qui met en jeu
deux niveaux d’opérations : “la reconnaissance discriminative de formes et
lidentification des objets correspondant aux formes reconnues”. Si ces deux
opérations sont généralement délicates a distinguer, en raison de leur si-
multanéité apparente, elles jouent des roles distincts, la seconde inscrivant

4. La notation en chiffres arabes employée par I'auteur renvoie en réalité a des objets
similaires a GI et GII
5. Parzysz n’opeére pas ici la distinction que nous avons adoptée entre dessin et figure.
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I’objet reconnu dans un référentiel permettant son interprétation.

Dans le cas de la visualisation iconique, cette identification est assurée

par ressemblance entre le dessin observé, du point de vue de la forme, et un
objet de référence. Le terme iconique est a considérer ici, en référence aux
travaux de Peirce, comme une “présence de l'objet dans le signe” (Darras,
1997, p. 31).
La représentation est ainsi identifiée a un objet déja vu, réel, et la forme est
un profil stable qui ne peut subir de transformation. En effet, toute transfor-
mation modifiant le contour modifierait aussi la nature de I'objet observé.
Toutes les propriétés sont liées au contour de la forme, dont il est difficile de
se détacher pour envisager les éléments constitutifs de la figure séparément.
La visualisation iconique repose donc en grande partie sur la constitution
d’un “herbier” rassemblant des configurations prototypiques différentiables
et identifiables. Duval souligne cependant certaines nuances, en distinguant
deux approches :

— Celle du botaniste consiste a reconnaitre et nommer les formes élé-
mentaires, observer des différences et des similitudes. Cela correspond
a des activités non géométriques, et ou la validation repose sur la
superposition de formes.

— Celle de 'arpenteur-géometre repose sur la mise en correspondance de
deux échelles de grandeur — par exemple la distance réelle et le plan. 11
est possible de mobiliser des propriétés géométriques, mais leur emploi
est subordonné a des impératifs de mesure uniquement. Quant a elle,
la validation repose sur des identités de mesures — éventuellement
apreés une mise a 1’échelle.

Dans ces deux cas, le dessin n’a pas pour fonction de représenter un
objet d’étude de nature différente mais il est lui-méme objet d’étude, ou
reproduction a l'identique — éventuellement & 1’échelle — de cet objet. En
conséquence, cette appréhension limite fortement les possibilités d’appren-
tissage de la géométrie (Duval, 2005, p.15) :

— La reconnaissance étant centrée sur le contour d’une
zone ou d’une surface, une forme c’est d’abord un pro-
fil. Cela veut dire que toutes les propriétés qui ne sont
directement liées au contour caractéristique d’une forme
(celles liées aux diagonales des quadrilateéres remarquables)
restent hors champ et donc moins facilement mobilisables
quand les énoncés de problemes ne les mentionnent pas ex-
plicitement. Cela veut dire aussi qu’il y a une résistance
a sortir du contour fermé de la figure, en prolongeant par
exemple les cOtés pour faire apparaitre les droites sous-
jacentes.
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— Les formes apparaissent comme étant stables. Elles ne sont
donc pas vues d’une maniére qui permette de les trans-
former en d’autres formes semblables ou, surtout, différentes.

— La dissociation entre les opérations constituant ’acte de
voir est d’autant plus nécessaire qu’il peut y avoir conflit
entre la reconnaissance des formes par simple ressemblance
a un exemple type et I'identification de I'objet auquel cor-
respond la forme reconnue. Car les relations constitutives
des objets ne sont pas des propriétés dont la présence peut
étre décidée d’un simple coup d’ceil. La visualisation ne
permettant pour les relations entre deux unités figurales
qu’une estimation perceptive sujette a illusion et avec des
seuils de discernabilité étroits.

Cette appréhension coincide donc nécessairement avec une absence de

prise en compte de la figure. Se référer a une géométrie de type GII —
GII/GI ou GII/gl — exigerait de pouvoir envisager cet objet théorique
comme représenté par le dessin, et de fait la démonstration ne peut prendre
de sens pour produire des résultats concernant le dessin.
En revanche, elle permet de reconnaitre un objet d’un seul coup d’ceil, ce qui
lui confere une grande efficacité dans bien des cas. Il s’agit notamment de
I’identification d’objets connus, qu’il n’est ainsi pas nécessaire d’étudier de
nouveau, et ce quelque soit le sujet considéré : identifier un parallélogramme
pour un éléve de lycée, ou un flocon de Von Koch pour un mathématicien,
relevent I'un comme l'autre de la visualisation iconique. Celle-ci n’est donc
pas problématique par essence, et intervient méme dans ’activité du “math-
ématicien professionnel”, c’est en fait le réle qu’elle joue dans 'interprétation
des problemes et leur résolution qu’il faut interroger.

La visualisation iconique offre donc une premiere piste d’interprétation
de la coexistence de deux modes de résolution chez les éléves. Le premier
permet de constater sur le dessin et donc de satisfaire ce mode de visuali-
sation, tandis que le second — la démonstration, ou du moins une preuve
plus formalisée — permet de satisfaire I'institution. Dans le cas ou la visu-
alisation iconique prédomine, la valeur épistémique de la démonstration est
bien plus faible. Ainsi, il est parfaitement possible de rejeter son résultat
sous prétexte qu’il semble contradictoire avec 1’observation visuelle.

Il est essentiel, pour résoudre des problémes de géométrie, de pouvoir
opérer sur des dessins envisagés comme des représentants. Ces opérations
sont permises par la visualisation non-iconique.
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La visualisation non-iconique

La caractéristique essentielle de ce type de visualisation est la capacité
qu’elle offre a opérer sur les objets par déconstructions. Avant toute chose,
il convient de signaler que parler de déconstruction vise en fait I’opération
inverse : un objet est déconstruit, mais cette opération est totalement con-
ditionnée par sa reconstruction qui est le seul objectif visé :

Autrement dit l'activité de construction de figures [... ] re-
pose sur leur déconstruction en tracés|... |. Mais dans cette ac-
tivité de déconstruction toute l’attention porte sur la reconstruc-

tionf... |
(Duval, 2005, p.17)

Pour la visualisation non-iconique, la forme des objets n’en est plus défini-
toire, elle est le résultat d’une construction, d’un assemblage d’autres objets
régi par certaines contraintes. Nous adopterons la terminologie désignant
comme unités figurales ces composantes élémentaires dont I’assemblage pro-
duit la figure. Ce seront notamment des points, droites, segments, cercles,
polyedres, etc. Leur caractere “élémentaire” n’a donc rien d’absolu, et sera
fortement dépendant d’'un contexte incluant notamment la dimension de
I’espace et le sujet.

Définition 1
On appellera par la suite “unité figurale nD/mD ” une unité figurale de di-
mension n plongée dans un espace & m dimensions.

Par exemple, un point représenté dans le plan sera une unité figurale 0D /2D.
Un segment, une unité figurale 1D /2D s’il est représenté dans le plan, 1D /3D
s’il est représenté dans l’espace.

Dans ce contexte, il devient possible pour les dessins d’étre des représen-
tations d’objets théoriques, et non plus des reproductions. Ils peuvent étre
le lieu d’élaboration d’une heuristique s’appuyant sur des opérations effec-
tuées — matériellement ou virtuellement — sur les dessins. Duval propose
de distinguer ces opérations selon un critére fondamental d’un point de vue
mathématique, a savoir I'ajout de tracés.

En effet, il est spécifique aux mathématiques d’étudier un dessin en
ajoutant des tracés — par exemple des droites — aux représentations :
cela n’aurait pas de sens en botanique , et ceci est donc une caractéristique
de la visualisation non-iconique. Le fait qu’une déconstruction s’appuie sur
de telles opérations est donc particulierement significatif relativement au
rapport qu’entretient le sujet avec la représentation, mais il faut ici encore
distinguer deux nuances (Fig. 1.1, p. 16).



16 CHAPITRE 1. GEOMETRIES

Pour le constructeur, les représentations doivent étre constructibles a 'aide
d’instruments et non pas a main levée, car celui-ci requiert des formes vi-
suelles ayant certaines propriétés géométriques. Par la manipulation des
instruments, il est alors possible de prendre conscience que les propriétés
géométriques ne sont pas des caractéristiques perceptives, mais des con-
traintes de construction. Les tracés qui sont alors introduits sont des tracés
auziliaires, c’est-a-dire des tracés sur lesquels s’appuient la procédure de
construction.

L’inventeur-bricoleur est confronté a des problemes classiques comme dé-
couper un triangle pour obtenir, par reconstruction, un parallélogramme,
ou bien dupliquer un carré. Ces problemes exigent une déconstruction vi-
suelle des formes perceptives vues au départ, ainsi qu’une capacité essentielle
désignée par Duval comme une condition nécessaire a ’analyse heuristique :
“ajouter des tracés supplémentaires a une figure® de départ (c’est-a-dire
celle qui accompagne un énoncé de probleme, ou que l’on peut construire a
partir d’un énoncé de probléme) afin de découvrir sur la figure une procé-
dure de résolution” (Duval, 2005, p. 12). Ces tracés introduits sont des tracés
réorganisateurs, et leur fonction est profondément différente.

DECOMPOSITION d'une figure de départ
en unités fjgprales

- SANS introduction

Par introduction de TRACES (méme lmphClte ou mentale)

SUPPLEMEN/TA;‘I\R\ES de tracés supplémentaires.
AUXILIAIRES  REORGANISATEURS 2
pour constuire une figure pour résoudre un probléeme

Cela dépend des instruments utilisés  Cela est indépendant des
(Ici nous nous limitons aux instruments  instruments utilisés pour construire
producteurs de tracés D1/D2). la figure.

FIGURE 1.1 — Tracés dans la procédure de résolution (Duval, 2005, p. 16)

La perspective éducative qui est la notre nous conduira par la suite a
opérer des classifications différentes, qui ne seront pas basées avant tout sur
des considérations cognitives. En revanche, nous choisissons de conserver ici
la classification proposée par 'auteur, qui nous permettra de mettre en relief
les interactions que nous proposerons pour ces deux modes de résolution.

6. Duval n’opere pas la distinction entre dessin et figure que nous avons adoptée. Il
faut donc considérer ce terme dans son acception courante de “représentation”.
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Ajout de tracés auxiliaires : la déconstruction instrumentale

La déconstruction instrumentale occupe un réle secondaire dans les con-
sidérations de Duval (2005), dans la mesure ot il considere qu’elle reléve es-
sentiellement de ’appréhension de problémes de construction, mais ne joue
pas de role comparable a la déconstruction dimensionnelle des formes (que
nous expliciterons par la suite) dans la résolution de probléemes mathéma-
tiques 7. De notre point de vue en revanche cette notion joue un réle central,
tant dans le traitement des dessins que dans 'appréhension des problémes
de géométrie®. La définition que nous proposons ici empruntera donc aux
distinctions opérée par Duval (2005), ainsi qu’a la notion — proche — d’ap-
préhension séquentielle (Duval, 1994, p. 125).

La déconstruction instrumentale permet de répondre a la question suiv-
ante : “Comment (re)construire le dessin avec un ensemble donné d’instru-
ments ?”. Cette déconstruction est a mettre en regard avec 'approche de
type “constructeur” et I'appréhension séquentielle :

Il y a un ordre de prise en compte des unités figurales qui
entrent dans la construction d’une figure. Cet ordre dépend des
propriétés mathématiques a représenter et des contraintes tech-
niques des instruments utilisés (logiciels, régle et compas. . .)

(Duval, 1994, p. 125, a propos de 'appréhension séquentielle)

[... ] quand une forme visuelle n’est pas directement produite
par un instrument, plusieurs opérations de tracage sont alors
nécessaires pour 'obtenir et il y a un ordre pour ces opérations.
Ne pas en tenir compte rend la construction impossible.

(Duval, 2005, p. 17, a propos de I'approche de type
constructeur)

Selon l'auteur, le traitement cognitif correspondant met en jeu des unités
figurales qui n’appartiennent pas au dessin, et qu’il faut donc lui adjoin-
dre, et produit des rétroactions liées tant aux propriétés mathématiques
qu’aux possibilités techniques. On peut par exemple penser a la “hiérarchie
de dépendance” qu’induisent les logiciels de géométrie dynamique (Jones,
2000).

7. En fait, 'auteur récuse méme la paternité de cette formule, dont il estime qu’il s’agit
plus d’une “maladresse de langage” que d’une réelle volonté de désigner un type de décon-
struction. (communication personnelle) Nous conserverons néanmoins cette terminologie

8. Il apparait en effet que le développement des mathématiques a été grandement
contraint par les possibilités techniques et 1'usage d’outils. On peut penser a ce titre a
la proposition suivante : “ It would be an interesting exercise to rewrite the history of
geometry teaching and learning, or even of mathematics as a history of available tools.”
(Laborde et StraBer, 2010, p.121)
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L’objet étudié est donc con¢u comme le résultat d’un processus de construc-
tion faisant intervenir des instruments spécifiques assurant une régularité*
au tracé, et conditionnant sa production. Les propriétés géométriques sont
ici des contraintes de construction qui assurent le bon déroulement d’un
processus, plus que la cohérence de ’objet lui-méme.

La définition que nous adopterons pour la déconstruction instrumentale
présentera certaine différences, ce pour deux raisons principales.
D’une part, notre définition s’attachera a la dimension procédurale, c’est-a-
dire a la mise en ceuvre de la déconstruction instrumentale elle-méme afin
d’étre en mesure d’en déterminer des observables.
D’autre part, la réflexion de Duval (1994, 2005) est essentiellement centrée
sur le traitement du dessin. Il nous faut en revanche permettre un regard
cohérent sur le travail géométrique dans sa globalité : sur le traitement des
objets matériels bien entendu, mais aussi sur celui des objets géométriques.
Nous seront donc conduits a proposer une définition pertinente tant pour
la déconstruction instrumentale d’un dessin que pour la déconstruction in-
strumentale d’une figure ou d’'un objet géométrique. Nous adopterons donc
la définition suivante :

Définition 2

Nous définirons une déconstruction instrumentale d’un objet comme [’iden-
tification d’un ensemble d’unités figurales indépendantes, les primitives, et
d’une succession d’actions effectuées grice a l'usage d’instruments, permet-
tant de reconstruire soit [’objet lui-méme, soit une représentation graphique
de cet objet.

Un point essentiel, qu’il convient de souligner, est la forte dimension tem-
porelle de cette déconstruction, et de la description du dessin qui en résulte :
il s’agit d’un enchainement, dans un ordre donné, d’actions.

Ainsi, par exemple, un carré peut étre envisagé comme le résultat de la
procédure suivante : tracer une droite, puis deux points, deux perpendicu-
laires, deux cercles, et une droite passant par les deux points d’intersection
(Fig. 1.2). Bien entendu de multiples déconstructions instrumentales sont
envisageables pour le méme objet, et ’équivalence de deux déconstructions
— ou, ce qui revient au méme, du résultat donné par deux protocoles —
peut n’avoir rien de trivial. Par exemple, pour un objet aussi familier que le
carré, il peut n’étre pas évident que la seconde déconstruction soit équiva-
lente (Fig.1.3) : tracer une droite, une droite perpendiculaire, un cercle de
centre le point d’intersection (le premier sommet), le milieu des deux points

9. il s’agit ici d’une régularité graphique : 'objet est percu comme uniformément rec-
tiligne, ou uniformément rond, ce qui en soi permet de le différencier d’un tracé réalisé a
main levée
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d’intersection, le symétrique du premier sommet par rapport a ce milieu.
Etablir une telle équivalence suppose d’autres processus, sur lesquels nous
nous attarderons par la suite.
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FIGURE 1.2 — Une déconstruction instrumentale du carré
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FIGURE 1.3 — Seconde déconstruction instrumentale du carré

Ajout de tracés réorganisateurs : la division méréologique

La division méréologique est la premiere des deux opérations permise par
I’ajout de tels tracés. Il ne s’agit plus ici d’identifier une procédure de cons-
truction permettant de produire un objet existant, mais de faire apparaitre
des indices visuels permettant de résoudre des problemes de nature pro-
fondément différente :

Le probleme du partage d’un triangle en un seul coup de
ciseau de maniere a assembler les deux morceaux en un par-
allélogramme en est ’exemple typique. Il s’agit de transformer
un triangle en un parallélogramme par l'ajout d’un tracé sup-
plémentaire. 11 s’agit donc 1a de la déconstruction d’une forme
visuelle de base pour obtenir une autre forme visuelle de base.
Et le choix de ce tracé supplémentaire va dépendre de la maniere
dont les deux parties du triangle obtenues par ce tracé vont per-
mettre de les réassembler sous la forme d’un parallélogramme. 11
s’agit évidement d’une déconstruction qui est sans rapport avec
la déconstruction impliquée dans la construction des figures. Car
le choix de ce tracé est indépendant de la maniére dont le tri-
angle peut étre construit et il n’y a rien de commun entre ce
tracé supplémentaire a trouver et les tracés auxiliaires. Nous ap-
pellerons “tracés réorganisateurs” tous les tracés permettant de



20 CHAPITRE 1. GEOMETRIES

réorganiser une figure donnée en vue d’y faire apparaitre des
formes non reconnaissables dans cette figure donnée. L’utilisa-
tion heuristique d’une figure dépend évidemment de la capacité
a “ voir” les tracés réorganisateurs possibles.

(Duval, 2005, p. 18)

La division méréologique consiste alors a faire apparaitre certaines car-
actéristiques d’un objet observé par division en unités figurales de méme
dimension que cet objet, puis recomposition. Elle permet de mettre en rela-
tion des objets visuellement tres différents afin de dégager des procédures de
résolution, comme par exemple pour certaines démonstrations du théoréme
de Pythagore (Fig.1.4, p.21).

Si cette opération perd la dimension “constructive” et temporelle de la
déconstruction instrumentale, il faut souligner qu’elle peut parfaitement s’-
effectuer sans l'apport d’un discours mathématique, et ne consister qu’en
une premiere exploration visuelle du dessin. En outre, elle correspond a une
opération matérielle — par découpage et collage — exercée sur ce dessin.
Cela offre ainsi un guide pour la résolution de problémes, mais bien qu’elle
puisse permettre d’identifier des propriétés qui n’était pas apparentes ini-

tialement ', cette division méréologique n’est pas centrée sur les relations
liant les unités figurales constituant 1’objet étudié — ou la figure, le cas
échéant.

En ce sens, elle se distingue fortement, de notre point de vue, des deux
déconstructions, instrumentale que nous avons présentée auparavant, et di-
mensionnelle que nous détaillerons par la suite. Pour cette raison, nous lui
accorderons une importance moindre dans notre étude, sans toutefois I’omet-
tre totalement '!.

Ajout de tracés réorganisateurs : la déconstruction dimensionnelle

Duval (2005) considere & la fois que la déconstruction dimensionnelle des
formes est la maniére de voir requise en géométrie et qu’elle correspond au
fonctionnement profond de la visualisation en géométrie. Elle a ceci de spé-
cifique qu’elle est intrinsequement liée a une activité discursive et qu’elle ne
peut donc s’opérer sans changement de systeme de représentation.

La déconstruction dimensionnelle consiste a considérer 1'objet étudié
comme un assemblage d’unités figurales de dimensions inférieures et non
nécessairement toutes égales. La cohérence de cet assemblage est assuré par

10. La Gestalttheorie montre que la reconnaissance de propriétés s’effectue contre
d’autres propriétés, I’ensemble étant fortement lié & ’organisation visuelle des tracés.

11. On pourra par exemple remarquer que la subdivision du probléme portant sur la
reconstruction de prisme (Fig. 2.7, p. 65) correspond & une division méréologique du dernier
probléme, dont nous assumons la charge a la place de I’éleve.
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FIGURE 1.4 — Démonstration du théoreme de Pythagore par division
méréologique et reconfiguration

des relations entre les unités figurales. Le géometre envisagera ces “relations”
comme étant la manifestation de propriétés géométriques, mais bien qu'un
tel vocable puisse étre trompeur. En effet, la déconstruction dimensionnelle
stricto sensu s’effectue avant tout sur le dessin, et rien ne permet de supposer
a priori qu’elle renvoie a un travail portant sur les objets géométriques.
Par exemple dans un logiciel de géométrie dynamique, I'interprétation de
“deux points bougent en méme temps” peut mettre en relation ces deux
points par des propriétés qui doivent plus a la mécanique qu’aux propriétés
géométriques. Nous utiliserons donc relations pour éviter toute confusion,
en gardant a l'esprit que cela inclut les propriétés géométriques.

L’auteur n’intégre pas explicitement les relations entre unités figurales
dans la déconstruction dimensionnelle, mais nous attribuons ceci au fait
que son propos est centré sur les modes d’examen visuel de représentations
planes de polygones, c’est-a-dire sur un point de vue essentiellement cognitif
quand le noétre est essentiellement mathématique. Néanmoins, il semble que
celles-ci soient indissociables d’une décomposition des polygones en réseaux
de droites, et qu’elles soient malgré tout intégrées en filigrane a la décon-
struction dimensionnelle elle-méme, comme en témoignent ces deux extraits :

La maniere mathématique de voir les figures consiste a dé-
composer n’importe quelle forme discriminée, c’est-a-dire recon-
nue comme une forme nD/2D, en unités figurales d’un nom-



22 CHAPITRE 1. GEOMETRIES

bre de dimensions inférieur a celui de cette forme.
Ainsi la figure d’un cube ou d’une pyramide (3D/2D) est décom-
posée en une configuration de carrés, de triangles, etc. (unités
figurales 2D/2D). Et les polygones sont a leur tour décomposés
en segments de droites (unités figurales 1D/2D).

(ibid., p.20)

Soulignons ici I'usage du mot “configuration” qui suggere une organisation
des unités figurales, plutdt qu’un terme tel que “ensemble” qui n’en porterait
pas. Nous pouvons en outre penser & 1'usage fait en didactique des mathé-
matiques de ce mot, qui désigne lui aussi un assemblage d’objet selon des
modalités précises '°.

Avec la déconstruction dimensionnelle la figure ' n’est plus
qu’une configuration particuliere et transitoire parce que con-
textuellement détachée d’'un réseau ou d’une organisation plus
complexe, le détachement d’une figure particuliere étant com-
mandé par ’énoncé du probleme. Autrement dit toute figure, en
géométrie plane, est une configuration transformable en d’autres,
chacune se détachant d’'une méme trame, au gré des propriétés

ou des objets que 'on nomme.

De fait, dans ce propos, la déconstruction dimensionnelle consiste en un tra-
vail sur le dessin. Pour qu’une configuration soit “transformable en d’autres”,
il faut éventuellement changer les unités figurales observées, mais aussi leur
organisation, ce qui achéve de nous inciter a inclure les relations entre unités
figurales — en 'occurrence des propriétés géométriques — dans notre défi-
nition de la déconstruction dimensionnelle.

Dans notre propos, nous adopterons une définition légerement différente,
qui nous autorisera a parler de la déconstruction dimensionnelle d’un dessin,
mais aussi d’'une figure — selon 'acception que nous avons adoptée.

Définition 3

Nous définirons par la suite la déconstruction dimensionnelle d’un objet
comme un couple ({unités figurales},{relations}).

Effectuer cette opération sur un dessin, c’est ainsi rattacher un dessin a

12. Cette notion de configuration est utilisée pour désigner le couple (dessin, propriété)
ou le dessin est une illustration de cette propriété. Ainsi, on parle de configuration
de Thalés [... ] A. Robert (1995) présente la notion de configuration comme un syn-
onyme de figure lorsque celle-ci est d’usage fréquent. Parmi ces configurations, certaines
sont désignées par "configurations de bases|... | : “De plus, certaines configurations trés
fréquentes et ayant des propriétés remarquables sont quelquefois appelées ‘configurations
de base’ pour souligner limportance de les reconnaitre dans des figures plus compliquées,
les propriétés devant leur étre éautomatiquement’ associées” (Chaachoua, 1997, p.37)

13. Rappelons que Duval n’opére pas dans son propos la distinction entre dessin et
figure, et qu’il faut ici lire “dessin”.
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un couple ({unités figurales},{relations}) dont il peut étre un représentant.
Leffectuer sur une figure, c’est déterminer un tel couple permettant une
description de la figure elle-méme.

Cela introduit un renversement de point de vue sur la déconstruction di-
mensionnelle, selon qu’elle concerne le dessin ou la figure. Dans le premier
cas, il s’agit de décrire le dessin par un couple permettant de renvoyer a une
figure qu’il décrirait potentiellement. Dans le second, il s’agit de déterminer
un couple cohérent avec la figure — c’est-a-dire qu’il permet de décrire ex-
haustivement ses propriétés —, permettant a son tour éventuellement de la
relier a une représentation.

Ainsi, la déconstruction dimensionnelle d’une représentation de carré peut
étre un couple ({segments},{identités de longueur, orthogonalité}) si elle est
vue comme un carré, ou un couple ({segments},{identités de longueur}) si
elle est vue comme un losange. La déconstruction dimensionnelle de la fig-
ure “carré” peut étre le méme couple ({segments},{identités de longueur, or-
thogonalité}), mais aussi ({2 segments, centre, point },{identités de longueur,
orthogonalité, symétrie}) (sur le modele de la figure 1.3) sil est établi que
les deux déconstructions dimensionnelles décrivent la méme figure.

La description de cette opération comme d’un processus “essentiellement
discursif” prend ici toute son ampleur. En effet, il s’agit d’une part de pro-
duire un discours offrant un lien entre le dessin et la figure. Mais d’autre
part, le travail sur les produits de déconstructions dimensionnelles, qui est
nécessaire pour que celles-ci soient productives, est opéré par un discours
adapté, qui s’effectue dans une géométrie de type au moins GII.

Définition 4

Nous qualifierons de congruentes deuxr déconstructions dimensionnelles
dont l'une peut étre transformée en lautre par des régles hypothético-déductives
exercées a lintérieur d’une méme axiomatique. En d’autres termes, il s’agit
de déconstructions renvoyant da la méme figure.

Le hiatus dimensionnel

Duval (2005, 1994) montre le hiatus qui oppose le mode “naturel” d’ap-
préhension des dessins et la déconstruction dimensionnelle, qui est la maniére
de voir requise en géométrie. Il apparait que, en géométrie plane, I’examen
visuel s’attache en premier lieu aux unités figurales de dimension la plus
grande — c’est-a-dire généralement 2D /2D :

On remarque tout de suite le caractere hétérogene des unités
figurales : elles ne présentent pas toutes le méme nombre de
dimension. [... ] Cette hétérogénéité n’entraine cependant au-
cune ambiguité pour 'appréhension perceptive des unités figu-
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rales. Il y a en effet une prédominance des unités de dimension
2 sur les unités de dimension inférieure, prédominance que la loi
gestaltiste de cloture (ou de continuité) explique ainsi : lorsqu’un
stimulus posséde un contour simple et fermé, il se détache comme
formant un tout.

(Duval, 1995, pp. 177 - 178)

L’acces a l'objet géométrique nécessite d’opérer une déconstruction dimen-
sionnelle pour envisager l'objet représenté comme un assemblage d’unités
figurales. En revanche, en régle générale 'approche privilégiée par I’enseigne-
ment s’intéresse d’abord aux unités figurales de dimension inférieure envis-
agées initialement comme constituants de I'objet représenté. (Voir Fig. 1.5)
Cette prise en charge de la déconstruction dimensionnelle est, selon I'au-
teur, contre productive car elle ne permet pas d’établir un lien entre le
fonctionnement “normal” de la visualisation et le fonctionnement requis en
géométrie :
Cela va donc en sens contraire du travail long et nécessaire

de déconstruction dimensionnelle pour entrer dans la compréhen-

sion des connaissances géométriques. Privilégier cet ordre revient

a faire comme si la déconstruction dimensionnelle était évidente,

alors qu’elle est contraire au fonctionnement normal et intuitif

de la visualisation.

(Duval, 2005, p.47)

L’auteur parle pour désigner ce hiatus d’une “contradiction cognitivement
paralysante”, a laquelle il faudra de fait préter attention pour la suite de
notre étude.

1.1.3 Des réponses de ’enseignement : trois grandes orien-
tations

Ce probleme du rapport au dessin n’a rien de neuf et a suscité un grand
nombre d’interrogations. Un examen rapide des réponses proposées nous
permet d’identifier trois grandes orientations, qui ne s’excluent pas mutuelle-
ment :

— limiter le réle des représentations dans l'activité géométrique;

— changer le statut des représentations;

— changer le type de représentations utilisées.

Affaiblir le role des représentations

Une premiere réponse consiste a affaiblir le role du dessin dans lactivité
géométrique. Un exemple illustrant ce propos est la réforme des “mathé-
matiques modernes” qui a cherché a supprimer toute référence au dessin et
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NOMBRE DE VISUALISATION DISCOURS «FORMEL»
DIMENSIONS D’EXPOSITION
3D/2D Un polyédre
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D’ou la possibilité de les comparer et
la notion de MIREU
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es Points qui ptut étre d’intersection
de droites , ou sommets d 'un polygone
Et qui ne sont pas ceux arbitraires que
I’on marque sur une droite ou sur un
plan et qui apparaissent indépendants

0D/2D

i

<

FIGURE 1.5 — Hiatus dimensionnel (Duval, 2005, p.47)

instituer une géométrie formelle et axiomatisée des la classe de 4°.
Cependant, cela est particulierement délicat, dans la mesure ou le change-
ment de point de vue est brutal : la géométrie peine a se passer de dessins,
sauf a se centrer sur la démonstration en tant qu’exercice formel. On voit
d’ailleurs qu’a la suite de cette réforme, I'institution a demandé rapidement
un retour des représentations.

Changer le statut des représentations

Une seconde option consiste a produire des situations dans lesquelles le
statut du dessin est modifié. Par exemple, dans les travaux de Jones (2000),
la sixieéme téache (ibid, p.67) consiste a une classification de polygones en
“familles”. La résolution finale ne peut s’opérer que sous une forme langag-
iére, ce qui décentre le point de vue. On peut aussi prendre en considéra-
tion l'utilisation de débats dans les enseignements de géométrie. Ce type de
proposition présente un grand nombre d’avantages. Il motive 'articulation
d’une représentation graphique et d’une représentation langagiere, ce qui
permet de faire émerger des problématiques portant sur des aspects con-
ceptuels.
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Changer le type de représentation

La troisieme orientation que nous pouvons mentionner consister & influer
sur la nature des représentations et des artefacts '* employés dans I’enseigne-
ment de la géométrie. C’est par exemple le cas des travaux menés sur 'usage
des figures fausses (Coppe et al., 2005; Gobert, 2007) : modifier la nature des
représentations proposées affecte leur statut dans l'activité mathématique
méme des éleves. Berthelot et Salin (1992) proposent pour leur part de s’ap-
puyer conjointement sur le micro-espace et le macro-espace pour traiter “le
méme” probléme (par exemple les problémes “rectangles” et “bancs”). Un
autre exemple nous est fourni par la variété des représentations utilisées en
géométrie dans I’espace — représentations planes, solides, maquettes, Poly-
drons, patrons, etc. —, qui peut s’interpréter d’une maniere similaire.

La nature des artefacts peut elle-aussi étre sujette a des variations, et
si ’apparence graphique des représentations n’en est pas nécessairement af-
fecté, leur traitement peut étre bouleversé. Il peut s’agir du traitement du
point de vue de la production, c’est-a-dire des processus instrumentaux mis
en ceuvre, dont on sait que leur nature porte a conséquences comme l’a
montré la théorie instrumentale (Rabardel, 1995). Il peut aussi s’agir du
traitement du point de vue de 'organisation des signes visuels en registres
sémiotiques (Duval, 1995) : que donnent-ils a voir ? que peuvent-ils pren-
dre en charge? quelles opérations permettent-ils 7 etc. On peut penser aux
différences entre des constructions faites & ’aide d’une régle graduée, une
regle ou le report de mesure est possible, ou une regle muette. Enfin, les
travaux réalisés a I'université de Modene sur 1'utilisation de machines math-
ématiques soulignent les potentialités offertes par I’étude du fonctionnement
d’artefacts construits selon des contraintes géométriques '°.

C’est dans ce contexte qu’il faut considérer la géométrie dynamique a
permis d’envisager les représentations et le travail sur celles-ci d’'une maniere
profondément différente. Concernant des représentations, le déplacement
permet de séparer les propriétés conjoncturelles — par exemple, un tri-
angle qui aurait 'air rectangle, sans que ce soit pertinent — des propriétés
constitutives. Ces dernieres apparaissent comme des invariants du déplace-
ment, ce qui conduit certains auteurs a parler de réification des propriétés
géométriques.

En outre, les outils de construction embarquent des connaissances mathé-
matiques, et traduisent des relations théoriques. Leur usage ou leur étude
n’est pas neutre en ce sens.

14. Au sens de Rabardel (1995)
15. http://www.math.ens.fr/culturemath/materiaux/maschietto/maschietto.htm
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1.1.4 Affaiblissement du dessin et déconstruction dimension-
nelle.

Outre la nature d’un décalage existant entre 'approche d’éleves et celle
de l'institution, que nous avons caractérisée a ’aide des paradigmes géométriques,
nous sommes en mesure de nous interroger sur ses causes potentielles. Il sem-
ble que 'origine de ce malentendu soit une difficulté fondamentale pour les
éleves a dépasser la visualisation iconique et a entrevoir la déconstruction
dimensionnelle, ne serait-ce que comme outil de résolution. Méme si 'activ-
ité discursive attendue peut exister — parce que rares sont les éléves de fin
de lycée incapables de produire une “démonstration”, ou du moins un texte
qui en adopte les codes —, elle ne répond pas nécessairement aux mémes
problémes que le travail sur le dessin.

Qui plus est, la déconstruction dimensionnelle apparait comme une con-
dition nécessaire au travail en géométrie. Son aspect discursif permet de
donner sens & une géométrie axiomatisée, et de travailler sur la figure en
articulant I'objet géométrique avec ses représentants.

Retour sur ’affaiblissement du dessin

L’affaiblissement du dessin, que proposent de nombreux travaux de di-
dactique, peut s’interpréter en ce sens. La visualisation iconique faisant ob-
stacle au passage vers le travail géométrique attendu par 'institution, em-
pécher son fonctionnement constitue a priori une perspective prometteuse.
C’est dans ce sens que nous pouvons par exemple penser a I'apparition de
dessins faur dans les manuels scolaires, méme si Gobert (2007) et Coppe
et al. (2005) ont montré qu’ils n’étaient pas sans poser de difficultés, elles
aussi liées au statut du dessin.

Cependant, nous avons pu observer que le passage vers la géométrie dé-
ductive ne peut se limiter & la seule impossibilité d’utiliser les dessins, auquel
cas il pourrait s’agir de “déterminer ce qu’on pourrait lire sur un dessin qui
aurait été correctement réalisé”. Comme le signale Parzysz (2006), il ne peut
se restreindre au seul abandon de GI.

La déconstruction dimensionnelle, d'une part, “correspond au fonctionnement
profond de la visualisation en géométrie” (Duval, 2005, p.24), et d’autre

part, elle semble fournir le matériau nécessaire a 1’exercice de la géométrie dé-

ductive, comme nous ’avons signalé précédemment(1.1.2, p. 23). Nous nous

accordons donc avec 'auteur pour considérer que son émergence doit étre

prise en charge, de maniere assumée, par ’enseignement.



28 CHAPITRE 1. GEOMETRIES

Délimitation de notre étude

Ce point de vue nous conduit a circonscrire les enjeux de notre étude a
la lumiere des outils théoriques que nous avons exposés.

La problématique de la démonstration, ou du moins de la preuve en
mathématiques, a été un point d’entrée pour notre réflexion. Pour autant,
nous ne ’avons pas considérée pour elle-méme, en tant qu’objet d’étude, ni
comme la visée de nos interrogations théoriques. Il apparait en effet que le
travail de la démonstration conjugue deux difficultés majeures.

La premiere est le probleme de I’émergence d’'une preuve comme moyen de
convaincre, d’expliciter, d’interagir avec un environnement social, et s’in-
téresse ainsi a sa valeur épistémique envisagée comme motivation épisté-
mologique dune intellectualisation et d’'une formalisation de la preuve.

La seconde difficulté, moins directe et immédiate, est relative aux objets
qui sont enjeux de la preuve. La problématique de la preuve intervient alors
apres I’élaboration d’un contexte a 'intérieur duquel elle serait, sinon néces-
saire, tout du moins utile. Ce point de vue ne s’intéresse donc pas tant
a la démonstration qu’a des transformations de la géométrie aux yeux de
I’éleve : passage dessin-figure, signification des propriétés géométriques, rap-
ports entre les différentes entités géométriques... C’est cette difficulté qui
nous animera ici.

Nous chercherons a étudier des conditions permettant a une géométrie de
type GII d’occuper une place prépondérante dans I’activité géométrique de
I’éleve, c’est-a-dire a la fois dans 'interprétation des probléemes de géométrie,
dans leur résolution et leur validation. L’intérét que nous porterons a la dé-
construction dimensionnelle sera justifiée par I’hypothese de recherche suiv-
ante :

Hypothése de recherche 1
L’émergence, chez l’éléve, de la déconstruction dimensionnelle est a méme
de susciter un ancrage de son activité dans une géométrie de type GII.

Cette hypothese découle de nos considérations précédentes, ou la décon-
struction dimensionnelle apparait a la fois comme une condition nécessaire
pour qu’une axiomatisation de la géométrie puisse prendre sens — elle offre
en somme un support & GII — et une condition favorable & son émergence,
dans la mesure ou GII offre des outils cohérents avec le caractere discursif
de la déconstruction dimensionnelle.

Nous chercherons donc dans cette étude a caractériser un milieu
favorisant I’émergence de la déconstruction dimensionnelle dans
Pactivité géométrique de 1’éléve. Il nous faudra en outre proposer des
situations d’enseignements nous permettant & la fois de proposer une mise
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en ceuvre de nos hypotheses portant sur le milieu et de les mettre a 1’épreuve.

Une seconde hypothése de recherche

L’hypothese de recherche que nous formulerons ici sera la conséquence
directe de nos considérations précédentes.
Il est apparu que la force des informations visuelles engendre un frein im-
portant au passage vers une géométrie prenant en compte la figure et ne
s’appuyant pas exclusivement sur les informations lues sur le dessin. En ef-
fet ces informations permettent a la visualisation iconique d’étre opératoire,
et en ce sens elles la confortent. Cette visualisation iconique constitue une
difficulté essentielle puisqu’elle bloque 'activité géométrique dans un mode
ou la lecture sur le dessin constitue le mode privilégié de résolution plutot
qu’un support a ’étude heuristique.
Ainsi, il apparait fondamental de déstabiliser ce recours a la visualisation
iconique, et par une sorte de contraposée du raisonnement précédent, ex-
ercer des contraintes fortes sur les informations visuelles utilisables par les
éleves semble un préalable incontournable.

Cependant, nous avons mentionné que ce simple fait peut n’étre pas suff-
isant, et on pensera par exemple a I'incapacité de certains éleves a traiter
les probléemes de géométrie dans I’espace — nous reviendrons sur ce point
— pour la raison qu’ils ne voient plus! Nous devons deés lors chercher a car-
actériser les contraintes que nous souhaitons exercer : dans quelle mesure
faut-il déstabiliser ’évidence visuelle 7 Jusqu’a quel point 7 Que faut-il pro-
poser pour compenser cette perte d’information tout en conduisant les éleves
a se détacher des dessins 7 Nous résumerons ces considérations de la maniere
suivante.

Hypothése de travail 1

Limiter, pour l’éléve, les possibilités de lecture des informations sur le dessin
déstabilise fortement le recours d la vision iconique et peut conduire, sous
de bonnes conditions, d ne plus privilégier ce type de visualisation pour la
résolution de problemes de géométrie.

Notre étude devra donc s’intéresser d’une part au moyen de remettre
en question le role de la visualisation iconique et d’autre part a ces bonnes
conditions assurant que ceci soit productif. La difficulté bien connue relative
a la géométrie dans ’espace nous conduit a formuler une seconde hypothese
de recherche, portant sur les moyens :

Hypothése de recherche 2

La géométrie dans ’espace, du fait des difficultés qu’engendrent les représen-
tations, contraint fortement [’évidence visuelle. Sous certaines conditions,
cela peut conduire d une déstabilisation de la visualisation iconique.
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1.2 Géométrie dans ’espace

L’hypothese de recherche que nous avons formulée s’appuie sur un prob-

léme récurrent pour offrir une orientation générale de notre étude : “La
visualisation iconique suscite un blocage car I’évidence visuelle lui confére
une grande efficacité 2 Supprimons l’évidence visuelle avec la géométrie dans
lespace!”
Pourtant cette hypothese est loin d’étre réellement opératoire, car elle ne
fait que mentionner “certaines conditions” qui doivent étre impérativement
précisées. Si les problemes de visualisation de la géométrie tridimensionnelle
constituaient une condition suffisante, on peut imaginer que ce domaine
serait plus répandu dans ’enseignement. Les difficultés particulieres qui sem-
blent I’accompagner nous conduisent ainsi a chercher s’il existe réellement
de “bonnes conditions” pour que I’étude de la géométrie dans I'espace soit
productive.

Pour ce faire, dans un premier temps, il nous faut interroger la notion
méme de “voir dans I'espace”. Nous montrerons que deux acceptions coexis-
tent, mais que celles-ci sont souvent assimilées I'une a I'autre : I'une dont la
portée serait essentiellement cognitive, 'autre tournée vers l’enseignement
de la géométrie.

Nos objectifs nous conduiront a privilégier ce second point de vue et a I'in-
terroger a l'aune des fonctions du dessin mises en évidence par Chaachoua
(1997). Nous montrerons de fait que les fonctions des différents types de
représentations utilisées sont généralement limitées, notamment en ce qui
concerne la perspective cavaliére qui constitue le type de représentation le
plus courant.

Il apparaitra en fait que la lecture de ces derniéres représentations se rap-
proche de la déconstruction dimensionnelle, ce qui constitue une impasse
pour notre étude. Cela nous conduira a étudier la géométrie dynamique
tridimensionnelle ainsi que ses potentialités relativement a notre étude.

1.2.1 Qu’est-ce que « voir dans l’espace » ?

La géométrie dans l’espace constitue 'un des sujets particulierement
délicat de ’enseignement des mathématiques, tant la difficulté a “voir dans
I’espace” pose probleme : aux éléves, qui ne peuvent plus utiliser le dessin
pour appuyer leur raisonnement, et pour les enseignants qui perdent la fonc-
tion illustrative du dessin. Quel que soit le point de vue, c’est une question
de wvisualisation qui se pose.

Cependant, I'apparente unité de cette difficulté cache en réalité deux ap-
proches radicalement différentes de cette question, conditionnées par les
visées sous-tendues. La premiére de ces approches est une visée que nous
qualifierons de “cognitive”, qui envisage le probleme de la vision dans I’es-
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pace comme générique et affectant toute 'activité du sujet. Nous qualifierons
la seconde de “géométrique”, dans la mesure ou il s’agit avant tout de fa-
ciliter le traitement de problemes de géométrie dans ’espace.

Une visée cognitive

Si les programmes de 2001 désignent comme un objectif central le fait
de développer la vision dans l’espace, il faut pourtant souligner la nuance
que semble révéler une omission : 'objectif énoncé n’est pas explicitement
de “développer la capacité a traiter des problemes de géométrie de ’espace”.
S’intéresser a la géométrie dans ’espace pour son intérét cognitif conduit a
I’envisager comme contribution a 1’élaboration de bonnes images mentales,
c’est-a-dire d’une bonne représentation de I’espace matériel ambiant.

C’est ainsi le développement des connaissances spatiales qui est envisagé
par le NCTM, et 'apprentissage de I’espace en trois dimensions peut viser
le développement d’images mentales utiles dans d’autres domaines — Marc-
hand (2006), par exemple, évoque le cas du patinage artistique —, ce dont
le point de vue suivant rend bien compte :

La géométrie, qui a souvent été cantonnée a 1’enseignement
du raisonnement logique et de la méthode hypothético-déductive,
retrouve ainsi son attrait visuel et 'un de ses roles fondamentaux,
I'organisation et la structuration de I'espace.

(Ballieu et Guissard, 2004, p. 3)

Il est frappant de constater que cette approche de la géométrie dans I’espace
tend a s’inscrire dans un paradigme géométrique de type GI, alors méme
qu’il s’agit des recommandations de l'institution :

En géométrie dans l'espace, on travaille, comme les années
antérieures, sur des solides et on exploite les images mentales des
situations de parallélisme et d’orthogonalité extraites du paral-
1élépipede rectangle, images qui se construisent depuis la classe
de sixieme.

Programme de 3¢, p. 95

On peut observer des traces de cette premieére approche dans un certain
nombre de travaux de didactique s’intéressant a la géométrie dans ’espace.
Du point de vue frangais, on peut notamment citer les travaux de Bako
(2003), qui étudie la capacité des éleéves a opérer des rotations mentales sur
des objets, et comment cette capacité peut faire 'objet d’un travail avec les
éléves.

D’un point de vue plus large, il faut mentionner I’étude de ce que les anglo-
saxons dénomment spatial abilities et qui désignent notamment la capacité
a traiter les informations dans ’espace tridimensionnel.
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Une visée géométrique

La visée géométrique, en revanche, centre son attention sur les con-
séquences de cet apprentissage dans le strict cadre de la géométrie : “raison-
nement logique et méthode hypothético-déductive”, mais aussi role des dessins
et autres représentations — par exemple, Chaachoua (1997) —, difficultés
spécifiques a la géométrie dans I’espace — Rommevaux (1998) —, etc.
Dans ce contexte, le point de vue cognitif a une portée toute différente, et
on peut considérer que lorsque Duval (2005) signale des “situations ot la
visualisation peut étre prise en défaut [... | ou s’avére insuffisante”, Paccep-
tion sous-jacente de “visualisation” renvoie plus fortement a des capacités
liées a la géométrie qu’a une bonne représentation mentale de ’espace. 11
s’agit en fait de la capacité a utiliser les représentations pour résoudre des
problémes de géométrie, et les processus engagés sont tres différents de ceux
permettant de se représenter 1’espace : isoler des sous-figures pertinentes,
ajouter des tracés, opérer des déconstructions, etc. La portée de ce discours
est alors centrée sur le “raisonnement en géométrie” :

Il y a en effet des raisonnements qui suivent la visualisation, il y
a ceux qui viennent compenser le défaut de visualisation, comme
par exemple il s’agit de problemes de géométrie dans I'espace et
non plus de problemes de géométrie plane, et il y a ceux qui au
contraire s’affranchissent de toute visualisation.

(ibid,p. 40)

Au niveau de I'articulation entre visualisation et raisonnement, la
visualisation consiste non pas dans une figure mais une séquence
d’au moins trois figures.

(ibid, p. 42)

Ecarter 'entrée de la compréhension du fonctionnement des raison-
nements valides, indépendamment de toute visualisation ou de
toute argumentation, c’est finalement fermer tout acces a des
démarches de preuve dans les situations ou la visualisation peut
étre prise en défaut (ce qui arrive vite en géométrie plane), ou
s’avere insuffisante comme pour la géométrie dans I'espace.

(ibid, p44-45)

La problématique de la visualisation et de l'utilisation des représentations
n’est alors plus une problématique proprement cognitive, mais doit s’ap-
puyer sur une étude approfondie des représentations, du point de vue de la
résolution de problemes de géométrie.
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Positionnement de notre étude

La nature de notre questionnement nous conduit a ne retenir de cette
alternative que le point de vue “géométrique”, dans la mesure ot nous envis-
ageons une portée a ce travail qui ne soit pas restreinte a la géométrie dans
I’espace. Afin d’envisager quelles pourraient étre ses potentialités en termes
d’émergence de la déconstruction dimensionnelle dans I'activité géométrique
des éleves, il apparalt essentiel de nous intéresser a ’étude des particularités
des représentations en géométrie tridimensionnelle et les implications dans
une perspective d’apprentissage de la géométrie.

Pour ce faire, nous proposons d’envisager la capacité a “voir dans l’es-
pace” a la lumiére des fonctions du dessin dans un probleme de géométrie
(Chaachoua, 1997, pp. 32-41). Nous considérerons que les problémes de visu-
alisation, dans le cas de la géométrie dans ’espace, dépendent profondément
de la capacité des représentations disponibles a remplir ces fonctions, que
nous nous proposons maintenant de détailler.

“Voir” en géométrie : les fonctions du dessin

Nous souhaitons ainsi envisager les problemes de vision dans I’espace rel-
ativement A la résolution de problémes de géométrie. A ce titre, les travaux
de Chaachoua (1997) permettent de détailler les fonctions que remplit le
dessin dans les probléemes de géométrie, du point de vue de son énonciation,
de sa résolution, et de ’explicitation d’une solution. Ces fonctions sont mul-
tiples, et il apparaitra qu’elles ne sont pas nécessairement dépendantes.

En premier lieu, et c’est la définition que nous avons adoptée ici, le
dessin désigne un représentant matériel d’'un objet géométrique. Cependant,
comme le note 'auteur, si cette distinction est éclairante pour une étude
du seul point de vue de la géométrie, elle ne suffit pas a rendre compte
de la multiplicité des significations attachées au dessin dans un contexte
d’enseignement ou il peut ne pas étre question de l'objet géométrique —
par exemple dans le cas de la visualisation iconique. Réduire le dessin a son
seul statut de représentant d’'un objet géométrique est alors insuffisant, et
dans la distinction entre dessin et figure, 'auteur est conduit a apporter des
précisions relatives a la nature méme du dessin :

Dans cette distinction '%, les auteurs n’évoquent pas le monde
sensible. Nous supposons que c’est :
— soit parce qu’ils considérent la géométrie comme un mod-
eéle : “un dessin renvoie aux objets théoriques”
— soit parce que leur étude se limite au cas de la géométrie
plane : le dessin lui méme peut étre considéré comme “ob-

16. Entre dessin et figure (c’est nous qui précisons)
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jet physique”.

Dans I’enseignement de la géométrie et surtout de la géométrie
dans ’espace, les taches portent sur trois types d’objets :
— Objet géométrique : c’est un objet de la géométrie en tant
qu’'une théorie mathématique,
— Objet physique : nous I'utilisons comme synonyme de 1’ob-
jet matériel dans le monde sensible,
— Dessin : représentation sur un support matériel.

(Chaachoua, 1997, p. 10)

De fait, il faut distinguer trois statuts au dessin. Le dessin peut étre le
sujet d’étude, et envisagé comme objet physique lui-méme — notamment
en géométrie plane. A Dlinverse, il peut ne pas étre objet d’étude, auquel
cas il est modele — au sens de Laborde et Capponi (1994) — de celui-ci. Il
est alors, soit modeéle de I'objet physique, soit modele de ’objet géométrique.

Le dessin est alors susceptible de remplir plusieurs fonctions (ibid, pp. 23
- 32).
En ce qui concerne ’énoncé, sa fonction principale est l'illustration, mais il
a aussi pour role de prendre en charge des hypotheses, et offre un moyen de
rendre visible une figure ou une sous-figure pertinente pour la résolution.
Les roles du dessin sont multiples dans la résolution, et celui-ci peut notam-
ment permettre d’exhiber des contre-exemples, d’explorer une situation, de
former des conjectures, de dégager des configurations remarquables. .. L’au-
teur consideére ces aspects comme relevant d’une méme fonction d’expéri-
mentation, fortement liée avec la phase heuristique.
Enfin, le dessin intervient dans la solution méme, soit en illustrant les étapes
d’une résolution, soit en constituant une réponse a part entiere au probleme
posé — notamment dans le cas des problemes de construction.

Finalement, ce sont trois fonctions principales du dessin qu’il faut retenir,
indépendamment de la phase de l'activité dans laquelle il intervient :
— une fonction d’illustration, qui intervient pour illustrer un énoncé,
un probleme, des étapes de raisonnement, ou une réponse au probleme ;
— une fonction de prise en charge d’hypothéses, qui traduit la
capacité du dessin a laisser apparaitre des informations éventuellement
absente relatives a 1'objet géométrique ;
— une fonction d’expérimentation, qui dépend de la fonction d’illus-
tration mais aussi du domaine de fonctionnement et d’interprétation
du dessin (ibid, p.43).
La fonction d’expérimentation peut revétir diverses formes, et permettre
aussi bien d’explorer la situation que d’aboutir a la production d’un contre-
exemple, et varie en fonction du statut du dessin. Ainsi, quand Parzysz
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(2006) mentionne des “aller-retours entre G1 et G217 (voir 1.1.2, p. 12), la
fonction d’expérimentation explicite cette part du travail s’inscrivant dans
GI.

Comme le souligne Chaachoua, il s’agit d’un travail de nature essentielle-
ment expérimentale conjuguant la recherche de conjectures et 1’évaluation
de leur pertinence. Cela suppose de rechercher et lire les informations que
proposent les dessins, c’est-a-dire d’effectuer des opérations — en actes ou
en pensée — sur celui-ci, ce qui nous renvoie aux considérations énoncées
par Duval (1994, 2005). Cela suppose dans un second temps d’interpréter
les informations pergues pour articuler le vu et le su (Parzysz, 1988).

En définitive, la fonction d’expérimentation dépend donc d’une capacité —
elle-méme tributaire des conditions matérielles et d’un apprentissage — a
lire des informations sur le dessin, et de 'interprétation de ces informations
qui releve essentiellement du statut du dessin aux yeux de I’éléve.

Ainsi, nous considérerons que “voir” en géométrie consiste & pouvoir at-

tribuer a des représentations ces trois fonctions que nous avons détaillées. La
prise en considération des différents types de visualisations nous permettra
en outre de rechercher la possibilité — et les conditions — d’existence de
ces fonctions dans les diverses représentations d’objets tridimensionnels.
En raison de leur prédominance dans I’enseignement, notre propos sera es-
sentiellement centré sur les représentations en perspective cavaliere, méme si
nous tacherons de mentionner les potentialités d’autres modalités de représen-
tation. En revanche, nous omettrons dans un premier temps la géométrie
dynamique qui fera ’objet d’une étude ultérieure.

1.2.2 Fonctions des représentations d’objets de ’espace

Nous souhaitons ici examiner les représentations utilisées pour la géométrie
dans l'espace a la lumiere des trois fonctions du dessin que nous avons dé-
gagées. Pour ce faire, nous caractériserons les représentations généralement
employées avant d’observer leur capacité respective a remplir ces fonctions.
Il faudra garder a l’esprit que ces fonctions ne sont pas intrinseéques aux
représentations, mais dépendent fortement du sujet qui les observe : un
mathématicien et un éleve de 6° ne pourront évidemment pas attribuer les
mémes fonctions & une représentation en perspective cavaliere. C’est la rai-
son pour laquelle nous serons conduits, dans un paragraphe suivant, a opérer
un renversement de point de vue en nous demandant quelles seraient les con-
ditions nécessaires a un “bon fonctionnement” de la perspective cavaliere.

17. Mentionnons ici que le formalisme utilisé par cet auteur differe de celui que nous
avons adopté, proposé par Houdement et Kuzniak (2006), en particulier pour pouvoir
considérer un paradigme “GO”. Il est néanmoins possible de considérer comme équiva-
lents les paradigmes désignés par G1 et GI, ainsi que G2 et GII. Pour cette raison, nous
emploierons les notations GI/GII quand il ne s’agira pas d’une citation.
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Nous choisissons en outre de limiter notre étude a deux modalités de représen-
tations planes et aux maquettes, qui sont les plus fréquentes dans ’enseigne-
ment. L’étude de représentations informatisées sera réalisée ultérieurement.

Représentation d’objets tridimensionnels

Représentations planes

Notamment en raison de contraintes techniques, les représentations d’ob-
jets tridimensionnels sont généralement des projections planes : perspective
cavaliere, perspective centrale, épures, etc.

La représentation en perspective centrale peut se définir ainsi :

La perspective centrale consiste a reproduire sur un tableau
ce quun ceil (immobile et ponctuel) verrait au travers d’une
“fenétre”. L’idée est que le tableau pourrait prendre la place de la
fenétre, I’ceil n’y verrait que du feu. .. Ce type de représentation
a les caractéristiques suivantes :

— on suppose que ’ceil est un point ;

— chaque point de 'objet a représenter est relié a cet ceil par

un rayon visuel rectiligne ;

— chaque point de la représentation est 'intersection de ce

rayon visuel avec le tableau.

(Lismont et Rouche, 1999, p.229)

Ce mode de représentation, s’il se rapproche de la vision humaine, présente
I'inconvénient notoire de ne pas respecter un grand nombre de propriétés,
dont notamment le parallélisme de certaines droites et les égalités de longueur
dans une direction donnée. De fait, il se rencontre plus fréquemment dans les
représentations artistiques que dans le cadre de la géométrie, du moins en ce
qui concerne I'enseignement secondaire — par la suite, on le rencontre par
exemple en cartographie et en géométrie projective, domaines dans lesquels
la projection stéréographique occupe une place centrale.

De fait, I’enseignement secondaire francais privilégie largement la per-
spective cavaliere par rapport aux autres modes possibles de représentation.
Chaachoua (1997) considere avec Parzysz (1991) que ce choix résulte d’une
volonté d’équilibre entre le vu et le su :

La raison de ce choix pour les dessins de géométrie, outre la
facilité d’exécution, doit étre cherchée dans le fait que la per-
spective parallele réalise un compromis acceptable entre le voir
et le savoir (transfert de propriétés).

(Parzysz, 1991, p.219)
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En effet, la perspective cavaliére ne correspond pas & la vision humaine de
I’espace. Ce choix, qui pourrait donc sembler malheureux, présente pourtant
I’avantage certain de préserver certaines propriétés géométriques — paral-
lélisme, alignement. .. — tout en conservant une certaine proximité avec la
vue naturelle.

S’appuyer sur des représentations planes a une conséquence fondamentale,
puisqu’il n’est plus question comme en géométrie plane de considérer le
dessin comme objet d’étude lui-méme. (Chaachoua, 1997, p.44) Méme dans
le cas ou I'objet d’étude envisagé serait ’objet physique — ce qui, rappelons-
le, est le point de vue de la géométrie GI —, le dessin ne peut étre que
représentation de cet objet physique. Il faut donc envisager une relation
dialectique entre ce dessin plan, présent mais représentation, et un objet
représenté, objet d’étude éventuellement absent.

Les maquettes

La représentation d’objets de ’espace par des maquettes est ’autre mode
principal de représentation privilégié par I’enseignement, préconisé tres tot
pour l'enseignement de la géométrie '%. Il s’agit de la représentation des ob-
jets de ’espace la plus “naturelle” a utiliser, puisqu’elle permet le méme exa-
men sensible que les objets de notre environnement. Ces maquettes peuvent
étre de nature tres variée : construction de la surface en papier, construction
des arétes et sommets par des tiges rigides assemblées a leurs extrémités,
Polydron, fils tendus, maquette en polystyréne, sans oublier la fameuse motte
de beurre amputée par des générations d’écoliers.

L’usage de ces modeéles est signalé comme fondamental dans I’apprentis-
sage de la géométrie dans I'espace par de nombreux travaux :

La plupart des études didactiques sur la géométrie de I’espace
[... ] font valoir que le développement du « sens spatial » doit,
pour se faire efficacement, passer par une phase de travail (cons-
truction, manipulation, observation, description. . .) avec des mod-
eles tri-dimensionnels manipulables des objets géométriques.

(Grenier et Tanguay, 2008, p.26)

Pourtant, méme si ces représentations semblent faciliter une approche
perceptive, elles ne sont pas sans poser de problemes relativement a ’activ-
ité géométrique proprement dite. En effet, si les représentations planes se
distinguent nécessairement de I’objet d’étude, ce n’est plus le cas des maque-
ttes qui peuvent d’autant plus aisément y étre assimilées qu’elles font partie

18. Schubring (2010) mentionne par exemple un usage institutionnel dés la fin du X 7X°
siecle : “The models should enhance in particular visualization and hence exert a more
convincing function than just oral lectures or own reading.”
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intégrante de I’espace sensible. De ce point de vue, on peut interroger le fonc-
tionnement des maquettes, plus encore peut-étre que celui des dessins, dans
une géométrie de type GIIL. La prise de position de Duval (1995) concernant
ces maquettes est a ce titre particulierement éclairante :

Il importe de rappeler que les représentations de type ma-
quette ne sont pas des représentations sémiotiques : les opéra-
tions susceptibles de les transformer sont des actions physiques
suivant des lois physiques et non des actions sur des signes ré-
gies par des regles. De plus, dans ce type de représentation,
le représentant et le représenté ont les mémes caractéristiques
phénoménologiques fondamentales : ce sont des objets physiques
situés dans un espace a trois dimensions. D’otu la possibilité d’a-
gir sur le représentant et sur le représenté. Ce sont la deux dif-
férences fondamentales qui séparent les représentations de type
maquette et les représentations sémiotiques. D’une part celles-
ci ne peuvent pas étre transformée par des actions physiques.
D’autre part le représentant et le représenté ne peuvent pas étre
des objets appartenant a un méme espace. En d’autres termes
les représentations sémiotiques, a la différence des représenta-
tions de type maquette, permettent des opérations remplissant
les fonctions d’objectivation, de traitement ou d’expression, et
non pas un mode particulier de traitement.

(Duval, 1995, p.66)

Finalement, ces maquettes soulevent donc la question de leur traitement, qui
peut n’étre que physique, ne pas faire signe vers d’autres modes de représen-
tation, et donc ne pas faire explicitement appel & une géométrie de type GII.

Enfin, si les maquettes permettent de simplifier 'appréhension perceptive
des représentations, leur manipulation n’est pas sans poser de difficultés
pour Pactivité géométrique elle-méme. Ainsi, leur construction par les éléves
s’avere particulierement cotiteuse — en temps, en difficulté de conception. . .
— et la multiplication des dessins, particulierement féconde en géométrie
plane, devient impossible. Leur production méme par ’enseignant est elle
aussi particulierement contraignante et délicate.

La fonction d’illustration

Nous souhaitons dans un premier temps étudier la fonction d’illustration
remplie par ces représentations. Comme nous 'avons signalé, cette fonc-
tion n’est pas intrinséque aux représentations elles-mémes, mais est fonc-
tion du regard porté par ’observateur. Aussi, nous interrogerons essentielle-
ment cette fonction dans le cas ou I'observateur s’appuierait sur la visual-
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isation iconique, et remettons a un paragraphe ultérieur (1.2.3, p.45) une
réciproque.

Perspective cavaliére

Duval (2005) rattache fortement la visualisation iconique & la reconnais-
sance visuelle des unités figurales de plus grande dimension, en s’appuyant
sur la Gestalttheorie, et en invoquant en particulier la loi de cloture :

On remarque tout de suite le caractére hétérogene des unités
figurales : elles ne présentent pas toutes le méme nombre de
dimension. [... ] Cette hétérogénéité n’entraine cependant au-
cune ambiguité pour 'appréhension perceptive des unités figu-
rales. Il y a en effet une prédominance des unités de dimension
2 sur les unités de dimension inférieure, prédominance que la loi
gestaltiste de cloture (ou de continuité) explique ainsi : lorsqu’un
stimulus posseéde un contour simple et fermé, il se détache comme
formant un tout.

(Duval, 1995, pp. 177 - 178)

Dans le cas de l'espace, il n’est généralement plus possible d’identifier
visuellement les unités figurales de plus grande dimension, puisque la vision
est limitée a une perception au mieux bidimensionnelle. En outre, quand
un agencement de lignes est disponible, les contours fermés percus ne corre-
spondent pas nécessairement a des surfaces, mais peuvent n’étre qu'un effet
de projection. Ainsi, le triangle matérialisé dans la figure 1.6 ne correspond
a aucune surface s’appuyant sur les trois arétes, mais peut pourtant étre
discriminée comme telle si 'octaedre ne fait pas partie des “représentations-

types”.

FIGURE 1.6 — Les limites de la loi de cloture en perspective cavaliére.

Le fonctionnement de la visualisation iconique s’en trouve tres contraint :
elle ne fonctionne que sur un nombre restreint d’objets bien connus dont il est
possible de reconnaltre une représentation, mais ne permet pas de traiter des
formes pour elles-mémes. Ces objets sont ce que Chaachoua (1997) appelle
“représentations-types :
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Une représentation-type est un dessin dont ’objet est d’illus-
trer une ou des relations géométriques entre les objets géométriques
de l'espace. Elle n’a pas fait I'objet d’une convention explicite.
Cependant elle fait partie d’'une tradition d’enseignement.

(Chaachoua, 1997, p. 38)

Ces représentations-types traduisent parfaitement les limites de la visualisa-
tion iconique dans le traitement des représentations planes en géométrie de
I’espace. Elles permettent de dépasser certaines inaptitudes, mais le domaine
de fonctionnement de ce mode de représentation ne peut qu’étre tres local.
On peut attendre d’un éleve qu’il dispose de représentations-type du cube,
de la sphere, du pavé droit, de deux plans sécants, éventuellement d’une
pyramide, mais I’herbier dont il dispose ne s’étend guére au dela.

De fait, la fonction d’illustration n’est assurée correctement que dans le

cas ou les configurations s’appuient sur des solides familiers. Ainsi, dans le
manuel dec (2004), parmi les 52 exercices proposés par le manuel, 3 seule-
ment ne proposent pas des configurations portées par des solides. Le constat
est identique pour tra (2000) ou seuls deux exercices, parmi les 73 proposés,
ne s’inscrivent pas en référence a un solide.
Il est éclairant de constater que ces deux exercices concernent des relations
entre une droite et un plan, et non — par exemple — deux droites dans
I’espace. En fait, il s’agit de configurations dont la matérialisation demeure
intelligible en perspective cavaliere (Fig. 1.7), c’est-a-dire qu’il est possible
de situer les unités figurales les unes par rapport aux autres.

m Dans un plan P, € est un cercle de diametre [AB]. On
appelle A la droite orthogonale en A au plan P. M est un
point du cercle € et N un point de A.

m* Plan médiateur
[AB] est un segment et O désigne le milieu de [AB]. Onnge
P le plan passant par O et orthogonal & la droite (AB)

P

A ) o B
(o)

FIGURE 1.7 — Deux exercices non contextualisés par le solide (tra, 2000).

En étudiant les représentations-types utilisées dans I’enseignement (Chaa-
choua, 1997, pp.47-49), nous pouvons notamment remarquer que quand
deux objets sont présents, I'un recouvre toujours 'autre — au moins par-
tiellement. Il en va de méme dans les exercices de la figure 1.7. A l'inverse,
les dessins de la figure 1.8 ne permettent pas de situer les objets représentés
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les uns par rapport aux autres, soit que les objets ne se recouvrent pas, soit
) )
que leur intersection n’est pas matérialisée.

FIGURE 1.8 — Quelques “perspectives illisibles”.

Il semble en fait que la fonction d’illustration soit particulierement lim-
itée, comparativement a la géométrie plane. Il va donc étre nécessaire de faire
intervenir d’autres modes de représentation, qui ne releveront plus du méme
registre — par exemple le codage — pour prendre en charge des hypotheses
supplémentaires et ainsi permettre une meilleure fonction d’illustration. Les
solides peuvent ainsi généralement étre représentés, ainsi que des configura-
tions ou il est possible de situer les unités figurales les unes par rapport aux
autres ; c’est-a-dire — comme nous ’avons illustré par les figures 1.7 et 1.8
— ou apparait un recouvrement ou une intersection de dimension au moins
2.

Maquettes

La manipulation de maquettes semble permettre d’augmenter le domaine
de fonctionnement du dessin, et ainsi d’abolir certaines limites visuelles in-
hérentes aux représentations planes en papier-crayon. C’est en ce sens que
nous pouvons interpréter certains travaux qui préconisent d’utiliser des ma-
quettes au début de I'enseignement de la géométrie dans l’espace afin de
favoriser, conjointement a I’apprentissage des représentations, la formation
de bonnes images mentales :

Pour tous les solides étudiés |... |, nous adoptons une pro-
gression identique, une premiere phase de manipulation avec des
objets permettant d’acquérir le vocabulaire de base, suivie d’une
deuxieme phase d’apprentissage de la représentation de ces ob-
jets. [...]

L’observation et la manipulation permettent de définir en le
montrant le vocabulaire propre a chaque solide. [... |
Conscient des différences géométriques entre 1’objet et sa représen-
tation, I’éléve peut progressivement se construire des images men-
tales opérantes.

(Bonafé et Sauter, 1998, p.6)
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Il devient ainsi possible de procéder a un examen perceptif, de multiplier les
points de vue sur ’objet et, de notre point de vue, la visualisation iconique
peut s’exercer et offrir une premiere possibilité d’appréhension des représen-
tations. La fonction d’illustration rendue possible par les maquettes semble
ainsi meilleure que celle des représentations en perspective cavaliere, dans
la mesure ou elle ne se limite pas aux seules représentations-types.

Pourtant, d’un point de vue pratique, il faut interroger les objets que ces
maquettes permettent de représenter. En effet, les représentations “pleines”
— par exemple des volumes de polystyréne — ou dont la frontiere est opaque
— une construction de papier — ne sont pas en mesure de représenter des
cavités internes d’un volume. Des représentations ou seuls les sommets et
arétes sont apparents, en revanche, ne permettent de figurer correctement
que des assemblages de surfaces planes, et ne permettent méme pas de
représenter la boule unité! Si I'utilisation de fils tendus peut — au prix
d’un certain effort — représenter des surfaces réglées, elle limite de fait les
représentations a l’enveloppe convexe d’une structure initiale. Enfin, toutes
ces représentations partagent avec la perspective, bien que pour des raisons
différentes, la méme limitation : il n’est possible de représenter que des
solides. La géométrie étudiée doit donc s’inscrire dans la géométrie du solide,
et “deux droites de I’espace” sont nécessairement “deux droites portées par
un solide”.

La prise en charge d’hypothéses

Perspective cavaliére

La perspective cavaliere est une projection, mais offre un compromis entre
le “vu” et le “su” (Parzysz, 1988) en préservant de nombreuses propriétés :
alignement, rapports selon une méme direction... Cependant, les dessins
présentent des aberrations visuelles au nombre desquelles :

— la non-conservation des angles;

— la non-conservation des égalités ou inégalités de longueur;

— Dexistence de propriétés apparentes liées a 'opération de projection :
“fausse orthogonalité”; “faux alignement”, “fausse (in)égalité de longueurs”,
ete. ;

— limpossibilité de déterminer, en général, la position relative de deux
objets.

Outre les difficultés liées a 'appréhension visuelle que nous avons mention-
nées, ces aberrations sont particulierement problématiques quand il s’agit de
faire figurer des hypotheses sur la représentation graphique. Cela est dou-
blement dommageable, d’une part parce qu’il devient impossible de faire
figurer des hypotheses relatives a ’objet représenté, d’autre part car cela in-
duit une incertitude de lecture conduisant a “observer” des relations qui sont



1.2. GEOMETRIE DANS L’ESPACE 43

fausses aussi bien pour le dessin que pour I'objet géométrique. Par exemple,
le polygone d’intersection d’un cube par un plan (Fig. 1.9) n’apparait jamais
comme un carré. Pourtant, son étude avec des éléves conduit généralement
a un débat portant sur la nature de ce polyedre : est-ce un carré ? Ce carré
n’est jamais observé, mais par sa mauvaise prise en charge d’hypotheses,
la représentation ne permet pas d’invalider des hypothéses supposées par
I’observateur.

FIGURE 1.9 — Polygone d’intersection d’un cube par un plan : un carré?

Il devient donc nécessaire de faire prendre en charge les hypotheses par

un codage indiquant les propriétés qui n’apparaissent pas dans ’organisa-
tion visuelle : égalités de longueur, angles remarquables, etc.
Ce codage limite bien entendu les informations disponibles, pour ne pas sur-
charger le dessin car toutes les hypotheéses ne peuvent pas étre codées (le
code “angle obtus” est par exemple inexistant). Les hypotheéses sont donc
sélectionnées, et le risque peut étre de voir ainsi désignées celles qui sont
pertinentes pour le probléme posé.

Ce codage permet néanmoins de faire figurer nombre d’hypotheses per-
tinentes pour le probleme posé, et son association a la préservation de pro-
priétés s’avere permettre une prise en charge d’hypotheses généralement suff-
isante. En revanche, la lecture de ces représentations est de fait complexe, et
doit faire 'objet d’un apprentissage spécifique sur lequel nous reviendrons
(1.2.3, p.45).

Magquettes

La fonction de prise en charge pour les maquettes semble étre le complé-
mentaire de celle de la perspective cavaliére. Les aberrations visuelles sont
quasi-inexistantes, ce qui permet de faire figurer un grand nombre d’informa-
tions sans les sélectionner, mais en revanche il est généralement difficile —
et d’ailleurs peu répandu — de faire figurer des hypotheses sur ces représen-
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tations. Si 'on considére en outre les limites qu’imposent ces maquettes en
termes de représentation, cette prise en charge d’hypotheses s’avere ainsi
trés limitée.

La fonction d’expérimentation

Perspective cavaliére

La fonction d’expérimentation est fondamentale dans la résolution de
problemes, puisqu’elle constitue le support de la recherche de solutions. En
ce qui concerne la perspective cavaliere, le domaine de fonctionnement du
dessin en tant que modele d’un objet géométrique de I’espace, bien qu’élargi
par certaines conventions et représentations-types, s’avere particulierement
restreint. Dégager des configurations remarquables ou exhiber des contre-
exemples visibles sur le dessin s’avére presque impossible en raison des trop
nombreuses indéterminations visuelles.
C’est ce qui conduit Chaachoua (1997) & proposer les conclusions suivantes,
dont il montre la pertinence par son travail théorique :

La fonction d’expérimentation du dessin “papier-crayon” est
limitée pour des raisons matérielles.

(ibid, p. 43)

A priori la fonction d’expérimentation du dessin papier-crayon
ne peut pas étre remplie au méme titre que dans le plan, en tant
que modele du domaine de réalité “géométrie dans I'espace”.

(ibid, p. 45)

Nous faisons ’hypothése que, dans le cadre de la géométrie, le probléeme de
“vision dans I'espace” est essentiellement liée a cette incapacité du dessin a
remplir la fonction d’expérimentation.

Maquettes

De méme, la fonction d’expérimentation est tres limitée dans le cas des
magquettes, notamment en raison de la complexité de leur conception et
de leur modification. Ainsi, une fois une représentation réalisée, il devient
extrémement délicat de ’enrichir pour faire apparaitre des propriétés, des
sous figures pertinentes. .. L’ajout de tracés, condition nécessaire a toute util-
isation heuristique des figures (Duval, 2005, pp.11-12), devient quasiment
impossible dans la majorité des cas.
On peut citer par exemple les maquettes proposées par Rommevaux (1997),
accompagnés de “pochoirs” permettant de visualiser des sections du cube.
Dans une certaine mesure, il s’agissait de faire apparaitre la fonction d’ex-
périmentation. Pourtant, malgré la mise en ceuvre de moyens conséquents,
celle-ci était extrémement limitée et guidée par le matériel utilisé.
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Si ces maquettes peuvent assurer partiellement les fonctions d’illustration
des énoncés et de prise en charge d’hypotheses implicites, elles ne peuvent
en revanche assurer la fonction d’expérimentation, pourtant essentielle dans
le processus de résolution.

1.2.3 Une complexité de lecture proche de la déconstruction
dimensionnelle ?

Nous avons ainsi montré que les trois fonctions étaient relativement mal
prises en charge par les deux modalités de représentation étudiées. Avant
d’en envisager des conséquences, il convient tout de méme de remarquer que
le “mathématicien professionnel” considere qu'une représentation en per-
spective cavaliere est tout a fait capable d’assurer ces fonctions. Nous avions
signalé que notre étude de ces fonctions considérait un sujet dont le regard
s’appuyait essentiellement sur la visualisation iconique, et il existe donc
un “seuil” a partir duquel elles ne s’appliquent plus. Nous cherchons ici a
caractériser ce seuil, c’est-a-dire a répondre a la question suivante : Quelles
sont les conditions nécessaires pour que le dessin en perspective cavaliére
remplisse correctement ces trois fonctions ¢
Nous avons pu observer que le point névralgique était ’appréhension du
dessin, et nous rejoignons en cela I’hypothése proposée par Chaachoua (1997) 2°.
Deux éléments semblent permettre d’interroger cette appréhension du dessin :
le codage et le hiatus dimensionnel.

Le codage apparait comme un élément central en géométrie dans l'es-
pace, puisqu’il permet de signaler des relations qui ne sont pas directement
visibles. Il est frappant de constater que sa lecture est problématique pour la
perspective cavaliere, alors que ce n’est pas le cas en géométrie plane. Nous
prétendons que cela est lié a un role, et donc un fonctionnement, profondé-
ment différent.

En géométrie plane, 'interprétation de tels codes n’est pas nécessairement
antérieure a une premiere impression visuelle, tout au plus ceux-ci confir-
ment des propriétés que le contrat didactique en vigueur permet d’utiliser :
non seulement les deux segments ont ’air égaux, mais en plus ils sont signalés
comme tels sur le dessin. La reconnaissance préalable des unités figurales de
dimension deux peut donc fonctionner correctement.

Nous avons montré qu’en revanche dans l’espace 'identification visuelle de
formes ne fonctionne plus. Le codage ne vient plus soutenir une activité
déductive qui serait postérieure & cette identification, il est nécessairement
consubstantiel de ’appréhension visuelle! Le fonctionnement du dessin est
donc conditionné a une reconstruction de ’objet, hors de toute matérialité,

19. en vertu du Théoréme de la Valeur Intermédiaire, pourrait-on dire
20. “Le sujet mettra d’autant mieux en ceuvre la fonction d’erpérimentation du dessin
qu’il a la possibilité d’appréhender et d’interpréter le dessin” (ibid,p 43)
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a l'aide des indices fournis a propos des unités figurales constitutives et de
leurs relations. Dans la figure 1.10, la nature des objets identifiés dans les
deux représentations peut étre totalement différente, en raison d’un codage
beaucoup plus fort sur le second dessin : le réassemblage des unités figurales
apparentes, ici les segments, ne s’effectue pas de la méme maniere.

Nous retrouvons dans cette reconstruction les difficultés soulevées précédem-
ment par le hiatus dimensionnel : un processus de lecture s’appuyant sur le
codage s’effectue nécessairement par assemblage d’unités figurales de faible
dimension pour constituer I’objet de dimension supérieure, ce qui va a l’en-
contre du processus naturel de visualisation. Ici encore, cela suppose de la
déconstruction dimensionnelle qu’elle soit naturelle et que sa mise en pra-
tique ne souleve pas de difficulté.

FI1GURE 1.10 — La prise en compte du codage pour la lecture des dessins.

La condition nécessaire au traitement des représentations en perspec-
tive cavaliére que nous avons pu identifier est donc tres forte, et explique
la complexité beaucoup plus grande que celui des représentations planes.
Il présuppose la capacité des éleves a s’appuyer sur la déconstruction di-
mensionnelle, ce qui n’a pourtant rien d’évident, méme pour des éleves de
lycée.

1.2.4 Retour sur notre problématique
Potentialités du travail en papier-crayon

De la difficulté manifeste soulevée par la lecture des représentations en
perspective cavaliere, nous tirerons une hypothese fondamentale restreignant
la portée d’'un travail ne s’appuyant que sur de telles représentations, trop
complexe pour susciter a lui seul un apprentissage :

Hypothése de travail 2

L’utilisation de dessins en perspective cavaliére suppose, dans la majorité des
cas, que le lecteur soit en mesure de s’appuyer sur la déconstruction dimen-
sionnelle pour les interpréter. A ce titre, un travail s’appuyant préférentielle-



1.2. GEOMETRIE DANS L’ESPACE 47

ment sur ces dessins est trop complexe et donc inapte a susciter [’émergence
de la déconstruction dimensionnelle.

Cette hypothése restrictive, si elle ne remet pas nécessairement en cause les
potentialités de la géométrie dans ’espace, nous contraint donc a expliciter
certaines caractéristiques qui nous semblent essentielles.

Quelques contraintes

En ce qui concerne les maquettes, si la manipulation semble favoriser les

spatial abilities et la formation d’images mentales efficaces?!, la possibilité
d’identifier le représentant et le représenté soulignée par Duval (1995) peut
contribuer & brouiller de nouveau la distinction entre dessin et figure que
nous souhaitons faire émerger, et a faire de GI le paradigme légitime aux
yeux de I’éleve. Qui plus est, nous avons montré que la fonction d’expérimen-
tation de ces représentations se trouve limitée, au détriment de la fonction
d’illustration.
Dans le cas des représentations planes, réalisées par projection, si la fonction
d’expérimentation peut éventuellement s’exercer, elle doit étre précédée d’un
examen éminemment complexe des dessins. Si, dans ce cas, la visualisation
iconique semble ne plus pouvoir s’exercer, la majeure partie des fonctions
du dessin sont elles aussi extrémement réduites.

L’hypothese de travail que nous avons formulée (p. 2), appuyée par notre

étude, nous conduit & rechercher un mode de représentation susceptible d’as-
surer les différentes fonctions du dessin proposées par Chaachoua (1997),
sans toutefois conduire & une étude des caractéristiques physiques d’un ob-
jet matériel de I’espace.
L’utilisation de logiciels de géométrie dynamique dans ’espace nous semble
pouvoir remplir de telles conditions, sous la réserve de certaines contraintes
que nous devrons spécifier. Nous souhaitons montrer que la conjonction de
la capacité a produire des images “réalistes” mais résultant d’une projection
— l’aspect “imagiciel” —, et des caractéristiques propres a la géométrie dy-
namique — résistance au déplacement, utilisation de primitives — permet
de combiner contraintes et avantages des différents modes de représentation,
et que le choix de certaines variables dans les situations permet d’en ajuster
la force :

— diminuer la complexité de I’examen perceptif, et lui donner un domaine

de fonctionnement ainsi qu’a la visualisation iconique ;

— introduire une distance entre représentant et représenté;

— limiter les possibilités offertes par I'appréhension visuelle, et ainsi en-

gager la recherche de nouveaux outils ;

21. Par exemple au sens d’une baisse du temps de traitement d’une rotation mentale,
voir Denis (1997).
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— offrir, par les primitives de construction, des possibilités d’instancier
des résultats établis théoriquement, et donner ainsi un lieu d’exercice
a GII et a la déconstruction dimensionnelle.
Il nous faut ainsi en premier lieu interroger les spécificités de tels environ-
nements, du point de vue des représentations proposées, et du point de vue
de la géométrie dynamique.

1.3 Les potentialités de la géométrie dynamique
tridimensionnelle

Pour I'enseignement la géométrie dans ’espace, les logiciels de géométrie
plane ont parfois été détournés?? afin de proposer des exercices présentant
des caractéristiques de la géométrie dynamique, et des logiciels de Dessin
assisté par ordinateur ont permis de créer des images “manipulables” des
objets étudiés. Néanmoins ces usages sont particulierement contraignants et
leur utilisation, souvent limitée, peut ressembler a un pis-aller.
Contrairement a la géométrie plane, les environnements de géométrie dy-
namique dédiés a un travail en trois dimensions sont peu nombreux. La
complexité de leur élaboration, aussi bien du point de vue des choix a opérer
que de 'implémentation technique a proprement parler, semble étre un im-
portant facteur limitant. Les quelques exemples que nous considérerons —
GeospaceW, Archimedes Geo 3D, Cabri 3D, 3d-geom — présentent ainsi des
disparités révélatrices en ce qui concerne leur conception et leur réalisation.

L’étude que nous avons menée a propos de la géométrie dans 1’espace
nous a permis d’identifier certaines contraintes auxquelles ces environnements
doivent répondre, {conditionnant essentiellement la fonction d’illustration et
la fonction d’expérimentation.

Concernant la fonction d’illustration, il est impératif de limiter les problemes
de “vision dans I'espace” et de permettre une exploration visuelle plus aisée.
Ainsi un premier examen des dessins ne mettrait pas nécessairement en jeu,
contrairement & la représentation en perspective cavaliére par exemple, des
processus trop complexes et offrirait une fonction d’illustration méme pour
la visualisation iconique. {Pour autant, l'interface étant bidimensionnelle,
nous montrerons que la distance entre la représentation et ’objet d’étude
reste forte, contrairement au cas des maquettes.

En ce qui concerne la fonction d’expérimentation, il apparait nécessaire de
limiter fortement les possibilités de 'appréhension visuelle et d’engager la
recherche de nouveaux instruments palliant cette déficience. C’est donc la
recherche de nouveaux instruments qu’il faudra interroger : les possibilités
offertes par ’environnement, la possibilité pour ces instruments de faire signe

22. Par exemple, des constructions d’objets 3D en perspective cavaliére a ’aide de Ge-
ogebra : http://dmentrard.free.fr/GEOGEBRA/Maths/Espace/Espace.htm
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vers GII et la déconstruction dimensionnelle.

Nous avons choisi dans le présent travail de nous appuyer sur le logiciel
Cabri 3D, qui fait partie des rares logiciels de géométrie dynamique tridi-
mensionnelle.

1.3.1 Une meilleure fonction d’illustration
Baisse de complexité de ’examen perceptif

Cette baisse de complexité est un avantage majeur des représentations
informatisées, qui les rapproche a ce titre des maquettes. Il est néanmoins
nécessaire, en raison de I'interface plane que constitue I’écran, de “simuler”
cette troisieme dimension.

Baké (2003) signale a ce titre la possibilité de faire varier contintiment le
point de vue & partir duquel 'utilisateur observe 1’objet. L’écoulement du
temps simule alors une exploration tridimensionnelle *. Cette simulation
peut en outre s’enrichir de choix de représentation simulant la profondeur
afin de proposer a la perception sensorielle des indices qu’elle peut inter-
préter. Cette caractéristique constitue la premiere différence notable entre
les environnements informatiques simulant la géométrie dans I’espace a ’aide
d’un “moteur 2D” — par exemple, les utilisations de Geogebra ou Cabrill
— et les environnements de géométrie dans l’espace a proprement parler.
La seconde concerne les dénominations proposées par le logiciel. Ainsi dans
une utilisation détournée de Geogebra un cercle observé selon une projec-
tion sera simulé par une ellipse, et le logiciel sera incapable de reconnaitre
un cercle. En revanche, cette limitation n’existe plus dans des logiciels spé-
cialement congus pour la représentation d’objets dans ’espace.

Distance entre représentant et représenté

Ces représentations proposent donc des moyens de dépasser les limites
de la projection plane. Néanmoins, cette derniere étant toujours effectuée, il
persiste une impossibilité d’assimiler la représentation a un objet d’étude a
part entiere.
Plus encore que dans 'impression visuelles, cela est particulierement flagrant
si I'on s’attache aux opérations qu’il est possible de réaliser sur les représen-
tations. En effet certaines manipulations, simples avec une représentation
tridimensionnelle, sont particulierement délicates dans ce type d’environ-
nement. Il est possible de s’en convaincre par ’activité suivante : étant con-
struits une droite et un point quelconques dans ’espace, essayer de déplacer
le point pour le “poser” sur la droite, sous le seul contréle visuel (Fig. 1.11).

23. “Although the screens are two dimensional and computers can produce only drawings,
if we take time into account and use continuously changing pictures, it can help to giving
the impression of a three dimensional vision” (Bakd, 2003, p.4).
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L’expérience, réalisée dans un logiciel de DAO ou dans un environnement
de géométrie dynamique — Cabri3D dans notre exemple — montre que
I'opération est quasiment impossible en raison de cette interface plane.

> i

/’

FIGURE 1.11 — Tentative de déplacer un point sur une droite.

La fonction d’illustration semble ainsi assurée par ces représentations,
malgré les limitations qu’impose la projection sur I’écran. En fait, cette
projection affecte principalement les actions qu’il est possible d’effectuer
pour 'utilisateur, et ainsi c’est peut-étre la fonction d’expérimentation que
ces limites interrogent. En particulier, c’est elle qui révele ’écart qui va
séparer les logiciels de DAO des logiciels de géométrie dynamique 3D.

1.3.2 Evolutions de la fonction d’expérimentation
Possibilités et restrictions

Les possibilités pour les dessins de remplir la fonction d’expérimentation

sont directement liées aux outils proposés par I’environnement. Pour un logi-
ciel de DAQ, certaines impossibilités ne pourront étre dépassées, et certaines
actions, si elles n’ont pas été prévues dans le logiciel — par exemple mesurer
un objet —, ne pourront étre réalisées.
Dans un environnement de géométrie dynamique, certain parametres sem-
blent affecter directement cette fonction. Hugot (2005), dans une étude de
I'utilisabilité de Cabri 3D, souligne que deux points essentiels sont d’une part
la manipulation directe®*, et d’autre part le coiit opératoire des actions. Ce
dernier aspect est bien siir lié au fait que c’est I'utilisation d’outils proposés
par I'environnement qui permettra de pallier les déficiences de la vision.

Ces outils permettent ainsi de réaliser des constructions — droites, plans,

polygones ou polyédres, intersections, sections. .. —, avec des possibilités de
controle étendues et non restreinte au seul controle visuel.
Il faut cependant souligner que l'usage de ces environnements n’a rien de
naturel. Leur complexité contraint les utilisateurs — et a plus forte raison les
enseignants — & un apprentissage de 'utilisation du logiciel pour lui-méme :
déclaration des objets, navigation dans les menus, utilisation des outils. ..

24. Représentation continue des objets [... ], utilisation d’actions directes ou de pres-
sage de boutons étiquetés au liew d’une syntaze compliquée/... |, opérations réversibles et
incrémentales dont l'impact sur les objets concernés est immédiatement visible (Hugot,
2005, pp. 5-6)
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Qui plus est, les représentations mémes produites par ces logiciels posse-
dent des caractéristiques qu’il faudra prendre en compte. C’est notamment
le cas des propriétés de résistance au déplacement des représentations : elles
offriront un terrain d’expérimentation élargi, mais supposent un apprentis-
sage spécifique, comme ’a montré Restrepo (2008).

Quelques conséquences

Interroger cette fonction d’expérimentation nous conduit ainsi & inter-
roger les particularités de ces environnements, en ce qui concerne ’'utilisation
des outils a disposition et les propriétés caractéristiques des représentations
étudiées. Il s’agit en fait de caractéres communs aux environnements de
géométrie dynamique, qui ont fait 'objet de nombreuses études.

La caractéristique la plus évidente est peut-étre le mode méme de défini-
tion des objets, beaucoup plus déclaratif que dans un environnement papier-
crayon. Celui-ci peut avoir des conséquences importantes concernant 1’artic-
ulation de l'activité avec ’expression langagiere, comme cela a par exemple
été signalé a propos du logiciel Euclide :

Euclide peut aider la formulation en géométrie. En effet,

comme tout langage informatique, il impose des exigences de
rigueur dans le domaine syntaxique, au niveau des instructions
élémentaires comme de leur structuration plus globale. L’adap-
tation a ces exigences, du fait de la proximité du langage Eu-
clide du langage mathématique usuel, doit produire des connais-
sances aisément transférables au domaine purement mathéma-
tique, tout en ne nécessitant pas d’apprentissages annexes trop
coliteux. ... ]
Dans la géométrie usuelle du collége, la perception, les instru-
ments percus comme objets permettant d’exécuter des “gestes”
jouent un role dominant, quels que soient les efforts faits par
I’enseignement pour contrecarrer cette tendance, voir par ex-
emple (Grenier, 1988). Dans la géométrie d’Euclide, [les] gestes
doivent étre décomposés, analysés et traduits en termes d’objets
géométriques et de leurs propriétés : on ne fait pas glisser une
regle, on trace une paralléle, on ne pose pas une équerre mais
on trace des droites perpendiculaires et, si I’on veut reporter des
distances, il faut tracer des cercles ou utiliser des transformations
géométriques.

(Artigue, 1991, pp.6-7)

Il faut ensuite noter la propriété de résistance au déplacement des représen-
tations construites, c’est-a-dire la capacité des dessins a conserver leurs pro-
priétés géométriques caractéristiques quand un de leurs constituants est dé-
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placé. Ainsi, si un parallélogramme construit comme tel peut prendre ’allure
d’un rectangle dans certains cas, il ne gardera que les propriétés du paral-
lélogramme quand un de ses sommets sera déplacé.

Ces représentations permettent ainsi, expérimentalement, de séparer les pro-
priétés conjoncturelles des propriétés constitutives. En ce sens, Laborde et
Capponi (1994) mentionnent que “un EIAO contient des connaissances”
et qu’en conséquence “la machine est susceptible d’offrir des rétroactions
fondées sur des connaissances” :

Parce que le déplacement des dessins est controlé par une
théorie géométrique ... ], 'environnement rend compte en par-
ticulier de la variabilité des éléments de l'objet géométrique et
de leur domaine de variation (extension du domaine de fonction-
nement) et permet de disqualifier les interprétations non per-
tinentes (mise en évidence des limites du domaine d’interpréta-
tion) ; en effet les propriétés attribuées a I’objet parce que lues sur
un dessin statique le représentant ont de fortes chances de n’étre
apparemment plus vérifiées lors de la déformation du dessin.

(Laborde et Capponi, 1994, p. 175)

Ces propriétés invariantes lors du déplacement sont ainsi identifiées par
Jahn (1998) comme une réification des objets abstraits que constituent les
propriétés mathématiques. D’autres auteurs, comme par exemple Balacheff
(1993) ou Jones (2000) soulignent que la construction méme des objets est
profondément différente, puisqu’elle introduit une dépendance fonctionnelle
et une hiérarchie de dépendance entre les différents constituants du dessin
qu'il est nécessaire de respecter >°.

Bien entendu, comme nous ’avons signalé 'utilisation du déplacement n’a
rien d’évident a priori, et releve en fait de processus divers et complexes,
comme ’a montré Restrepo (2008).

Il nous faudra donc par la suite interroger les conséquences de ces car-
actéristiques, envisagées de maniere tres variées : évolution du statut des
représentations graphiques, et donc du sens de 'activité géométrique elle-
méme (par exemple Laborde et Capponi (1994)) ; changement du rdle de cer-
tains outils (Jahn, 1998) ; lieu d’une approche expérimentale de la géométrie
et de la conjecture; influence sur la production de preuves (Jones, 2000),
éventuellement en regardant les logiciels comme outils de médiation sémio-
tique (Mariotti, 2000), etc.

25. The sequential organisation of actions necessary to produce a figure in Cabri in-
troduces an explicit order of construction where, for most users, order is not normally
expected or does not even matter. (Jones, 2000, p. 59)
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1.3.3 Intérét pour notre étude

La géométrie dynamique tridimensionnelle semble revétir un intérét tout
particulier dans notre étude. La conjonction de plusieurs particularités com-
plémentaires, empruntées a la fois a la géométrie dans l'espace et a la
géométrie dynamique, semble s’accorder avec notre recherche de conditions
permettant a la fois de déstabiliser la visualisation iconique et de faire
émerger, en tant qu’alternative, une approche plus mathématisée s’appuyant
sur la déconstruction dimensionnelle et s’inscrivant plus fortement dans GII.

Nous avons signalé que les représentations virtuelles d’objets de ’espace

sont d’une richesse bien plus grande que les représentations en perspective
cavaliere, notamment du fait de la possibilité de changer continiiment I’angle
de vue sur les objets.
La premiere hypothese que nous ferons ici est que cela contribue a baisser la
complexité de 'approche perceptive des représentations. Ainsi, méme pour
un éleve se fondant sur la visualisation iconique, il est possible d’engager une
tentative de résolution du probleme. Les risques de “blocage” sont limités,
et I'utilisation des dessins en vue d’une recherche heuristique est de nouveau
permise.

Pour autant, le domaine de fonctionnement de la visualisation iconique de-
meure beaucoup plus limité qu’en géométrie plane, notamment en raison de
Iinterface qui demeure bidimensionnelle. Ainsi, il est généralement impossi-
ble de déterminer visuellement si deux droites quelconques de I'espace sont
sécantes. De la méme facon, le contrdle de la position du pointeur de la
souris, et donc la manipulation d’objets, est particulierement difficile dans
I’espace.

Nous en sommes conduits a formuler ’hypothese suivante :

Hypothése de recherche 3

Les particularités d’un environnement tel que Cabri3D permettent d’éla-
borer des situations dans lesquelles la visualisation iconique peut s’exercer,
mais ou seule la déconstruction dimensionnelle peut assurer la stabilité du
systeme [sujet<>milieu]. De telles situations favorisent [’émergence de la
déconstruction dimensionnelle.

Il est donc nécessaire, pour pouvoir utiliser ces représentations — leur
attribuer les fonctions que Chaachoua (1997) mentionne, ou simplement les
construire — de disposer de nouveaux outils susceptibles de pallier les dé-
ficiences de la perception visuelle. Cela donne un sens particulierement fort
aux outils de la géométrie dynamique qui, partie intégrante de l’environ-
nement, offrent des possibilités de construction et d’étude. Les multiples
conséquences que nous pouvons envisager sont particulierement fortes.
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Statut des propriétés de résistance au déplacement

Nous pouvons faire 'hypotheése que les propriétés de résistance au dé-
placement sont susceptibles de susciter un intérét de tout premier ordre.
En effet, si 'observation visuelle des formes est peu fiable, I'’observation du
déplacement suscite un doute bien moindre : si quand je bouge le point A,
le point B bouge en méme temps, il est difficile d’imaginer que cette obser-
vation soit une simple illusion.

En géométrie dynamique plane, il est nécessaire de faire cohabiter deux
types de propriétés : les propriétés “spatiales”, qui sont celles des formes,
classiquement observées sur le dessin, et les propriétés “dynamiques”, qui
sont nouvelles et ne paraissent pas nécessairement cohérentes avec les pre-
mieres — du moins aux yeux des éleves. On devine que leur coordination, et
la mise en place d’un contrat ou le dynamique jouerait un réle prépondérant
sur le spatial, souléve une importante difficulté. Dans ’espace en revanche,
la dimension spatiale étant plus délicate a apprécier, nous pouvons faire 1’hy-
pothese que les propriétés dynamiques peuvent apparaitre comme palliant
les limites des premieres.

Quand bien méme I’étude des invariants du déplacement demeure probléma-
tique, elle peut étre d’autant plus fortement motivée qu’ils comptent parmi
les rare indicateurs visuels fiables.

Pour ce faire, il faut donc envisager les objets représentés, non pas a
partir des unités figurales de plus haute dimension — ce qui est le propre de
la visualisation iconique — mais comme un assemblage d’unités figurales de
dimension inférieure. Cela semble nous renvoyer au hiatus dimensionnel (Du-
val, 2005), atténué puisque l'examen des unités de plus faible dimension se
trouve légitimé par ’examen perceptif méme du dessin. En outre la hiérar-
chie de dépendance (Jones, 2000) devient essentielle, hiérarchie qui oriente
déja I’étude vers cette prise en compte des “petites” unités figurales.

Les conséquences sont importantes dans la mesure ou, s’il est possi-
ble d’engager des tentatives de résolution, une utilisation “naive” des outils
proposés par l'environnement s’avere rapidement insuffisante. I faut donc,
pour permettre un usage efficace et productif des outils proposés, trouver
de nouveaux moyens de controler cet usage. Nous formons 'hypothése que
la déconstruction dimensionnelle et GII offrent de tels moyens.

1.4 Mise en ceuvre du questionnement de recherche

Nous avons précédemment signalé (p.28) que nous cherchions a car-
actériser un milieu favorisant I’émergence de la déconstruction dimension-
nelle dans lactivité géométrique de I’éleve, mais il nous reste a préciser les
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modalités de cette “caractérisation”.

Comme le laisse transparaitre le vocabulaire employé, nous nous ap-

puierons fortement sur la Théorie des situations didactiques (TSD) (Brousseau,
1998). 1l s’agira de faire apparaitre la déconstruction dimensionnelle et GII
comme réponses adaptées a des situations congues a cet effet.
Signalons cependant que nous restreindrons notre point de vue par rapport
a la TSD qui envisage ’apprentissage comme relevant d’un double proces-
sus, adaptation et acculturation (Bessot, 2010). Notre objectif n’est pas ici
d’étudier ’enseignement de la géométrie dans ’espace, ou méme d’un savoir
de la géométrie, mais d’étudier dans quelle mesure certaines activités sont
susceptibles de provoquer un changement de point de vue chez 1’éleve. Cet
objectif est de fait “transversal”, et la question de son institutionnalisation
suggererait une réflexion sur 'axiomatique employée — absente des pro-
grammes de ’enseignement secondaire francais. Pour cette raison, nous ne
prendrons pas en compte cette dimension de 'apprentissage dans la cons-
truction de situations et leur analyse a priori : tout au plus interrogerons-
nous a posteriori I'intérét que pourrait revétir une institutionnalisation de
ces considérations “méta-géométriques” dans l’enseignement.

En revanche, ’apprentissage considéré comme procédant d’une adap-
tation a un milieu antagoniste producteur de contradictions, difficultés et
déséquilibres sera au coeur de notre étude; et c’est a la caractérisation d’un
tel milieu que nous nous attacherons.

Il apparait donc relativement naturel de vouloir situer notre démarche rela-
tivement a la notion d’ingénierie didactique.

En effet, comme nous ’avons signalé, notre attention ne porte pas sur un
objet de savoir mathématique clairement circonscrit qui serait enjeu d’en-
seignement, et en ce sens notre méthodologie ne releve pas de I'ingénierie di-
dactique stricto sensu, telle que la définit par exemple Artigue (1990). En re-
vanche, dans une acception plus large, notre étude s’inscrit dans [’ingénierie
phénoménotechnique (Brousseau et Brousseau, 2006, cité par Bessot (2010),
p.2), et reléve plus précisément de ce que Perrin-Glorian (2010) désigne par
ingénierie didactique pour la recherche :

Nous parlerons d’ingénierie didactique si, dans le cadre d’une
recherche, il y a construction et mise en ceuvre dans une (ou
plusieurs) classe(s), dans le temps scolaire d’une suite de séances
et s’il y a un contrdle théorique de la construction et de la réali-
sation de ces séances. Le cadre théorique est mis a I’épreuve en
méme temps que les situations élaborées ainsi que leur réalisa-
tion.[. .. ]



56 CHAPITRE 1. GEOMETRIES

Dans l’ingénierie didactique pour la recherche, on vise a pro-
duire des résultats de recherche avec des expérimentations (« de
laboratoire » pourrait-on dire, méme si c’est un peu antinomique
de l'ingénierie didactique) montées en fonction de la question de
recherche, sans souci immédiat d’une éventuelle diffusion plus
large des situations utilisées pour les expérimentations. .. |.

(Perrin-Glorian, 2010, p.13)

Nous chercherons ainsi a mettre a ’épreuve les hypothéses que des considéra-
tions théoriques auront permis de formuler, via la conception de situations
d’enseignement en fonction de ces hypotheses et 'expérimentation.

Pourtant, c’est par une observation “naive” que nous proposons d’en-
richir notre questionnement théorique, ou nous suivons en quelque sorte
I’évolution de nos interrogations, qui se sont étoffées au fil d’observations
réalisée a un stade tres précoce de ce travail de recherche. Mais, au dela du
seul aspect chronologique, nous espérons mettre en évidence pour le lecteur
la nécessité de confronter plusieurs approches.

Jusqu’a présent, nous avons essentiellement fondé notre réflexion sur quelques
outils théoriques complémentaires. La notion de paradigmes géométriques
propose un point de vue épistémologique sur différentes manieres d’ap-
préhender 'activité que constitue la géométrie, en caractérisant la construc-
tion possible de différents référentiels théoriques et leur articulation. Les
différents types de visualisations et de traitements du dessin offrent pour
leur part un éclairage cognitif sur le travail d’'un sujet confronté a un prob-
leme de géométrie, en explicitant certains apprentissages qui apparaissent
indissociables d’une évolution vers la géométrie axiomatisée. Enfin, le détail
des fonctions du dessin permet de préciser comment s’articulent nécessités
internes aux mathématiques et nécessités de 1’éléve résolvant un probléme
de géométrie en classe. Cela nous permet d’éclairer les perspectives qu’offre
la géométrie dans I'espace, mais aussi certaines limites.

Dans une perspective d’enseignement, nous souhaitons mettre en évidence
la nécessité d’adjoindre a ces considérations une prise en compte plus forte
de l'usage des outils fournis par Cabri3D et des processus de genése instru-
mentale (Rabardel, 1995), centraux dans les environnements de géométrie
dynamique. En particulier, nous avons jusqu’a présent considéré la nature
des instruments intervenant dans la déconstruction instrumentale comme
transparente et non problématique. Il nous faudra étudier ceci & la lumiere
de ’approche instrumentale : le caractere séquentiel de la déconstruction
instrumentale permet-elle d’assurer la cohérence de cette notion ? Ne faut-il
pas détailler plusieurs types de déconstructions instrumentales, en relation
avec la nature des instruments construits et employés ?
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L’observation que nous proposons permet de mettre en lumiere la perti-
nence d’une telle interrogation. Si nous la qualifions de “naive”, elle n’a pour
autant rien de “naturaliste” dans la mesure ou elle concerne une situation
initialement congue pour les besoins de notre recherche, et ou sa réalisation
a eu lieu en laboratoire.

Cependant, nous choisissons de la présenter ici sans détailler exhaustivement
les contraintes et choix pris en compte pour sa conception, et en réalisant
une observation trés partielle 2°. Nous chercherons & mettre en évidence, par
I’étude de quelques cas, que la déconstruction instrumentale peut apparaitre
en fait comme une “interface” particulierement centrale entre visualisation
iconique et visualisation non-iconique. L’unité de cette notion apparaitra
alors comme réductrice, et nous conduira a préciser nos outils d’analyse.
D’une part il s’agira d’envisager plus fortement le réle des instruments, et
de leur construction, dans la caractérisation et I’évolution de la déconstruc-
tion instrumentale. De fait, cela nous permettra d’envisager des interactions
entre des modes d’appréhension des dessins — visualisation iconique, décon-
struction instrumentale, déconstruction dimensionnelle — que nous avions
envisagé comme étrangers les uns aux autres du point de vue cognitif. Ces
interactions nous conduiront a rechercher un outil méthodologique permet-
tant de les interpréter et de les observer.

26. Une étude détaillée sera réalisée par la suite.
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Chapitre 2

De la visualisation iconique a
la déconstruction
dimensionnelle : le role de la
déconstruction instrumentale
dans la dynamique
d’évolution

2.1 Parenthese : Cabri 3D

Avant de proposer une premiere observation, il semble nécessaire de
procéder a une rapide description de ’environnement utilisé, le logiciel Cabri 3D.
Il s’agit d’un micromonde de géométrie dynamique, et présente de fait un
certain nombre de caractéristiques bien connues, comme par exemple le role
du déplacement. Nous souhaitons limiter cette présentation aux caractéris-
tiques propres a cet environnement.

2.1.1 Apparence graphique

Les modes d’action de 'utilisateur dans I’environnement sont de plusieurs
types :

— action directe sur le dessin, a ’aide de la souris

— utilisation d’un menu contextuel (Fig.2.1)

— sélection d’un outil dans la barre d’outils supérieure (Fig.2.1)

— sélection de fonctionalités dans le menu supérieur (Fichier - Edition -

Affichage - Document - Fenétre - Aide)

Les deux premiere possibilités permettent d’agir directement sur le dessin,
les secondes donnent acces a des fonctionnalités qui devront étre ensuite

99
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utilisées. Un menu d’aide peut étre affiché par 1'utilisateur, expliquant 1'u-
tilisation des outils (Fig.2.1).
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FIGURE 2.1 — Menu des outils, menu contextuel et menu d’aide du cercle

La représentation d’objets tridimensionnels dans Cabri 3D se fait néces-
sairement par une projection, et par défaut il s’agit d’une perspective cen-
trale — correspondant & un observateur placé a 20cm de 1’objet. Il est cepen-
dant possible de changer le mode de représentation (Fig.2.2).

Les objets sont représentés avec des épaisseurs et des couleurs variables.
En outre, plusieurs styles sont possibles pour les lignes — trait plein, pointil-
lés. .. — et les surfaces — ronds, trous, hachures. .. Il est possible de “mas-
quer” des objets afin que les constructions qui en dépendent soient con-
servées, mais que I'objet ne soit pas visible. Tous ces parameétres peuvent
étre ajustés via le menu contextuel.

Pour les constructions, ’environnement affiche a I’ouverture d’une nouvelle
figure le plan (Oxy) et le triedre direct (O, 7, j, k).

Il est enfin possible de changer la composition de la barre d’outils, afin
de limiter les primitives disponibles pour 1’éleve. Cette fonctionnalité pourra
constituer une variable didactique particulierement importante, comme par
exemple dans la situation que nous présenterons en 2.2.
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2.1.2 Déplacement

Le déplacement des objets est commandé par l'action de la souris. En
géométrie plane, cela permettait de controler simultanément toutes les di-
rections du déplacement. En géométrie dans l’espace, en revanche, il faut
déplacer des objets dans un espace a trois dimension par des mouvements
sur un plan — les mouvements de la souris —, et il est donc impossible de
prendre en charge toutes les directions simultanément. Dans Cabri 3D, le
choix suivant a été opéré :
— le déplacement d’un objet se fait a priori parallelement au plan de base
(Oxy)

— il est possible de déplacer un objet verticalement en pressant simul-
tanément la touche “majuscule” (f}). Dans ce cas, le déplacement est
limité a un axe parallele a k.

Un déplacement dans I’espace doit donc étre séparé en deux composantes.

Les réactions du logiciel au déplacement sont immédiates, et il a été
choisi dans cet environnement de respecter en permanence la continuité des
phénomenes affichés a I’écran.
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2.1.3 Définition des objets

Il est possible de procéder a des constructions grice aux primitives de
Cabri 3D, en s’appuyant éventuellement sur les objets déja construits. Une
telle construction peut étre modélisée comme une primitive P qu’il faut ap-
pliquer a des objets (O;) — les arguments de P —, dont ’ordre est éventuelle-
ment important. La sélection de ces objets s’effectue a 1’aide du pointeur de
la souris, et non de maniére “déclarative” — c’est-a-dire sans que 1'utilisateur
ait a désigner textuellement les objets utilisés. Quand des objets suscepti-
bles d’étre utilisés par 1’outil sélectionné sont survolés, ils apparaissent en
surbrillance et 'utilisateur peut les sélectionner d’un “clic” de souris. S’il ne
peuvent pas étre utilisés, leur apparence ne change pas.

FIGURE 2.3 — Surbrillance d’objets, uniquement si ils peuvent étre utilisés.

Les objets ainsi créés ne sont pas explicitement nommeés a la création,
mais 'utilisateur a la possibilité de leur attribuer des noms en les définissant
au clavier.

Il est enfin possible de changer, apres création, les caractéristiques d’in-
clusion que vérifie un point. Ainsi, par I'utilisation de I'outil “redéfinition”, il
est possible de faire appartenir un point déja construit a une droite donnée.

2.1.4 Construction

Les primitives de construction permettent de produire des dessins dans
Cabri 3D. Elles sont proposés a 'utilisateur, organisées en huit menus déroulants

distincts (Fig. 2.4) : points, lignes — droite, cercle, vecteur. .. —, surfaces —
plan, sphere, cylindre. . . —, construction en référence directe a des unités fig-
urales — parallele, milieu. . . —, transformations, polygones réguliers, polye-

dres, polyedres réguliers. Il faut noter certaines primitives spécifiques a cet
environnement, en particulier celles qui n’ont pas d’équivalent dans un envi-
ronnement papier-crayon (par exemple “trajectoire”) ou en géométrie plane
(telles que “ouverture de polyedre”).

L’utilisation de ces primitives s’appuie sur une sélection a l’aide de la
souris. Des messages contextuels apparaissent, désignant ’objet survolé par
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la souris et la fonction que sa sélection lui attribuerait, ce qui permet de
guider les choix de l'utilisateur. Ainsi, pour effectuer le symétrique du point
O par rapport au point A, ces messages sont les seules indications permettant
de désigner les points dans le bon ordre, et de ne pas construire le symétrique
de A par rapport a O.
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FIGURE 2.4 — Primitives de construction de Cabri 3D

2.1.5 Mesure

Le dernier menu d’outils de Cabri 3D propose des outils de mesure et de
manipulation de grandeurs : longueur, aire, volume, produit scalaire. .. Ces
primitives permettent un travail numérique et, si elles ne sont a priori pas
destinées a la construction, nous verrons que leurs utilisations peuvent étre
trés diverses, et intervenir néanmoins dans ces processus.

Longueur

Aire:

Wolume:

Angle

Froduit scalaire
Coord. & équationls)

Calculatrice

FIGURE 2.5 — Primitives de mesure de Cabri 3D

2.2 Une premieére observation

Nous proposons ici 'observation d’une activité qui a été proposée a
des éleves de fin de seconde, réalisée en laboratoire durant trois heures en
moyenne. Si cela a permis d’offrir de premiers indices concernant la per-
tinence de certaines hypotheéses, 'observation a en outre mis en lumiere
certaines insuffisances de notre cadre théorique. Il est apparu qu’il était
nécessaire de reconsidérer notre utilisation des modes de visualisation et des
déconstructions, et de 'enrichir de nouvelles considérations ; et d’autre part
I'incapacité a observer de maniére satisfaisante certains phénomeénes nous a
conduit a rechercher un outils méthodologique adéquat.
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2.2.1 Présentation de P’activité
Généralités

L’activité proposée ici est de type “émetteur-récepteur”, et s’adresse a
un bindéme d’éleves de seconde.
Au premier, que nous qualifierons de “descripteur”, est soumis un dessin
dans Cabri 3D. Celui-ci doit analyser le dessin, et expliquer au second éleve
(“constructeur”) comment le reconstruire, c¢’est-a-dire produire un dessin qui
présente les mémes caractéristiques de résistance au déplacement. Pour ce
faire, I’éleve constructeur dispose d’un ordinateur sur lequel sont proposés les
objets déterminant la construction — trois points et le repere orthonormé.
Les éléves disposent de deux ordinateurs séparés (Fig.2.6). L’éleve descrip-
teur peut réaliser toutes les expérimentations qu’il souhaite sur le modele,
mais 'autre éléve ne peut voir cet écran. Il peut aussi observer le second
écran, en revanche il n’a pas le droit de manipuler I’ordinateur ou se déroule
la reconstruction : seul le constructeur y est autorisé.
La validation est laissée a la charge des éleves : quand ils considerent que

Descripteur

Constructeur

FIGURE 2.6 — Organisation matérielle de I'expérience

la construction est correcte, ils ont la possibilité d’afficher le modele (grace
a l'option de Cabri3D “afficher les objets masqués”). Si ils valident la cons-
truction, ils peuvent passer a 1’étape suivante ; dans le cas contraire ils jouent
deés lors le méme roéle, puisqu’ils peuvent tous deux observer le modele.

-
2

Enoncé

Afin d’en limiter la complexité, 'activité est séparée en quatre phases dis-
tinctes, ce qui d’une certaine fagon correspond a une division méréologique que
nous choisissons de ne pas laisser a la charge des éleves. (Voir Fig. 2.7)

La premieére phase présente le motif de base, un prisme rhombique con-
struit par symétries a partir de deux sommets de la base — a et b, placés sur
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FIGURE 2.7 — Les quatres phases de l'activité

les axes (Ox) et (Oy) — et du centre du prisme — ¢, placé sur 'axe (Oz).
Les symétriques de a et b par rapport au centre O du repeére permettent de
construire la base losange, et le symétrique de cette base par rapport a c
permet de construire la face supérieure.
Ensuite sont successivement ajoutés les symétriques du motif de base, re-
spectivement par rapport & un sommet (a’), une aréte ([e d’]), puis une face
(ade'bd).
On voit ainsi que la construction, et la validation par résistance au déplace-
ment, reposent exclusivement sur les points a, b et c.

L’énoncé proposé est le suivant :

2.0.8.8.8.9

Description de dessins de Cabri3D pour permettre leur
reconstruction.

Quatre dessins de Cabri3D seront successivement présentés a 1'un de
vous deux. Il faut qu’il observe ce dessin pour étre capable d’expliquer a
l'autre comment le reconstruire dans Cabri3D (sur une autre machine), et
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de le guider quand des difficultés ou des erreurs se présentent.
ATTENTION! Dans Cabri, un dessin n’est pas un objet figé mais com-
prend aussi ses déformations quand on bouge des éléments ! Ici, trois points
(a, b et c) sont essentiels, et ce sont les seuls que vous pouvez bouger. Tous
les autres sont conditionnés par ceuz-ci, et ne se laisseront pas déplacer sé-
parément.

Lorsqu’il pense que le résultat obtenu est correct, 'option “afficher les objets
cachés” permet de superposer le modele de départ a I'objet construit : vous
pouvez alors vous rendre compte si les deux dessins ne coincident pas.

A la fin d’éventuelles corrections vous devez expliquer par écrit pourquoi
vous pensez que le dessin initial et le dessin reconstruit sont identiques. Une
fois ces descriptions achevées, vous devrez écrire un guide permettant a une
autre personne qui vous lirait de reconstruire dans Cabri3D la quatrieme
figure.

1.8.8.8.8.¢

Quelques remarques a priori

Cette activité avait pour but de susciter une évolution vers la décon-

struction dimensionnelle, dans la mesure ou celle-ci offre des outils partic-
ulierement efficaces pour résoudre le probléme posé, du point de vue de la
prise en charge des contraintes de résistance au déplacement et de la com-
munication verbale. En effet, cette derniére gagne alors en concision et en
précision ; et la “conversion” qu’il est nécessaire d’opérer, entre les explica-
tions langagieres et les informations fournies au logiciel, est facilitée.
Une reconstruction fondée sur la visualisation iconique, c’est-a-dire faisant
intervenir prioritairement formes et longueurs, est rendue possible par les
outils de construction. Cependant, outre son cotut opératoire plus grand,
elle s’avere incapable de reproduire les propriétés résistantes au déplace-
ment, ni méme d’interpréter le fait que “quand je bouge a, a’ bouge aussi”.
La contrainte que nous avons fait peser sur la validation permet alors d’ex-
clure ce type de résolution, et nécessite le recours aux transformations.

L’objectif de la déconstruction dimensionnelle nous a aussi conduit a
privilégier des représentations “évidées” ou seuls les arétes et les sommets
sont apparents, afin de faciliter 'identification visuelles des unités figu-
rales de petite dimension. Les outils “polyedre” et “prisme” ont de fait été
supprimés des listes d’outils, ce qui évite une reconstruction immédiate a
partir du motif de base.

On peut ainsi classifier les tentatives de reconstruction en quelques grands
types de stratégies.
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Le premier est essentiellement lié a la visualisation iconique, et a la recon-
struction d’une forme doté des bonnes mesures. Il s’agit des stratégies “par
ajustement”, c’est-a-dire consistant a placer les unités figurales dans I’espace,
et ajuster leur position afin que la forme et les mesures caractéristiques du
modele soient reproduits.

Le deuxiéme type de stratégie répond a un besoin d’interpréter les mou-
vements coordonnés de points, qui sont interprétés d’un point de vue mé-
canique. Par exemple, des paralleles peuvent servir a “accrocher” des points
qui , de fait, bougeront simultanément. Notons que la prise en charge du
mouvement peut alors n’étre que partielle.

Enfin, les stratégies s’appuyant sur des transformations sont a rattacher a la
déconstruction dimensionnelle, quand bien méme elles peuvent étre limitées
a une réalisation dans le plan, et ne pas étre extrapolées a l’espace entier.

2.2.2 Trois bindomes

Les observations que nous présentons portent sur trois bindomes d’éleves
de fin de seconde, dont les niveaux sont relativement variés — mais avec des
niveaux homogenes a l'intérieur des binémes. Nous proposons ici d’observer
ces disparités, et la teneur d’évolutions significatives qui ont eu lieu dans
certains binome.

Premier bindme : la déconstruction dimensionnelle en action

Les éléeves du premier bindéme, aprés une trés courte tentative de re-
production des formes et des mesures — une minute —, mobilisent tres
rapidement les transformations qui apparaissent comme plus efficaces :

“Il y a quelque chose qui ne marche pas, il faut faire le symétrique”

Cette utilisation de la symétrie sera employée tout au long de l'activité.
L’observation de ce binéme, qui s’appuie manifestement sur la déconstruc-
tion dimensionnelle du prisme, a pour mérite essentiel de souligner ’efficacité
que cela leur offre. La résolution des quatres phases sera effective en quar-
ante minutes environ, alors qu’un autre groupe parviendra difficilement au
début de la troisieme apres environ deux heures de travail. Une interpréta-
tion du dessin comme représentant d’un objet géométrique leur permet une
économie tres forte

— de formulation : “¢a fait une symétrie par rapport d cette aréte” résume

intégralement le processus de construction

— de construction : les constructions sont généralement optimales, et par

exemple les sommets ne sont pas construits : la construction des arétes
suffit

— de controle de validité : le controle visuel est inutile, dans la mesure

ou les procédures sont validées a priori. Il suffit donc de parcourir le
prisme antécédent, sans qu’il soit nécessaire de vérifier visuellement
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chaque construction. (Fig.2.8)

FIGURE 2.8 — Reconstruction du second prisme : rétroactions visuelles illis-
ibles

Il semble que la déconstruction dimensionnelle offre & ces éléves la possi-
bilté de négliger des contraintes “physiques” de construction : les arétes du
second prisme ne sont ainsi pas reconstruites de proche en proche. La tem-
poralité des actions semble secondaire, ce qui marque une nette différence
entre ce groupe et les deux autres.

Second bindme : la cohabitation

L’approche du second bindéme est bien plus nuancée, et méle des connais-
sances relevant de GII a de fortes imprécisions et un vocabulaire fortement
lié aux formes, comme on peut 'observer des le tout début de activité (D
désignera le descripteur, C le constructeur) :

D FEst-ce que tu sais comment construire un parallélogramme ou pas ¢ Déja,
c’est un parallélogramme. Non, c’est un losange. C’est soit un losange,
soit un parallélogramme, de toute fagon. ..

C Tu me facilites la tache. . .
D De toute fagon un losange, c’est un parallélogramme !

D T’as deux droites qui font un carrefour, la ¢ Elles sont perpendiculaires
sur ton plan.

C Les quatre points de ton losange, il y en a deux qui. . .
D Tu peux faire un losange, ld ?

[..]

D FEstce que tu peux faire une droite de b a a ? Il faut que tu fasses un autre
point en fait. ..

C Comme b.
D Non.
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C A la méme distance en fait.
D Ezxactement, c’est la... c’est le. ..
C Fuaut que je fasse la symétrie!

L’examen de la face inférieure, si elle s’appuie initialement sur la re-
connaissance de formes (losange, parallélogramme), mobilise rapidement
un travail sur la figure (un losange, c’est un parallélogramme). De plus,
les explications analogiques (droites qui font un carrefour) sont imprécises
et coliteuses, et une interprétation des propriétés relativement a des outils
théoriques (méme distance < symétrie) semble s’avérer efficace.

La construction du prisme entier est plus problématique, car ce prisme
ne correspond pas a une configuration connue et partagée par les éleves. La
description concerne alors en priorité la forme de 1'objet a reconstruire :

D Et aprés je ne sais vraiment pas comment il faut faire. [... ]

C FEt apres je dois pas relier au point ¢ et faire la symétrie du point c, et
comme ca, ¢a me fait un losange ¢

D Non, le soucis c’est que je sais pas comment te... Tu sais qu’il est en
3D, enfin en volume quoi. Il faut que t’aies une deuzriéme face, en fait,
en haut! Mais je sais pas comment te le faire faire

[..]

D T’as un losange. Ton losange, c’est comme ca, regarde : t’as un losange
comme ¢a (signe de la main désignant la base, a plat), et au dessus tu vas
avoir les bases (place ses mains verticalement pour mimer deux faces latérales
se faisant face), et apres t’as encore un losange (“referme” le prisme d’une

main positionnée a plat, désignant la face supérieure)

Deux difficultés sont révélées par ces tentatives :

— l’incapacité du vocabulaire employé & décrire précisément les objets :
méme en mimant la forme avec les mains, I'interprétation du second
éleve n’est pas conforme au modele

— le probléme de conversion d’une forme en une procédure constructive :
une fois la forme correctement décrite, la construction n’est pas pour
autant plus facile

En particulier, aucune tentative de construction ne sera réellement produc-

tive avant un travail conjoint des deux éleves sur le modele, qu’elles affichent
finalement.

Enfin, il faut signaler la coexistence d’un travail sur des objets théoriques

et d’'un statut “matériel” des objets, qui ne sont donc pas simplement des
“représentations”. Ainsi, le fait que des points soient désignés par Cabri 3D comme
des “extrémités” et non des “points” est extrémement problématique : ces
deux objets sont non réductibles 'un & 'autre, ce qui ne peut s’expliquer

que par leur ancrage dans le monde sensible.
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Cela nous semble faire signe vers une coexistence de visualisation iconique et
visualisation non-iconique, dont les statuts ne sont pas totalement stabilisés.
La visualisation non-iconique, et le travail sur la figure, semble possible et
légitime quand il concerne des configurations déja connues. En revanche, et
a fortiori dans I’espace, quand les configurations sont inconnues le travail sur
la figure parait trés complexe et les dessins envisagés comme objets matériels
d’étude réapparaissent.

Durant la suite de 'activité, les reconstructions reposant sur des symétries
sont plus systématiques, mais les explications sont essentiellement centrées
sur la description de procédures articulées avec des descriptions de formes,
contrairement & ce que nous avions pu observer dans le premier groupe.

Dernier bindéme : la réforme

Premiére phase : GI et visualisation iconique

L’activité du dernier binéme est clairement ancrée dans la visualisation
iconique, et ainsi les premieres descriptions et constructions concernent ex-
clusivement les formes et les grandeurs.

D Tu vas faire un losange. T’auras des points sur chaque droite, et ceux qui
sont lda ils sont a 4.2cm du centre. Donc tu crées des points et apres
tu changes jusqu’d ce que ca soit bon.

D Et apres tu feras pareil sur lautre coté, sauf que la ce sera 1.2
C Et aprés je fais un losange.

D Tu traces des droites.

C Des droites ou des segments ?

D Des segments.

La limite principale est bien entendu l’absence de résistance au dé-
placement. L’utilisation de la transformation “symétrie” pour parvenir a
reproduire cette résistance semble moins slire que dans le groupe précédent.
L’échec est par exemple attribué a l'absence de support sur lequel faire
bouger le point, alors qu’en réalité le probleme est lié & une tentative d’agir
directement sur le point image, au lieu d’agir sur ’antécédent. L’ancrage de
ce travail est donc essentiellement matériel :

C Oui, mais c’est un autre point qui bouge, la.

C On fait quoi, aziale ou centrale ?

D Ben aziale. ..

D FEssaie de faire bouger le point (un sommet de la face supérieure)

C Je ne peux pas, parce qu’il n’y a pas de droite (la diagonale du losange n’est
pas construite, et le point ne peut pas bouger car ne dispose pas de point sur lequel

se déplacer)



2.2. UNE PREMIERE OBSERVATION 71

Seconde phase : le mouvement coordonné

Le mouvement coordonné de points apparait ainsi comme le défaut majeur
empéchant la validation des constructions. Les éleves cherchent ainsi a les
reproduire, selon deux types de procédures — utilisées alternativement dans
un premier temps, leur emploi n’est pas séparé du point de vue temporel.

D Mais c’est celui-ci le point ou pas ? En bougeant ’autre, il bouge pas ?

La premiere consiste a la construction de supports sur lesquels “ac-
crocher” les points :

D Apres tu fais un autre plan, paralléle a ce plan, mais 3.1cm plus haut.

[ ]

D En fait, il fallait que tu fasses. .. créer une droite qui passe par ce point
et ce point, et qui soit paralléle a une droite qui passe par ce point et
ce point.

D Et ¢ca marchait pas pour les droites paralléles ¢
C 1l faudrait que je le définisse comme le point d’intersection.

Ces tentatives semblent adopter un point de vue “mécanique” : les points

bougent simultanément pour des raisons matérielles, et les explications sont
centrées sur les procédures permettant de créer ces liens matériels plutot
que sur les relations liant les unités figurales.
Si les dépendances produites sont tres limitées, elles permettent d’envisager
des premieres relations de dépendance. Ainsi (vers 1h : & pointer), il
devient possible pour les éléves d’agir sur un point pour en faire
bouger un autre.

Le second type de procédure consiste en ’association d’une transforma-
tion a une propriété donnée, comme par exemple “égalité de longueurs” et
“symétrie” ou “mouvement coordonné” et “symétrie”, sans que ces deux
associations soient nécessairement simultanées :

D Bah demande a ce qu’ils soient symétriques, comme ¢a, ¢a fera comme
tout a I’heure (les points bougent simultanément)

C Comment ca se fait que c’est a 4.5 la, et la @ 4.8 7 (alors que les points sont
symétriques)
En outre, il apparait dans les constructions que l'ajustement intervient
par défaut, quand aucun autre repere de construction n’est possible.

Troisiéme phase : anticipation
Il est possible d’observer une troisieme étape de la résolution par ces éléves,
pour reconstruire le second symétrique (apres environ 1h45 de travail).
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La comparaison des précédentes tentatives montre qu’elles ne different pas
profondément. On peut considérer qu’elles étaient essentiellement destinées a
reproduire les formes, et a “ajouter” a ces formes des propriétés dynamiques.

Apres une tentative infructueuse s’appuyant sur la construction des di-
agonales et leur ajustement, des échecs pour 1'utilisation de symétries, une
nouvelle procédure de reconstruction totalement différente est mise en ocu-
vre. Les propriétés de I'objet géométrique sont mobilisées afin d’assurer la
nature du polygone construit (Fig.2.9) : construction du 3¢ sommet et tracé
de la 2¢ aréte correspondant, tracé des paralleles aux deux premieres arétes,
et construction du dernier point par intersection.

En raison de difficultés de prise en main de Cabri 3D, la construction fait

intervenir I'ajustement de points, et des tentatives de définir des relations
apres la définition des objets. Mais les ajustements sont peu nombreux, et
il apparalt que la reconstruction s’appuie essentiellement sur les propriétés
caractéristiques du losange : cOtés paralleles deux a deux, deux cotés consé-
cutifs de méme longueur.
Nous avions pu observer des reconstructions de ce type, la tentative précé-
dente concernant ce méme losange s’appuyant par exemple sur la construc-
tion de diagonales perpendiculaires et 1’égalité des sommets. Mais ces diag-
onales étaient proposées dans 'activité comme support pour reconstruire le
losange, aussi on peut relier cette straégies aux reconstructions précédentes.
Dans le cas présent la procédure de construction est entierement nouvelle,
dans la mesure ou elle s’appuie sur des propriétés toutes différentes. Pour-
tant, le peu d’hésitations observable dans le déroulement de la procédure, et
I'incompréhension que suscite 1’échec (Attends, comment ¢ca se fait ?), sig-
nalent une capacité d’anticipation forte, y compris en ce qui concerne la
validation. Cette validation a priori ne peut s’expliquer que par un travail
sur la figure, aussi nous l'interprétons comme une manifestation d’un travail
sur la figure articulé avec la procédure de reconstruction.

2.2.3 Retour sur les observation

Ces observations nous ont permis de mettre certains points en lumiére :
comme nous le souhaitions, la déconstruction dimensionnelle offre des outils
efficaces pour la résolution (groupe 1), et son usage semble parfois se sta-
biliser (groupe 2). En revanche, il semble (groupes 2 et 3) qu’'une coexistence
de la visualisation iconique et de la visualisation non-iconique survienne,
tandis que nous avions signalé auparavant a quel point ces opérations sont
profondément différente, cognitivement! A ce titre, la déconstruction instru-
mentale semble jouer un role central, et offrir une sorte d’“interface” entre
visualisation iconique et visualisation non-iconique.
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Cela nous conduit nécessairement, pour rechercher quelles peuvent étre les
modalités de coexistence des deux visualisations et leurs interactions, a in-
terroger profondément la déconstruction instrumentale, au dela du point de
vue cognitif pour lequel cette notion semble cohérente. D’un point de vue
de 'enseignement, ou d’un point de vue de 'utilisation d’instruments, cette
notion met-elle en jeu des opérations réductibles les unes aux autres, ou

faut-il au contraire mettre au jour certaines disparités ?

Comme nous ’avons vu nous manquons d’outils théoriques pour apporter,

si ce n’est une réponse, au moins des hypotheses.

Enfin, il nous faut signaler la difficulté qui apparait pour analyser fine-
ment les protocoles proposés. Il semble que I'éclairage “visualisations, dé-
constructions, paradigmes géométriques” nous permette de décrire au mieux
des états de stabilité (c’est-a-dire finalement un état initial et un état final),
mais soit insuffisant pour décrire des mécanismes d’évolution, ou encore les
modalités de la coexistence que nous pensons observer entre visualisation
iconique et visualisation non-iconique. Afin de produire des analyses ro-
bustes et systématiques, il nous faudra rechercher un outil méthodologique
adapté.

Dans un premier temps, nous souhaitons apporter un éclairage instru-
mental sur notre problématique. Les outils fournis par I’environnement sont
au centre de 'action de I’éléve, et considérer leur usage comme “transparent”
semble problématique.
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FIGURE 2.9 — Tentative de construction du troisieme prisme.
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2.3 L’ancrage instrumental

2.3.1 Artefact et scheme : deux composantes fondamentales
de Pinstrument

L’approche instrumentale propose une vision problématisée de la no-

tion d’instrument. Celui-ci n’est pas I'usage “naturel” d’un objet destiné a
remplir une fonction donnée, mais cet usage procede d’une construction qui
affecte aussi bien le dit objet — puisqu’il lui associe des fonctions — que 'u-
tilisateur lui-méme — 1'usage n’est pas neutre, il recquiert des évolutions de
la part de I'utilisateur. Nous proposons ici un bref apercu de cette approche,
permettant de réinterroger nos hypotheses précédentes. Pour un point de
vue plus exhaustif, on pourra se référer a la synthése que propose Restrepo
(2008), ainsi qu’aux travaux de Rabardel (1995).
Etudier un instrument, ¢’est donc étudier un processus d’émergence et d’ap-
propriation des potentialités qu’offre un objet a un utilisateur : une clef a
molette peut donner lieu & un instrument permettant de visser un écrou
mais, faute de marteau, elle peut aussi intervenir dans un autre instrument
permettant de planter un clou. Réciproquement, planter un clou avec un
marteau ou avec une clef a molette ne fait pas appel aux mémes gestes.

Il faut donc séparer deux composantes dans la notion d’instrument :
artefacts et schémes d’utilisation :

Nous pensons qu’il faut définir I'instrument comme une en-
tité mixte, qui tient a la fois du sujet et de 'objet (au sens
philosophique du terme) : I'instrument est une entité composite
qui comprend une composante artefact (un artefact, une frac-
tion d’artefact ou un ensemble d’artefacts) et une composante
schéme (le ou les schémes d’utilisation, eux-mémes souvent liés
a des schemes d’action plus généraux). Un instrument est donc
formé de deux composantes :

— d’une part, un artefact, matériel ou symbolique, produit

par le sujet ou par d’autres;

— d’autre part, un ou des schémes d’utilisation associés, ré-
sultant d’'une construction propre du sujet, autonome ou
d’une appropriation de ShSU (Schéme Sociaux d’Utilisa-
tion) déja formés extérieurement a lui.

(Rabardel, 1995, p.95)

La notion de scheme a été abordée dans de nombreux travaux, tels que par
exemple les travaux de Piaget, mais nous préférerons ici nous appuyer sur la
caractérisation qu’en propose Vergnaud (1990). Celle-ci permet de souligner
a la fois les rapports de ces schémes avec les connaissances du sujet (et leur
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observation), et le rapport étroit qu’ils entretiennent avec le contexte dans
lequel ils sont construits et employés :

Appelons « schéme » [’organisation invariante de la conduite
pour une classe de situation donnée. C’est dans les schéemes qu’il
faut rechercher les connaissances-en-acte du sujet, c’est-a-dire
les éléments cognitifs qui permettent a I'action du sujet d’étre
opératoire.

(Vergnaud, 1990, p. 136)

Rabardel (1995) s’intéresse plus précisément aux scheémes construits ou em-
ployés lors de l'interaction d’un sujet et d’un artefact, qu’il désigne comme
des “schémes d’utilisation”. Ces schémes peuvent avoir deux objets :

— des taches “secondes”, c’est-a-dire tournées vers “la gestion des car-
actéristiques et propriétés particuliéres de l’artefact” (Rabardel, 1995,
p.91). On parlera dans ce cas de schémes d’usage

— des taches “premieres”, “orientées vers l'objet de lactivité, et pour
lesquelles Uartefact est un moyen de réalisation” (ibid,p.91). On par-
lera alors de schemes d’action instrumentée

Un instrument résulte donc d’une construction impliquant 'artefact et
des situations dans lesquelles il sera employé, qui permettent 1’émergence
de schémes d’utilisation. Cette construction procede d’un double processus,
d’instrumentation et d’instrumentalisation, désigné par la genése instrumen-
tale :

Nous utiliserons le terme d’instrumentation, en accord avec
I'usage qui apparait dominant, pour désigner les aspects du pro-
cessus de genese instrumentale orientés vers le sujet lui-méme.
Nous réserverons celui d’instrumentalisation pour les processus
dirigés vers l'artefact :

— Les processus d’instrumentalisation concernent I’émergence
et I’évolution des composantes artefact de l'instrument :
sélection, regroupement, production et institution de fonc-
tions, détournements et catachreses, attribution de pro-
priétés, transformation de lartefact (structure, fonction-
nement etc.) qui prolongent les créations et réalisations
d’artefacts dont les limites sont de ce fait difficiles a déter-
miner ;

— Les processus d’instrumentation sont relatifs a I’émergence
et a I’évolution des schemes d’utilisation et d’action in-
strumentée : leur constitution, leur fonctionnement, leur
évolution par accommodation, coordination combinaison,
inclusion et assimilation réciproque, ’assimilation d’arte-
facts nouveaux a des schemes déja constitués etc.
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(Rabardel, 1995, p.111)

Par exemple, 'instrumentalisation concerne ’habitude qu’a prise mon grand-
pere de poser un aimant sur son marteau pour que le clou en soit solidaire au
moment de le planter — et ne pas se taper sur les doigts. Le changement que
cela induit dans le geste & produire pour le premier coup de marteau — moins
fort, moins sec, bien positionné. .. — reléve quant a lui de I'instrumentation.

Cette distinction entre artefact et schémes d’utilisation nous permet
d’envisager de maniére problématisée 1'usage des “outils” de Cabri 3D, que
'on regardera & présent comme des artefacts'. Trouche (2005) souligne la
complexité du processus de genése instrumentale, qui doit s’appréhender
simultanément de plusieurs points de vue :

Comprendre la genese instrumentale suppose de saisir plusieurs

articulations :

— Tarticulation entre les schémes sociauz ... | et les schémes
individuels (que I'individu constitue par et pour lui-méme;;

— larticulation entre deux types de schémes d’utilisation :
les schémes d’usage [... ] (Rabardel, 1995) et les schémes
d’action instrumentée ... ];

— D'articulation entre deux composantes duales de la genese :
une composante d’instrumentalisation [... | et une com-
posante d’instrumentation |...];

— Darticulation entre ce que ’outil impose de faire — les con-
traintes — et ce qu’il permet de faire — les potentialités;

— Darticulation enfin entre les différents artefacts, ou entre
différents niveauzr d’artefacts, dont le sujet dispose pour
son action.

(Trouche, 2005, p. 16)

Dans un environnement informatique tel que Cabri3D, il ne saurait donc
étre question d’ignorer la difficulté que pose 'utilisation des outils proposés :
prise en main des outils et émergence de schemes d’utilisation afin de pouvoir
traiter les problémes posés.

2.3.2 Un regard instrumental sur Cabri 3D

L’étude de l'intégration des environnements informatiques dans l’en-
seignement des mathématiques a donné lieu & nombre d’interrogations por-
tant sur les particularités de la genése instrumentale dans ce contexte. Comme

1. Trouche (2005) propose la notion d’outil qu’il situe par rapport aux notions d’arte-
fact et d’instrument, mais nous n’opérerons pas cette distinction. Nous désignerons par ce
terme les primitives proposées par Cabri3D : construction, tranformation, mesure, etc.
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le souligne Restrepo (2008), il a été montré que ce processus est éminemment
complexe, et ne peut étre séparé d’une construction simultanée de connais-
sances mathématiques (ibid, p.41). Les logiciels de géométrie dynamique
posent des problemes spécifiques, du point de vue de ’éleve qui doit con-
struire des instruments adaptés aux problemes posés dans un environnement
riche et peu “dirigiste”, et du point de vue de la conception des situations
d’enseignement qui doivent prendre en compte ces difficultés, ce que Healy
et Kynigos (2010) résument ainsi :

An important question for researchers will be to consider how
a given microworld becomes transformed into an instrument by
learners. Indeed, a criticism that can be levelled at studies inves-
tigating microworld use is that the complexities associated with
the appropriation by the user of the microworld tools have not al-
ways been given adequate attention. In retrospect, this might be
linked to the fact that microworld designers have aimed to pro-
duce representations of mathematics more accessible than their
traditional counterparts and, hence, perhaps underestimated the
demands associated with turning microworld tools into useable
instruments. °

(Healy et Kynigos, 2010, p.66)

L’objet de notre travail n’est pas ici de procéder a une étude de Cabri 3D du
point de vue instrumental. La construction d’instruments particuliers et
clairement identifiés, ou les conséquences de la prise en main des outils, ne
seront donc pas envisagés pour elles-mémes. Nous souhaitons limiter autant
que possible I’étude de cette geneése instrumentale pour considérer les instru-
ments comme révélateur d’un état de connaissance du sujet. Ainsi, nous ne
regarderons pas comment s’opere une genese instrumentale s’appuyant sur
la primitive “paralléle”, mais interrogerons les différents schemes envisage-
ables, pour résoudre un probleme donné. Les schéemes d’usage, traduisant
plutét une adaptation du sujet aux contraintes de l'artefact, permettront
ainsi d’étudier les connaissances du sujet : il est délicat d’utiliser la prim-
itive “rotation” sans une certaine anticipation, et certaines connaissances.
Les schemes d’action instrumentée seront pour leur part interprétés relative-
ment a différentes approches d’un probleme par le sujet — parallele pour

2. Une question importante pour les chercheurs sera de prendre en compte comment
un micromonde donné est transformé en un instrument par les apprenants. En effet, une
critique qui peut étre adressée aux études portant sur l'usage des micromondes est que la
complexité de l'appropriation des outils par l'usager n’a pas toujours été envisagée avec as-
sez d’attention. Rétrospectivement, cela est probablement lié au fait que les concepteurs de
micromondes ont souhaité produire des représentation d’objets mathématiques plus accessi-
bles que leurs équivalents traditionnels et, de fait, ont peut-étre sous-estimés les contraintes
associées a la transformation des outils du micromonde en instruments utilisables. (notre
traduction)
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reproduire une forme, une propriété, etc.

Cependant, étant donné la diversité d’usages que nous avons pu observer
en 2.2, il nous semble nécessaire d’apporter quelques précisions. Nous avons
tout d’abord pu observer que l'utilisation de primitives de construction —
construction directe, transformations, etc. — était extrémement variée : du
point de vue de leur finalité, mais aussi de la facilité de prise en main. Par
exemple, contrairement au premier groupe, le groupe 3 n’a pas pu controler
I'utilisation de I'outil “rotation”. Ensuite, il est apparu que le statut de I'u-
tilisation de certains outils, notamment les outils de mesure, était profondé-
ment affectée par le statut des dessins : inutilité pour le premier groupe,
vérification pour le second, et guide de construction pour le troisieme au
début de lactivité. Enfin, le role du déplacement dans les observations —
ajustement des formes pour le groupe 1 ou validation par invariance de pro-
priétés pour le groupe 3 — nous conduit a interroger les divers instruments
du déplacement mis en place.

Primitives de construction

Les primitives de construction sont, comme leur nom l'indique, celles
qui permettent de construire des objets dans le logiciel. Laborde et Capponi
(1994) distinguaient les primitives de dessin pur — permettant la construc-
tion d’objets au jugé, par exemple des points ou des droites — des primitives
géométriques — construction en référence & d’autres objets, selon des con-
traintes géométriques, comme milieu, parallele, etc. Il faudra pour notre part
effectuer une distinction supplémentaire, puisque nous souhaitons observer
différemment les primitives géométriques “simples” et “complexes”.

Le critere que nous choisissons pour la “simplicité” sera celui du nom-
bre de choix a effectuer par 'usager avant une rétroaction visuelle. Une
rétroaction immédiate permet de contrdler simultanément le choix d’un sec-
ond argument et le résultat qui en découle. Il est ainsi possible d’ajuster
aisément la valeur du second argument en fonction du résultat souhaité, et
de procéder par “essai-erreur”. En revanche, quand il s’aveére nécessaire de
fixer la valeur de plus de deux arguments avant toute rétroaction visuelle,
nous faisons I’hypothése que le cotit d’une recherche par essai-erreur devient
prohibitif : en 'absence de contrdle visuel, la seule stratégie envisageable
devient le parcours aveugle des différentes combinaisons possibles, qui sont
rapidement trés nombreuses.

L’outil “somme de deux vecteurs” sera ainsi jugé complexe, 'outil “milieu”
sera simple.

Définition 5
Nous considérerons comme simple une primitive géométrique dont l'usage
fait appel a moins de deux arguments.



80CHAPITRE 2. EVOLUTION : ROLE DE LA DECONSTRUCTION INSTRUMENTALE

Une primitive géométrique sera jugée complexe si son usage s’appuie sur
le choiz de plus de trois arguments.

Soulignons que ce vocabulaire de “simplicité” ou “complexité” d’un outil
ne préjuge pas de la difficulté pour le sujet a s’appuyer sur son usage dans
une résolution de probleme. Il désigne la possibilité de rechercher, en mobil-
isant tres peu de connaissances géométriques, par essai-erreur, des schemes
d’usage dont la finalité ne serait pas nécessairement la résolution d’un prob-
leme de géométrie. La difficulté d’usage d’un outil vu comme un artefact
sera fonction de la complexité de l'outil, mais aussi des connaissances du
sujet que nous n’avons pas prises en compte ici.

Par exemple, pour des éléves de seconde, I'usage de l'outil “cube”, bien que
reposant sur le choix de trois arguments (plan de base, centre de la base,
sommet de la base) sera généralement aisé en raison de la familiarité de cet
objet. L’usage de I'outil “translation”, ne faisant appel qu’a deux arguments,
sera en revanche plus délicat.

Primitives de dessin pur

Les primitives de dessin pur permettent des construction au juger, et
il est possible de considérer que 1’émergence de schemes d’usage peut se
faire sans l'interventions de connaissances mathématiques tres élaborées —
éventuellement par essai-erreur.
L’observation des schemes d’usage est donc pauvre en information : leur
absence met en lumiére une mauvaise appropriation des outils de Cabri 3D —
qu’il faudra bien entendu prendre en compte —, mais leur présence ne donne
que peu d’information sur le traitement de la tdche par I’éleve.
En revanche, I'observation de I’emploi de ces outils dans des schémes d’action
instrumentée, dont la finalité dépasse le seul usage de I'artefact, peut s’avérer
beaucoup plus riche : le positionnement d’un point a la verticale d’un lieu
peut étre par exemple tres significatif. Ces schemes devront faire 1’objet
d’une attention spécifique de notre part.

Primitives géométriques simples

Ce cas est a rapprocher des primitives de dessin pur en ce qui concerne
les schemes d’utilisation observés : ici encore, nous concentrerons notre at-
tention sur les schémes d’action instrumentée.
Ainsi, la primitive “parallele” ne fait appel qu'a deux arguments : une di-
rection et un point, et la rétroaction visuelle offerte des la sélection de la
direction permet une utilisation “au juger”. Cependant, le fait méme de
faire intervenir une contrainte — géométrique — pour la construction sera
un point crucial qu’il nous faudra discuter.

Primitives géométriques complexes
L’usage de ces primitives différe en raison de la nature des schémes d’usage
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efficaces. S’ils pouvaient émerger d’une recherche par essai-erreur dans les
cas précédents, cela devient extrémement cotliteux, et les résultats produits
sont de fait peu controlés. C’est par exemple le cas de la primitive “rotation”
pour le troisieme groupe que nous avons observé : les éléeves ne disposant pas
d’outils théoriques leur permettant de produire un schéeme d’usage adéquat,
leur utilisation empirique conduit & la production de résultats plus ou moins
aléatoires et incontrolés.

En revanche, la construction de Cabri3D repose sur la réalisation d’objets
mathématiques — transformation, constructions respectant des propriétés
données. .. — et les messages proposés par I'environnement lors de la décla-
ration des actions est trés proche de la formulation employée en mathéma-
tiques. Nous faisons donc I'hypothese suivante :

Hypothése de travail 3

Des actions déterminées et finalisées dans un cadre théorique de type GII,
s’appuyant sur la géométrie euclidienne, sont trés aisément réalisées dans
Cabri 3D, en raison des primitives de construction proposées.

Notons, pour plus de précision, que cela ne serait absolument pas le cas dans
un logiciel de DAO : un apprentissage tres spécifique serait nécessaire pour
transformer des exigences controlées par GII en réalisations matérielles a
I'interface du logiciel.

Ainsi, ces primitives ne sont “complexes” que dans la mesure ou la pro-
duction de schemes d’usage efficaces fait appel a un traitement hors de
Cabri3D. L’observation de ces schemes, et éventuellement de leur émer-
gence, sera de fait révélatrice de ’état de connaissance du sujet.

Bien entendu, I'observation de schemes d’action instrumentés mettant
en jeu ces artefacts sera elle aussi signifiante.

Outils de mesure

Tout comme pour les primitives de dessin pur, nous interrogerons peu
les schemes d’usage ou leur construction, mais nous intéresserons essentielle-
ment aux scheémes d’action instrumentée. La finalité des instruments con-
struits nous renseignera sur le statut des propriétés de mesure : mesurer pour
mieux controler 'ajustement d’une position ou afin d’invalider une construc-
tion auront deux significations profondément différentes en ce qui concerne
I’activité mathématique de I’éleve.

Le déplacement

La possibilité de déplacer un objet, et I'interprétation des conséquences
qui en découlent, est fondamentale dans les environnements de géométrie dy-
namique. Nous avons mentionné (1.3.3, p.54) le role que le déplacement est
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susceptible de jouer dans le cas tridimensionnel, puisqu’il s’agit de I'une des
rares observations visuelles parfaitement fiables. Plus encore qu’en géométrie
plane, il faudra observer 'utilisation par les éleves du déplacement. Celle-ci,
si elle pourrait sembler aisée ou naturelle, s’avere en réalité particulierement
complexe, source de difficultés nombreuses, en raison de la multiplicité des
instruments attachés a cet artefact.

Restrepo (2008) distingue ainsi le déplacement non-finalisé mathéma-
tiquement — pour l'exploration de la figure, par exemple rechercher les
“points qui bougent” —, le déplacement pour ajuster — pour ajuster la po-
sition d’un objet —, le déplacement pour identifier les invariants de la figure,
le déplacement pour constater les variations de la figure au cours du mouve-
ment — recherche de dépendance entre deux points, analyse des variations
de la figure... —, le déplacement pour trouver la trajectoire d’un point,
pour valider une conjecture/propriété, pour invalider une construction, pour
valider une construction. (ibid, pp. 240 - 243). On voit ici la multiplicité des
instruments, et I’auteur montre que I’émergence de ces schémes suit une cer-
taine chronologie et est corrélative des connaissances du sujet, a la fois sur
le plan mathématique et concernant I'utilisation méme de I’environnement.
Ainsi, le déplacement ne peut permettre la recherche d’invariants tant que
subsiste la peur de “détruire” la construction, identifiée par exemple par
Rolet (1996).

Hatterman (2009, 2010) montre que le cas de I'espace est relativement
similaire, et identifie des instruments cohérent avec la géométrie plane. Cepen-
dant certaines différences, liées a la géométrie dans I’espace, sont identifiées.
La premiere tient en ce qu’il est impossible de déplacer un point simultané-
ment dans les trois directions de ’espace. Ainsi, dans Cabri3D, le déplace-
ment se fait soit parallelement au plan de (Oxy), soit selon l'axe (Oz). Il
faut donc considérer que le déplacement libre identifié dans le plan donne
lieu & un déplacement limité par ’environnement (Hatterman, 2010, p.5).
Ensuite, certaines utilisations du déplacement apparaissent et sont propres
a la géométrie dans 'espace. Il s’agit notamment d’identifier des configura-
tions particulieres d’un objet, du test de fonction — pour déterminer le but
dans lequel un point a été construit — et du test du degré de liberté — pour
explorer le nombre de degrés de liberté d’un point. Ce dernier semble avoir
un réle beaucoup plus central en 3D, bien que difficile & mettre en place par
les étudiants.

Ces travaux permettent de considérer les usages du déplacement comme
des indicateurs pertinents de I'activité de ’éleve. Cependant, I'analyse doit
étre menée avec circonspection, tant les instruments sont multiples et doivent
s’interpréter relativement au sujet, mais aussi a la tache qui lui est proposée,
comme le souligne 'auteur :
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Due to our research results we recommend to separate the
analysis of dragging modalities in construction and exploratory
tasks. We claim that the cognitive processes in students’ mind for
example by ‘dragging to adjust’ are quite different in construc-
tion and exploratory tasks. ‘Dragging to adjust’ in construction
tasks (task 1) is a strong indicator of a non-experienced proband
whereas in an exploratory task (task 2), the same instrument is
appropriate to find new intersection figures. 3

(Hatterman, 2010, p.7)

Il nous faudra donc envisager les différentes instrumentations du déplace-
ment dans l'analyse a priori de situations, en s’appuyant a la fois sur les
différents instruments mis en évidence par Restrepo (2008) et Hatterman
(2010) et sur les caractéristiques des situations.

Il apparait néanmoins deés a présent que les instruments auxquels don-
nent lieu le déplacement ont des visées différentes, qui transparaissent dans
les schemes d’action instrumentée employés, et nous proposons de fait d’in-
terroger la déconstruction instrumentale de ce point de vue.

2.3.3 Ladéconstruction instrumentale : une notion hétérogene ?

Nous avons pu voir que les instruments s’appuyant sur Cabri3D, em-
ployés lors de la résolution de problemes de géométrie, sont intrinsequement
liés aux connaissances du sujet. Interroger leur nature nous conduit a pren-
dre en compte les particularités des représentations sur lesquels ils agissent,
des artefacts eux-mémes, et des connaissances impliquées dans les geneéses
instrumentales.

Des lors il nous faut interroger la notion de déconstruction instrumentale :
notre définition (2, p. 18) souligne la temporalité inhérente & 1'usage d’instru-
ments, mais n’interroge pas la nature de ces instruments. Pourtant, peut-on
considérer de la méme maniere une déconstruction instrumentale visant a
reproduire des propriétés mécaniques et une autre permettant de représen-
ter des objets géométriques? En d’autres termes, notre définition — et
le rattachement de la déconstruction instrumentale a la visualisation non-
iconique — repose sur la décomposition d’un objet en une succession de
taches secondes, mais ne s’intéresse pas aux tdches premiéres sous-jacentes.

3. Les résultats de nos recherches nous conduisent a proposer une analyse différente
des modalités du déplacement dans les tiches de construction et d’exploration. Nous pré-
tendons que les processus cognitifs des étudiants, par exemple quand ils “déplacent pour
ajuster”, sont assez différents dans des taches de construction et d’exploration. “Déplacer
pour ajuster” dans une tiche de construction (tache 1) est un indicateur fort d’un proband
inexpérimenté, tandis que dans une tache d’exploration (tdche 2), le méme instrument est
approprié pour trouver de nouvelles figures d’intersection. (notre traduction)
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Cette perspective, plus générale, nous permet d’apporter une nuance impor-
tante. Si la décomposition d'un objet en un assemblage d’unités figurales
fait signe vers la visualisation non-iconique, 1’objectif et le critere de validité
de cette déconstruction peuvent étre la reproduction d’une forme, ce qui en
revanche releve de la visualisation iconique.

Il nous faudra donc distinguer deux occurrences de la déconstruction
instrumentale (Fig.2.10).

La déconstruction instrumentale a visée iconique

Dans le premier cas, la reproduction d’une forme est le seul critere de
validité de la construction. L’usage d’artefacts ne peut provenir que de
I’expérience — essai-erreur, schémes sociaux... — malis ne tirent pas leur
validité de considérations portant sur un objet géométrique.Cette décon-
struction instrumentale, si elle fait signe vers la visualisation non-iconique,
reste donc profondément attachée a la visualisation iconique par son objet,
et s’inscrit dans GI.

Nous pouvons interpréter ainsi la construction par le troisiéme groupe
d’un plan parallele au plan de base, portant le losange supérieur : méme s’il
s’agit décomposer le prisme en ses faces, ’horizon de cette construction est
de reproduire la forme du modele, et ses dimensions. L’usage de la primitive
“parallele” sert ici a mieux controler la construction, mais le parallélisme
est envisagé comme une caractéristique de la forme plutét qu’une relation
entre les deux faces. De fait, quand il sera possible de controler les formes
sans s’appuyer sur des primitives géométriques, ces dernieres seront délais-
sées : ainsi les arétes de la base losange sont construites par ajustement des
somimets.

La déconstruction instrumentale a visée non iconique

Dans le second cas, la construction effectuée est la matérialisation d’opéra-
tions effectuées sur la figure, et vise a produire une représentation respectant
des propriétés géométriques qui en définissent la structure. Elle releve donc
de la visualisation non-iconique a la fois par le fait qu’elle s’appuie sur une
décomposition de 'objet visé, mais aussi car celui-ci est considéré comme
représentant d’un objet assemblage d’unités figurales — et non comme une
forme uniquement.

On pourra par exemple considérer que cette modalité de déconstruc-
tion instrumentale peut émerger d’un travail sur la figure, en traduisant une
matérialisation de sa déconstruction dimensionnelle, transformant une de-
scription de sa structure en une procédure constructive. Soulignons encore
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que cette transformation n’a rien de “naturel” — comme par exemple dans
un logiciel de DAO —, méme si les caractéristiques de Cabri3D la rendent
plus aisée.

Déconstruction instrumentale

Manipulation d'instruments: temporalité

" S

Probléme de N'a de sens que relativement
reproduction de forme, a un objet géométrique,
contréle purement perceptif: contrdle dans GII nécessaire:
reléve de la releve de la

visualisation iconique visualisation non iconique

FIGURE 2.10 — Deux déconstructions instrumentales

Quels observables dans Cabri3D ?

Concernant Cabri3D, ces deux modalités de la déconstruction instru-

mentale sont en fait cohérentes avec la distinction que nous avons proposée
entre des primitives géométriques simples et complexes. Comme nous ’avons
signalé, I'usage de primitives simples ne désigne pas une déconstruction in-
strumentale centrée sur la reconstruction de formes, et il nous faudra pour
cela observer des procédures plus larges. L’analyse dont leur usage fera 1’ob-
jet sera comparable a celle des instrumentations du déplacement, et devra
découler de I'analyse a priori.
En revanche, nous avons fait ’hypothése qu'un controle théorique basé sur
GII permet un usage aisé de primitives complexes. Nous avons aussi men-
tionné la difficulté d’élaborer des schémes d’usage sans le recours a une
géométrie de type GII, car alors le coflit de 'usage de ces primitives devient
rédhibitoire. Cela nous conduit donc a formuler une I’hypothese réciproque,
qu’il nous faudra confirmer par 1’observation :

Hypothése de recherche 4

Une genése instrumentale ot interviennent des primitives géométriques com-
plexes motive un travail dans GII, généralement seul a méme de permettre
I’élaboration de schémes d’usage efficace.

A ce titre, nous pourrons donc considérer que l'usage de ces primitives
traduit une déconstruction instrumentale relevant de la visualisation non-
iconique et d’un travail sur un objet géométrique.
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Déconstruction instrumentale

Manipulation d'instruments: temporalité

/

Probléme de
reproduction de forme,
contréle purement perceptif:
releve de la

S

N'a de sens que relativement
a un objet géométrique,
contréle dans GII nécessaire:

reléve de la

visualisation non iconique

visualisation iconique

Les primitives
géométriques sont
nécessairement
simples

Les primitives
géométriques peuvent
étre complexes

FIGURE 2.11 — Usage des primitives et déconstruction instrumentale

Cela nous conduit a interroger les relations qui peuvent exister entre ces
déconstructions instrumentales, et d’une maniére plus large entre la visual-
isation iconique et les procédures relevant de la visualisation non-iconique.

2.3.4 Des interactions imprévues

Duval (1994, 1999, 2005) n’a cessé de souligner la distance séparant, d'un

point de vue cognitif, les différentes appréhensions, visualisations et décon-
structions que nous avons pris en considération. Nous méme avons signalé
combien ces opérations résultent de regards différents sur les probléemes de
géométrie et les objets concernés.
Pourtant, il est apparu que nous pouvions remettre en question I’apparente
unité de la déconstruction instrumentale. Nous avons de méme pu observer,
a priori, une coexistence et une évolution que nous n’avions pas anticipé.
Cela nous conduit a considérer de nouveau les questions suivantes :

(1) La pratique d’'une activité favorise-t-elle I'acquisition des
manieres de voir liées aux autres types d’activité 7 Privilégier, par
exemple, les activités de construction entraine-t-il le développe-
ment de la capacité heuristique a enrichir et a réorganiser les
figures ?

Cette question du transfert, essentielle dans les apprentissages,
peut étre élargie :

(1bis) Y aurait-il un ordre, et donc une hiérarchie & respecter,
pour introduire les activités propres & ces quatres entrées* ? Par

4. botaniste, arpenteur-géométre, constructeur, inventeur-bricoleur (nous précisons)
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exemple, 'approche botaniste peut-elle étre considérée comme
la premiére étape nécessaire a toute acquisition de connaissances
géométriques 7

(Duval, 2005, p. 12)

Cette question du transfert apporte cependant une interrogation qui reléve
de l’enseignement, et ne peut étre réduite a une approche cognitive qui
distingue différentes approches sans pouvoir envisager d’interactions. L’ap-
proche instrumentale nous permet de formuler certaines hypotheses d’inter-
action et d’évolution propres a la déconstruction instrumentale.

Interaction de deux déconstructions instrumentales

Si les deux déconstructions instrumentales semblent relever du méme
processus, c’est-a-dire proposer un processus de construction d’un objet
matériel, elles different profondément

— par le statut des objets construits : reproduction de la forme d’un objet

matériel ou représentant d’un objet géométrique

— par les schémes d’usage mis en ceuvre : schemes éventuellement élaborés

par essai-erreur, ou faisant nécessairement appel a un travail dans GII

— par le controle des actions réalisées avec ces instruments : controle

essentiellement visuel dans le premier cas, ou pouvant s’affranchir de
la visualisation dans le second

— par la possibilité de prise en charge des invariants du déplacement :

trés limitée et souvent partielle dans le premier cas, complete dans le

second
Il est donc possible, dans le cadre de la TSD, d’envisager des interactions
entre ces deux déconstructions. La premiére, plus simple a mettre en ceuvre,
offre des instruments pertinents et efficaces pour reconstruire des formes.
Pour autant, elle ne permet généralement qu’une reproduction limitée des
invariants du déplacement et s’appuie fondamentalement sur un controle vi-
suel des réalisations et de leur validité.
Il s’agit ainsi de construire des situations pour lesquelles la premiere forme de
déconstruction instrumentale permettrait une résolution partielle des prob-
lémes, et ol les primitives complexes seraient & méme de permettre la cons-
truction d’instruments plus adéquats. La recherche de schemes d’usages ef-
ficaces serait alors susceptible, selon notre hypothese de recherche 4, de
susciter un travail dans GII et donc la seconde modalité de déconstruc-
tion instrumentale. (Fig.2.12) Cette évolution en direction d’une forme de
déconstruction instrumentale plus fortement ancrée dans un paradigme de
type GII consiste finalement en une genese instrumentale impliquant un arte-
fact “contenant” des connaissances mathématiques. Ce processus correspond
d’une certaine maniere a ce que Mariotti (2000) étudie comme médiation
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Déconstruction instrumentale

Manipulation d'instruments: temporalité

— N

Premiére espeéce: Seconde espéce:
Assujettie a la visualisation Visualisation non-iconique
iconique Primitives éventuellement
Primitives simples complexes

Affranchissement du contrdle visue
Prise en charge des invariants du
déplacement

FIGURE 2.12 — Interaction des deux formes de déconstruction instrumentale

sémiotique impliquant un “artefact culturel”® :

The functionning of an artefact in the development of meaning
can be described taking into account the process of semiotic me-
diation which develops at different levels :

— The pupil uses the artefact, according to certain utilisa-
tion schemes, in order to accomplish the goal assigned by
the task; in doing so the artefact my function as a semi-
otic mediator where meaning emerges from the subject’s
involvment in the activity.

(Mariotti, 2000, p. 36)

Il était donc cohérent d’anticiper que, sous des contraintes bien choisies,
la déconstruction instrumentale se complexifie et fait intervenir un controéle
théorique croissant. La recherche d’éléments de réponse aux questions que
nous avons citées p.86 (2.3.4) nous conduit & formuler deux hypotheses
supplémentaires. La premiere concernera 1’émergence de la déconstruction
instrumentale dans une activité s’appuyant sur la visualisation iconique. La
seconde concernera la capacité de la déconstruction instrumentale a susciter
un passage vers la déconstruction dimensionnelle, et les conditions de ce
passage.

La visualisation iconique et la déconstruction instrumentale

La question qui se pose ici est la suivante : la déconstruction instrumen-
tale peut-elle émerger dans une activité conditionnée par la visualisation

5. “A microworld like Cabri is a particular case of cultural artefact”, (Mariotti, 2000,
p. 36)
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iconique ? Nos observations — notamment le troisieme groupe — laissent a
penser que cette éventualité est & prendre en compte, et la prise en compte
d’une déconstruction instrumentale dont la visée serait conditionnée par la
visualisation iconique permet de l'interpréter.

Il n’y a de fait pas de rupture majeure relativement a l'objectif visé par
la construction dans ces deux cas, puisqu’il s’agit toujours de reproduire
une forme, dotée des bonnes caractéristiques physiques — grandeurs, allure
générale. ..

Une évolution majeure se situe du coté des moyens mis en ceuvre pour par-
venir a ces constructions, et du controle des actions. D’une construction
initialement réalisée “au juger”, il s’agit de s’appuyer sur des primitives de
construction offrant un contrdle partiel des propriétés de 'objet construit,
controle qui s’exerce alors a priori. Par exemple, I'usage de l'outil “paral-
lele” impose de positionner la parallele construite a une position visuellement
identifiée, néanmoins sa direction est controlée a priori par cet outil.

Pour parvenir & cette déconstruction instrumentale, une seconde évolu-
tion doit s’opérer pour maitriser la temporalité de la procédure. En effet, la
construction doit obéir & un processus de construction dont les actions ne
sont pas interchangeables, contrairement aux constructions relevant pure-
ment de la visualisation iconique. Les objets sont construits selon un ordre
précis qui permet déja d’envisager des relations entre les objets.

Pour illustrer ce propos, étudions deux constructions du rectangle a la re-
gle et au compas. La premiere consiste en la construction de deux droites
dont les directions sont visiblement paralléles — disons horizontales —, puis
deux droites verticales. L’ordre des constructions n’a aucune incidence sur
le processus lui-méme, et toute permutation de I'ordre des tracés produit un
résultat similaire. La seconde (Fig.2.13) reproduit une méthode employée
en dessin technique, car plus précise que la construction de perpendiculaires
successives : tracer une droite, deux sommets sur cette droite, deux cercles
centrés en les sommets et de rayon la longueur des cotés a construire, la
droite tangente aux deux cercles (parallele a la premiére droite), et enfin les
deux cOtés manquant.

La seconde construction peut n’étre qu’une technique apprise permettant
de reproduire une forme, et son but n’avoir aucun rapport avec la visual-
isation non-iconique, mais pourtant cela releve déja de la déconstruction
instrumentale.

Nous formons 'hypothese que ces deux évolutions peuvent advenir pour
pallier les limites du contréle purement visuel des constructions. La premiére
s’accompagne ainsi de ’émergence de schémes d’usage permettant de s’ap-
puyer sur 'utilisation de primitives géométriques. La seconde correspond en
fait a I’émergence de schémes d’action instrumentée imposant un ordre de
construction, qui permettent de considérer un passage effectif vers la décon-
struction instrumentale.
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A
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FIGURE 2.13 — Une déconstruction instrumentale du rectangle

Visualisation Déconstruction

iconique instrumentale
Controéle visuel Manipulation d'instruments
Reproduction de formes : temporalité

/

Premiére espeéce:
Assujettie a la visualisation
iconique
Primitives simples

Meilleur contrdle visuel grace
aux primitives géométriques
Ordre des constructions

FIGURE 2.14 — Interaction entre visualisation iconique et déconstruction
instrumentale

Cette hypothese, si elle est fondamentale dans notre perspective, n’est
pas suffisante pour autant. En effet, le passage a la déconstruction instru-
mentale, a plus forte raison quand elle est controlée par la visualisation
iconique, ne garanti en rien une évolution vers la déconstruction dimension-
nelle, ni méme vers la visualisation non-iconique.

Cependant notre hypothese précédente nous permet, compte tenu des par-
ticularités de I'environnement et des choix que nous aurons a opérer pour
proposer des situations d’enseignement, d’envisager un continuum entre la
visualisation iconique et la déconstruction instrumentale de seconde espéce.

Ce sont donc les relations entre cette derniere et la déconstruction di-
mensionnelle, dans le contexte de Cabri3D, qui forme le point névralgique
de nos hypotheses.

Les premieéres relations que nous avons proposées n’ont rien de spécifiques
a un environnement tel que Cabri3D. L’émergence d’objets caractérisés par
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des procédures de constructions peut parfaitement s’envisager dans un envi-
ronnement papier-crayon, avec la regle et le compas — l'exemple (Fig. 2.13)
que nous avons proposé en est tiré. De méme, une complexification de la dé-
construction instrumentale émergeant de reconstructions “simples” est en-
visageable dés que les artefacts utilisés sont complexes — on pensera par
exemple aux machines mathématiques utilisées par M. Maschieto.

Déconstruction instrumentale et déconstruction dimensionnelle

Le passage vers la déconstruction dimensionnelle n’a en revanche rien
d’évident, et Duval (2005) propose méme ’hypothése inverse :

On ne peut pas espérer que les éleves, qui en restent tres
légitimement aux fonctionnements cognitifs propres a la visuali-
sation iconique, puissent entrer dans la compréhension d’énoncés
et de démarches discursives qui s’appuient sur une visualisation
non-iconique et qui requiérent le réflexe optique de la déconstruc-
tion dimensionnelle des formes. D’ou I'importance d’un travail
long et spécifique pour faire entrer dans ces manieres si partic-
uliéres de voir qui sont propres a la géométrie. Mais on ne peut
non plus espérer que les éleves qui seraient essentiellement en-
trainés aux manieres de voir du constructeur ou de 'inventeur
bricoleur, c¢’est-a-dire a une construction instrumentée des figures
ou a des justifications par des transformations figurales, puissent
entrer dans la comprénehsion du fonctionnement des déductions
valides sans lesquelles il ne peut y avoir de preuves fondées sur
des définitions ou des théoremes.

(Duval, 2005, p.50)

Nous souhaitons montrer ici que les caractéristiques de Cabri 3D nous per-
mettent de formuler une hypothese différente.

La premiere raison est la proximité existant entre les primitives et cer-
tains objets géométriques — par exemple les transformations, les polyedres
réguliers. .. C’est en ce sens que nous avons formulé I’hypothése de travail 3
et, réciproquement, I’hypothese de recherche 4. Pour autant, cela ne garan-
tit pas le passage vers la déconstruction dimensionnelle : le recours a GII
peut n’étre que contextuel, et limité a des occurrences tres ponctuelles dans
un processus de déconstruction encore marqué par la nature des artefacts
employés et par une forte dimension temporelle. Pour que la déconstruction
dimensionnelle puisse prendre sens dans 'activité géométrique, les relations
entre unités figurales doivent étre décontextualisées, envisagées hors du seul
processus de construction.

La deuxieme raison que nous invoquerons est donc le role des caractéris-
tiques de la géométrie dynamique, et notamment du déplacement. Envis-
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agées comme des invariants du déplacement, les relations entre unités fig-
urales ne sont plus assujetties & un procédé constructif. Bien entendu, il
faut y recourir pour produire ces relations, en revanche 'interprétation des
invariants renvoie & des caracteres structurels de ’objet, et de fait a la dé-
construction dimensionnelle.

Enfin, la validation des constructions peut ne plus étre assujettie a la percep-
tion visuelle. La déconstruction instrumentale de seconde espece permettait
de s’affranchir du controle perceptif de I'usage des primitives — ce qui corre-
spond a des taches secondes —, sa dialectique avec la déconstruction dimen-
sionnelle offre une validation a priori des procédures de construction — les
taches premieéres. En particulier, cela justifie un travail portant sur I’objet
géométrique, dans GII, pour montrer la congruence de deux déconstruction
dimensionnelle et justifier des procédures de construction.

Par certains usages de Cabri 3D, I’horizon de GII et de la déconstruction
dimensionnelle semblent ainsi pouvoir émerger conjointement d’une décon-
struction instrumentale de seconde espéce. Réciproquement, pour offrir des
procédés constructifs, la déconstruction dimensionnelle doit se recontextu-
aliser dans un processus constructif, et donner naissance & des déconstruc-
tion instrumentale. A ce titre, et en vertu de notre hypothése de travail
3, les primitives complexes s’averent particulierement propices a cette “con-
textualisation”. C’est donc une dialectique qui s’engage entre déconstruction
instrumentale et déconstruction dimensionnelle, que résume la figure 2.15.

Déconstruction Déconstruction

instrumentale dimensionnelle

Manipulation d'instruments :| [Lien vers 1'objet géométrique
temporalité Travail dans GII

Prise en charge du déplacement
Validation a priori des constructions

Interprétation des primitives
Seconde

P
Visualisation
non-iconique
Primitives éventuellement
complexes -

Réalisation matérielle
Procédure constructive

FIGURE 2.15 — Interaction entre déconstruction instrumentale et déconstruc-
tion dimensionnelle

Déconstruction dimensionnelle et visualisation iconique

Il nous faut enfin envisager la coexistence de deux appréhension des
dessins a priori profondément différentes. En effet I’observation du premier
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groupe montre que, méme quand la déconstruction dimensionnelle est mobil-
isée, la reconstruction de formes reste pertinente, et cela conduit a interroger
le role potentiel de la visualisation iconique dans l’activité mathématique du
sujet.

La position que nous avons adoptée tend a I'exclure de facto quand activité
est centrée sur 'objet géométrique, ces deux approches étant inconciliables
d’un point de vue cognitif. Pourtant, un mathématicien qui voit le dessin
d’un carré ne procede pas a une déconstruction systématique, et rien ne I’em-
péche de reconnaitre un carré a sa forme, ce qui indique un recours ponctuel
a la visualisation iconique (pour plus de précisions, voir 1.1.2, p.14). Bien
souvent, cette reconnaissance visuelle est amplement suffisante pour 'activ-
ité qu’il doit mener, et présente 'avantage d’exiger moins d’opérations pour
le traitement de I'information percue.

C’est donc lefficacité de ce mode d’appréhension qui nous conduira a
formuler ’hypothése d’un possible “retour” a la visualisation iconique, retour
qui reste cependant ponctuel et dont la validité des résultats obtenus est
limitée.

2.4 Retour sur nos questions de recherche

2.4.1 Un premier bilan

Ces premieres observations, bien qu’imprécises, ont permis de mettre en
relief certaines limites de nos outils d’analyse. Il s’est notamment avéré qu'un
point de vue exclusivement centré sur les paradigmes géométriques, les dif-
férentes appréhensions du dessin, et ses fonctions dans ’activité géométrique,
souffrait de deux défauts majeurs. Le premier était I’absence de prise en
compte des artefacts offerts par ’environnement informatique, que nous
considérions comme non-problématiques. Le second était l'incapacité a en-
visager des relations entre les différentes appréhension du dessin, partic-
ulierement dommageable dans une perspective d’enseignement puisque le
passage vers la déconstruction dimensionnelle ne pouvait alors s’envisager
que comme une rupture brutale.

L’approche instrumentale constitue une réponse a la premiere difficulté,
et permet de souligner l'incidence de l'usage de primitives sur l'activité
géométrique du sujet. Il est apparu que notre définition de la déconstruction
instrumentale, centrée sur des caractéristiques fondamentales des opérations
réalisées sur les objets considérés, devait s’enrichir de considérations relatives
aux instruments employés : au dela des particularités du procédé constructif
que nous avions caractérisées, en quoi les instruments employés affectent-
ils Pactivité du sujet, et en donnent-ils des observables? En particulier il
s’agissait de procéder a une étude des différents schémes d’utilisation en-
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visageables, en prenant en compte tant 'artefact que les connaissances du
sujet.

Cela nous a conduit, relativement aux primitives de Cabri3D, a considérer
deux modalités de déconstruction instrumentale. Dans le cas d’un assujet-
tissement a la visualisation iconique, qui controle la finalité et la validation
des actions, nous avons fait ’hypothése que seules les primitives simples
(Définition 5, p. 5) peuvent faire 'objet d’un usage efficace et contrélé. Dans
le cas ou il est possible de mobiliser des connaissances mathématiques plus
élaborées, nous considérons que la déconstruction instrumentale n’est plus
de méme nature : les actions sont finalisées et validées par un travail sur
I’objet géométrique, et il est possible de s’appuyer sur 'usage de primitives
géométriques complexes de manieére efficace et contrélée. Ces deux modal-
ités sont désignées respectivement par des déconstruction instrumentale de
premiere et de seconde espéce.

Cette distinction s’est avérée précieuse pour envisager des relations en-
tre les différentes approches du dessin, en fournissant une “interface” entre
visualisation iconique et déconstruction dimensionnelle.

Le passage de la visualisation iconique & la déconstruction instrumentale de
premiere espeéce apparait ainsi répondre au probleme du contréle visuel de
la position des objets, trés mauvais dans l'espace. L’usage de primitives
géométriques permet de s’affranchir partiellement de ces difficultés, et dans
le méme temps les schémes d’action instrumentée dans lesquels ces primi-
tives sont utilisées imposent la prise en compte de relations entre des unités
figurales, et le respect d’'un ordre de construction dicté par ces relations.
La visée demeure celle de la visualisation iconique, mais les moyens mis en
ceuvre procedent déja d’une déconstruction de I'objet considéré.

Le contréle visuel reste néanmoins fondamental pour prendre en charge
certaines propriétés de construction : le tracé d’une parallele suppose de
choisir la position d’un point par lequel elle passera. En outre, ces primi-
tives n’offrent la possibilité de reproduire des invariants du déplacement que
de maniere tres partielle, comme nous avions pu l’observer avec le troisieme
groupe. Pour s’affranchir du contréle visuel et reproduire certains invariants,
il devient nécessaire de s’appuyer sur 'utilisation de primitives complexes, et
d’engager une déconstruction instrumentale de seconde espece. Ce passage
ne nécessite donc plus de faire émerger un processus constructif ordonné, ou
des relations entre les unités figurales, mais d’offrir une interprétation de ces
relations. Nous avons fait I’hypothese (pp. 81 et 85) que GII s’offre comme
paradigme privilégié pour cette interprétation.

C’est alors une dialectique qui s’engage entre déconstruction instrumen-
tale et déconstruction dimensionnelle, la premiere offrant une réalisation
matérielle et des procédés constructifs, la seconde apparaissant comme une
décontextualisation ou la dimension temporelle est absente, ou le type de
déconstruction est cohérent avec un traitement dans GII, et ou il est notam-
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ment possible d’interpréter les invariants du déplacement indépendamment
des instruments qui les produisent.

Les interactions proposées, ou apparait fortement le réle central des dé-
constructions instrumentales, sont résumées sur la figure 2.16.

A la lumicre de ces considérations, il apparait donc impératif d’exam-
iner de nouveau notre questionnement. Les interactions dont nous avons
fait I’hypothese permettent d’envisager une progression, dans un contexte
d’enseignement. Nous n’avions pu, dans le premier chapitre, donner que faire
I’hypothese de contraintes sous lesquelles la déconstruction dimensionnelle et
GII permettaient de restaurer un équilibre [sujet<>milieu] — c’est-a-dire
de résoudre les problemes de géométrie posés. Ces hypotheses étaient lim-
itées a une visée asymptotique, mais les moyens de cette évolution restaient
implicites. Les hypotheéses que nous faisons porter sur ces moyens doivent
maintenant étre précisés.

Signalons que nous passons sous silence une question implicitement soulevée
par la distinction des deux déconstruction instrumentale. En effet, celle-ci
repose essentiellement sur ’observation séparée, d’une part de la finalité et
des modes de validation des actions, et d’autre part de la nature des actions
elles-mémes : le passage a la déconstruction instrumentale de premiere es-
pece repose sur 1’évolution de la nature des actions, celui vers la seconde
espéce concerne une évolution de la finalité et des modes de validation.

La prise en compte de cette distinction reléve selon nous d’une problématique
de modélisation, et appelle essentiellement a des choix méthodologiques. De
fait, nous remettons au chapitre suivant cette étude.
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2.4.2 Positionnement de notre recherche

Notre questionnement initial concernait le passage d’un travail des éleves

centré sur le dessin & un travail portant sur la figure, offrant un statut de
critere de validité a la démonstration qui s’en trouvait légitimée. Notre hy-
pothese de recherche 2 (p.29), mentionnait déja “certaines conditions” sous
lesquelles la visualisation iconique se trouvait déstabilisée, I’hypotheése suiv-
ante (3, p.53) supposait l'existence de situations favorisant I’émergence de
la déconstruction dimensionnelle. Comme nous ’avons signalé, la portée de
ces hypotheses se limitait alors a un éventuel théoreme d’existence établis-
sant que, asymptotiquement, l'activité de 1’éleve tendait nécessairement a
s’ancrer dans GII et la déconstruction dimensionnelle.
Deux conditions émergeaient cependant. D’ une part, il fallait éviter les aug-
mentations trop brutales de complexité que nous avions identifiées dans le
cas de la perspective cavaliére : si la visualisation iconique ne devait pas
permettre de résoudre les problemes posés, elle devait nécessaire permet-
tre de proposer des solutions, et de percevoir les rétroactions négatives du
milieu. D’autre part, il était possible de s’appuyer sur les particularités de
Cabri 3D pour satisfaire & cette premiere condition et produire des situa-
tions dans lesquelles la une solution valide devait impérativement s’appuyer
sur la déconstruction dimensionnelle et GII. Néanmoins, la progression qu’il
s’agissait de susciter n’était pas explicitée, malgré les écarts cognitifs que
nous avions mentionnés.

L’approche instrumentale permet de préciser ces conditions implicites,
qui sont résumées par la figure 2.16 (p.96), et qui doivent permettre une
émergence de la déconstruction dimensionnelle. L’étude que nous menerons
ultérieurement reposera sur I’hypotheése suivante :

Hypothése de recherche 5

Un travail s’appuyant sur la déconstruction dimensionnelle et s’ancrant dans
un paradigme géométrique de type GII est susceptible d’émerger de situations
s’appuyant sur Cabri 3D et respectant les conditions suivantes :

(i) La visualisation iconique permet de rechercher des solutions, mais est
peu efficace et ne permet pas de résoudre le probléme. L’invalidation
peut étre percue grace a la visualisation iconique.

(ii) L’instrumentation des primitives simples de Cabri 3D apporte un fort
gain d’efficacité, offre des solutions approchées, mais n’offre pas de
solution. Ici encore, l'invalidation peut étre percue grice da la visuali-
sation iconique.

(iii) Le probléme peut étre résolu grice da linstrumentation de primitives
complexes. Celle-ci repose alors sur une dialectique forte entre la dé-
construction instrumentale et la déconstruction dimensionnelle.
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Bien entendu, certains points restent en suspens, mais nous les laisserons
volontairement hors du champ de notre étude. Il s’agit notamment des trois
questions suivantes :

1. L’évolution se stabilise-t-elle ?
En d’autres termes, la visualisation non-iconique demeure-t-elle prépondérante
dans des situations qui ne sont pas spécifiquement congues pour sus-
citer un passage vers la déconstruction dimensionnelle ?

2. Les résultats sont-ils transférables ¢
Peut-on observer un effet de cet “apprentissage de la déconstruction
dimensionnelle” hors de Cabri 3D, ou cela demande-t-il un travail spé-
cifique ?

3. Quel est le role des interactions sociales ?
Il s’agit ici du role de I’enseignant, mais aussi des autres éleves, et cette
question est parfaitement légitime quand on songe que la déconstruc-
tion dimensionnelle est qualifiée de processus essentiellement discursif
par Duval (2005).

Répondre a ces questions demanderait un travail spécifique, ultérieur a la
présente étude, aussi il faudra nous contenter d’esquisser éventuellement des
pistes de réponse “naives” a partir des résultats de notre étude.

En revanche, pour mettre a 1’épreuve notre hypothése de recherche, il
nous faut mettre en place une ingénierie didactique susceptible de laisser
apparaitre les phénomeénes que nous avons postulés. I est donc nécessaire
de nous doter d’outils méthodologiques adéquats, afin de modéliser et inter-
préter nos observations. Cette modélisation doit répondre a certaines exi-
gences.

En premier lieu, elle doit permettre de proposer une interprétation des
actions effectuées par un sujet dans Cabri3D en termes de visualisation
iconique, déconstruction instrumentale et déconstruction dimensionnelle. En
effet, il serait illusoire de vouloir observer directement ces processus, et nous
devons déterminer des observables tant pour construire notre analyse a pri-
ori que pour interpréter nos observations.

Elle doit ensuite donner a voir les coexistences et interactions que nous avons
postulées entre les différentes appréhensions. Il ne peut dont étre simplement
question d’observer qu’une activité met en jeu la visualisation iconique, ou
deux déconstruction instrumentale différentes, mais il est aussi nécessaire de
caractériser les observations. Comment, et pourquoi, des processus distincts
peuvent-ils coexister 7 Quel est leur réle dans le processus de résolution ?
L’analyse devra offrir des éléments de réponse & ces questions.

Ces distinctions sont délicates, et nous avons mentionné (2.4.1, p.95) que
nos outils ne nous permettaient pas de séparer les deux modalités de la
déconstruction instrumentale. Il est donc nécessaire de se doter d’un outil
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méthodologique mettant en lumiere les nuances que nous avons soulignées.
Nous proposons de nous appuyer sur le modele cK¢ qui permet des distinc-
tions fines offre un outil d’analyse systématique.
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Chapitre 3

Méthodologie

Nous proposons d’établir un outil méthodologique permettant d’em-
brasser dans le méme temps différentes dimensions : visualisations, décon-
structions, paradigmes géométriques, fonctions du dessin et geneses instru-
mentales. Il s’avere que ces regards sur 'activité mathématique, si ils peuvent
fonder ’analyse, ne sont pas opératoires pour la mener a bien dans la mesure
ou ils ne proposent pas d’observables systématiques : tout au plus dispose-
t-on d’indices permettant de donner des arguments pour une interprétation.
Compte tenu de I'importance des paradigmes géométriques dans notre réflex-
ion, il aurait pu sembler naturel de nous appuyer sur le modele d’Espace de
Travail Géométrique (ETG) développé simultanément (Houdement et Kuz-
niak, 2006; Kuzniak, 2009). Cependant ce modeéle ne permet pas a lui seul de
prendre en considération certains aspects que nous avons soulignés comme
essentiels, notamment la distinction des deux déconstruction instrumentale
ou les relations entre plusieurs appréhensions du dessin.

Nous présenterons dans ce chapitre un travail sur le modele cK¢ destiné
a nous doter d’'un outil méthodologique adapté tant a nos interrogations
théoriques qu’a des exigences méthodologiques.
La distinction forte entre opérateurs et contrdles, qui sera un point névral-
gique de notre utilisation de cK¢, permet d’identifier a la fois certaines car-
actéristiques de 'activité du sujet et les raisons que le poussent a agir. De
fait, les visualisations pourront transparaitre dans ’action, tandis que le réle
des différents paradigmes influera sur les controles employés et leur artic-
ulation. Des geneses instrumentales s’illustreront pour leur part dans cer-
taines dynamiques, émergences, constructions, disparitions, réarrangements
de combinaisons d’opérateurs et de controles.
Nous chercherons enfin & montrer qu’une méthodologie adaptée fait ap-
paraitre cK¢ comme un outil d’analyse systématique articulant un niveau
global et un niveau local, dans lequel I’étude des différentes interactions en-
tre visualisations, déconstructions et paradigmes peut s’interpréter et donner

101



102 CHAPITRE 3. METHODOLOGIE

lieu & des observations.

L’étude théorique de cK¢ visera ainsi & articuler entre eux deux niveaux
d’observation. A un niveau “microscopique”, il s’agira d’offrir un moyen
de caractériser les mécanismes de résolution pour eux-mémes. A un niveau
“macroscopique”, il s’agira d’étudier comment nos outils théoriques précé-
dents influent sur les contrdles les plus centraux des résolutions. L’articula-
tion de ces deux niveaux, permise par la cohérence de leurs moyens d’étude,
permettra notamment I’étude des interactions résumées par la figure 2.16.

3.1 cK¢ : une mécanique de précision

Le modeéle cK¢ s’appuie a la fois sur la théorie des situations didac-
tiques (TSD) (Brousseau, 1998) et sur la théorie des champs conceptuels
(Vergnaud, 1990). La TSD permet notamment de caractériser un état de
connaissance du sujet comme un équilibre entre le sujet agissant sur le mi-
lieu, et les rétroactions qu’il percoit de ce milieu. La théorie des champs
conceptuels s’attache en outre a caractériser 1’état de connaissance au-dela
de cette seule condition d’équilibre, et s’appuie pour ce faire sur les invari-
ants opératoires “dans lesquels il faut rechercher les connaissances-en-actes
du sujet” (Vergnaud, 1990, p. 136). Ces invariants fournissent en particulier
des observables permettant de caractériser des états d’équilibre donnés. C’est
par exemple le point de vue qu’adopte 'approche instrumentale, que nous
avons mentionné précédemment (voir 2.3.1, p. 76).

Il en résulte le recours a la notion de concept, que Vergnaud définit comme
le triplet suivant :

S : I’ensemble des situations qui donnent du sens au concept (la
référence)

I : D’ensemble des invariants sur lesquels repose ’opérationnalité
des schémes (le signifié)

S : ensemble des formes langagiéres et non langagiéres qui per-
mettent de représenter symboliquement le concept, ses pro-
priétés, les situations et les procédures de traitement (le
signifiant).

(Vergnaud, 1990, p. 145)

La prise en compte simultanée de ces trois dimensions permet de caractériser,
et d’étudier I’évolution de I’état de connaissance du sujet apprenant.
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3.1.1 Conception dans le modeéle cK¢
La notion de conception

Le modele cK¢ adopte un point de vue relativement similaire et cherche
de méme a caractériser, non pas le sujet, mais des états du systéme [su-
jet<>milieu] :

Il ne s’agit pas, ici, de savoir « comment le sujet pense »,

mais de considérer que le systéme cognitif n’est pas le sujet mais
le systéme [sujet<>milieu], que nous considérerons en tant que
tout et non pas comme deux systemes indépendants.
La conception est I’état d’équilibre d’un systeme, et plus précisé-
ment ’état d’équilibre d’une boucle action/rétroaction du sys-
teme [sujet<>milieu] sous des contraintes proscriptives de via-
bilité.

(Balacheff et Margolinas, 2005, p. 6)

La caractérisation de I’état de connaissance du sujet est donc fondamentale-
ment locale, et attachée a une situation donnée, ce que traduit une modéli-
sation qui s’exprime en termes de conceptions, et non plus de concepts. Il
en résulte notamment que plusieurs conceptions, relatives & un méme objet,
peuvent étre observées simultanément :

La notion de « conception » retenue par le modéle cK¢ rend

compte de la connaissance instanciée par une situation. Une con-
ception est une facette de la connaissance attribuée a un sujet
par 'observateur a partir du comportement pendant le processus
de résolution de probleme.
L’éleve mobilise, aux yeux de l’observateur, une conception sur
un objet dans une situation de résolution de probléme, et une
autre sur le « méme » objet dans une autre situation de résolu-
tion de probléme. Autrement dit, il est possible que deux con-
ceptions contradictoires relatives a un méme objet mathématique
coexistent chez un méme sujet.

(Miyakawa, 2005, p. 11)

Une caractérisation des conceptions

Si la formalisation emprunte a la théorie des champs conceptuels, elle
opére quelques changements de point de vue, notamment par ’adjonction
des controles qui assurent la cohérence des conceptions :
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[cK¢] s’en distingue par plusieurs aspects. D’abord dans le
choix du vocabulaire de description des éléments de cette défi-
nition. Il s’agit de se libérer des contraintes du vocabulaire de
la psychologie dont nous ne voulions pas faire un usage approx-
imatif, mais sur lequel il faudra cependant revenir. Ensuite par
I’explicitation des structures de controle. Ces structures sont im-
plicites dans la formalisation de Vergnaud, elles sont par exemple
impliquées de fait par le recourt au concept de théoréme-en-acte
ou celui d’inférence [(Vergnaud, 1990, pp. 141 - 142)] qui n’ont de
sens qu’associés a la reconnaissance chez le sujet de procédures
permettant de s’assurer de la légitimité et de la correction de la
mise en ceuvre des conduites correspondantes. C’est, par ailleurs,
a ce niveau des structures de contrdle que nous plagons les con-
naissances stratégiques (Artigue 1993) et les méta-connaissances
(Robert 1993) spécifiques d’une classe de probléme mathéma-
tiques.

(Balacheff, 1995a, p. 226)

Dans ce modele, une conception est caractérisée quadruplet :

Nous appelons conception C, un quadruplet (P, R, L, ¥) dans
lequel :
— P est un ensemble de problemes sur lequel C est opératoire ;
— R est un ensemble d’opérateurs;
— L est un systéme de représentation, il permet d’exprimer
les éléments de P et de R;
— X est une structure de contrdle, elle assure la non contra-
diction de C.
En particulier, un probléme p de P est résolu si il existe r de R
et s de X tel que s(r(p))=vrai.

(Balacheff, 1995a, p. 225)

Nous appelons problémes les perturbations du systeme. Le
domaine de la validité de la conception, ou sphéere de pratique, est
constitué de I'ensemble des problemes que la conception permet
de résoudre et qui ne conduisent pas a une rupture de 1’équilibre
du [sujet<>milieu].

Nous appelons opérateur ce qui permet la transformation des
problémes ; ces opérateurs sont attestés par des productions et
des comportements.

Un systéme de représentation (langagier ou non) permet 1’-
expression des problemes et des opérateurs.

Enfin, une structure de contréle assure la non contradiction
de la conception et contient au moins sous la forme d’oracles les
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outils de décision sur la 1égitimité de ’emploi d’un opérateur ou
sur I’état (résolu ou non) d’un probléme.

(Balacheff et Margolinas, 2005, p. 6)

Ces outils de décision seront désignés par le terme de “controle”.

Il résulte notamment de cette caractérisation qu’une conception peut
étre plus générale qu’'une autre — si tout probleme relatif a la seconde est
intelligible pour la premiere —, que plusieurs conceptions peuvent attraire
aux mémes problémes et qu’une conception ne peut étre vraie ou fausse
que du point de vue d’une autre conception. Nous renvoyons a ce sujet au
texte de Balacheff et Margolinas (2005), en particulier les pages 15 a 25. Un
concept est alors, de ce point de vue, un ensemble de conceptions (Fig.3.1)

¢ b Tangente

- M

/ \. Fermat

K
4° ®

connaissance
Descartes

C
conception

(Pa R> L, Z)

FIGURE 3.1 — Relations entre conception, connaissance et concept (Balacheff
et Margolinas, 2005, p. 23)

Quelques conséquences pour notre étude

Nous pourrons caractériser une résolution par un enchainement d’opéra-
teurs et controles, ce qui permet de distinguer :

— les actions effectives et leur contrdle immédiat de bon déroulement

— les contrdles qui déterminent 'interprétation des problemes et les juge-

ments de validité globale

Les deux déconstruction instrumentale dont nous avons fait I’hypotheése cor-
respondent ainsi a des moyens locaux comparables, mais & des contrdles
initiaux et terminaux différents. En outre, les mécanismes d’évolution pour-
ront se traduire par une dynamique des opérateurs et controles au cours du
temps, que ce modeéle nous donnera a observer.
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Cependant, avant de procéder a la mise en place d’une méthodologie
s’appuyant sur cK¢, il semble indispensable de préciser certains points. 11
s’agit notamment de procéder a une étude plus approfondie des notions
d’opérateur et de controle, dont la définition et la distinction devront étre
tres claires pour la suite de notre étude.

3.1.2 Distinction entre opérateurs et controle
Le probléme de la perméabilité

Le modele cK¢ propose une distinction explicite entre des opérateurs,
qui permettent ’action, et des contréles qui jugent de la pertinence et de la
validité de I’action — une méta-action. Une des difficultés de ce modele est de
caractériser clairement cette distinction, comme le signalent déja Balacheff
et Margolinas (2005) :

Deux difficultés théoriques et méthodologiques accompagnent
toute prise en compte des controles :
— Les controles sont le plus souvent implicites ;
— La distinction entre contrdles et opérateurs n’est pas ab-
solue mais relative & une conception.

(ibid., p. 10)

Le caractere implicite des contréles posera essentiellement un probléeme d’ob-
servables. En revanche on voit souvent, dans les travaux s’appuyant sur cK¢,
ressurgir la géne que suscite cette perméabilité. Il faut bien établir une ligne
de démarcation, mais alors celle-ci s’effectue souvent de maniére empirique,
par nécessité. Cela peut handicaper la compréhension, ou du moins le car-
actere effectif, de ce modele : pourquoi faire théoriquement une distinction
dont on ne sait pas par quel bout la prendre et qui n’est pas, en pratique,
completement opératoire 7

La perméabilité peut en fait s’interpréter de deux manieres.

La premieére consiste en I’évolution du statut des objets considérés, qu’on
pourrait rapprocher de leur existence sous forme d’outil ou d’objet (Douady,
1986). La perméabilité reflete alors une multiplicité des points de vue possi-
bles de I'observateur, et nous retiendrons qu’un méme objet de connaissance
pourra donner lieu a différents opérateurs et controles.

La seconde interprétation est une imprécision terminologique ou méthodologique
ne permettant pas de séparation claire. Un opérateur r est caractérisé par
sa capacité a transformer un probléme (Balacheff et Margolinas, 2005, p.6),
c’est-a-dire a transformer un probléme p; en un autre probléeme ps = 7(p1).
Un controle permet de porter un jugement sur I’action, et est en fait une
“action sur l'action”. Il peut alors étre délicat, par exemple, de dire d’une
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regle d’action qu’elle est un opérateur ou un contréle.

Une redondance peut alors apparaitre dans la description de 'action elle-
méme — une séparation artificielle en un contrdle et un opérateur qui sont
équivalents et seront toujours employés conjointement. Pour éviter ceci, il
est possible que la classification offre les deux aspects, mais qu’un seul soit
généralement retenu et que ce choix releve plus d’une dimension contextuelle
que de raisons méthodologiques.

Roéle central de ’action

Nous pouvons cependant interroger cette “imprécision” en comparant
deux usages de cK¢. Pedemonte (2005) met en évidence la pertinence de ce
modele pour 'analyse du raisonnement argumentatif, en 1'utilisant conjoin-
tement au modele de Toulmin. Elle montre que le passage de 'argumenta-
tion vers la démonstration s’accompagne d’une substitution d’“opérateurs
argumentatifs” par des théoremes qui jouent eux-aussi le role d’opérateurs.
Miyakawa (2005) utilise lui aussi le modele de Toulmin pour étudier la struc-
ture de 'argumentation, mais la preuve se situe cette fois du c6té du controle
(ibid., p. 15), et il s’intéresse a des opérateurs hors du discours argumentatif.

Ce qui distingue ces différents points de vue n’est pas la nature des faits
observés, mais bien leur interprétation par les auteurs : la différence entre un
théoréme envisagé comme opérateur ou comme controle réside en fait dans
le niveau d’action considéré par le chercheur. Pour une activité de 1’éleve
identique, le point de vue est décalé et ce qui était dans un cas un discours
sur l'action devient l'action & proprement parler, ce qui était ’action n’est
plus qu’un éveénement secondaire qui sert de support au discours.

Balacheff ! propose une explicitation des notions d’opérateur et de con-
trole qui éclaire ce point de vue, de la maniere suivante : si P, P; et P,
désignent des prédicats, A une action, alors un controle sera de la forme
[P = P, et un opérateur de la forme [P = A].

L’identification des opérateurs repose ainsi sur la notion d’action. En par-
ticulier, contrairement a l’acception commune du terme, nous ne pouvons
considérer simplement I'action comme produit de 'activité du sujet, auquel
cas nous ne pourrions plus distinguer une action matérielle de la production
d’un jugement de validité. Il nous est aussi impossible de considérer comme
action une activité involontaire du sujet : un éleve qui prolonge une droite
parce que son voisin lui a poussé le coude ajoute bien un tracé a son dessin,
mais nous ne pouvons considérer ceci comme le résultat d’un opérateur.

Il nous faudra donc définir ce que nous entendons par “action” a la fois rel-
ativement a un systéme de représentation et & une intentionnalité du sujet.

1. communication personnelle
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Définition 6
Nous définirons par action dans un systéme de représentation la trans-
formation intentionnelle d’un objet a l'intérieur de ce systéme.

Par commodité, nous utiliserons simplement le terme “action” quand la na-
ture du systeme de représentation considéré sera évidente.

En ce sens seulement, les opérateurs se distinguent par le fait qu’ils sont les
seuls a permettre de produire une action.

Positionnement de ’observateur

On voit ce que cette acception suppose de 'observateur : identifier des
opérateurs, c’est avant tout opérer un choix relatif & la nature des actions
observées. Une sorte de “feuilletage” des niveaux d’actions doit étre établi, et
fixer des opérateurs et des contrdles revient a choisir deux strates représen-
tatives. Prenons un exemple.

Observons la réalisation d’un cercle sur une feuille de papier par un éleve

de 6°, qui présente de nombreux aspects. Du point de vue de sa réalisation
matérielle, il s’agit de planter la pointe du compas, et de faire tourner la
mine (opérateur) jusqu’a repasser sur le trait initial (contréle), ce dernier
critére permettant de juger la bonne construction d’un cercle. Du point de
vue de la justification du tracé — a ’enseignant passant dans les rangs, & son
binéme. .. —, il faut peut-étre décrire le processus en invoquant que le trait
se superpose a lui-méme (opérateur), et apporter une justification d’ordre
supérieur, comme par exemple un oracle émanant d’un autre apprentissage
(contrdle).
S’il avait été question d’observer 'utilisation pratique du compas pour elle-
méme, I'opérateur aurait pu étre “manipuler le compas de maniere a ce que
son écartement ne varie pas”, et le controle “si je peux, au bout du compte,
repasser sur le trait initial, alors ’écartement n’a pas changé” : 'observable
est invariant, mais pourtant les contrdles identifiés par ’observateur sont
différents.

Le contréle se définit donc en référence a un niveau d’action, et permet
une “action sur ’action”, c’est-a-dire qu’il se situe au niveau immédiate-
ment supérieur.

Ce travail de définition de l’action est présent dans les travaux s’appuyant
sur cK¢, mais est généralement défini implicitement par le couple (P, L)
retenu. Cela est d’autant moins explicite quand le travail ne porte pas prin-
cipalement sur ce couple, et que lui-méme est peu détaillé.

Méme si la recherche menée ne s’intéresse que de maniére secondaire aux
systémes de représentation — c’est notre cas, ceux-ci étant peu nombreux
— ou aux problemes considérés par les éleves, il est donc essentiel de bien
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les expliciter pour clarifier les actions observées.

Introduire cette notion d’action n’apporte ainsi pas de modification notable
du modele. Cependant, elle permet de rendre plus intelligibles et robustes les
distinctions entre contrdles et opérateurs, et met en évidence le réle central
du couple (P, L) pour leur définition.

Relecture de la perméabilité

Cette précision apportée, proposons une relecture de la difficulté soulevée
par Balacheff et Margolinas (2005). L’exemple de la figure 3.2 est considéré
par les auteurs comme représentatif de la difficulté que souleve la distinction
entre contrdle et opérateur. En effet, on pourrait considérer que Rgs et X125
sont deux manifestations d’un méme énoncé, pouvant étre rapprochées d’une
dualité outil-objet (Douady, 1986). Il devient délicat de distinguer ce qui
fait de I’énoncé un opérateur ou un contrdle, mais aussi ce qui sépare la
manifestation de 'opérateur de celle du controle.

De notre point de vue, il existe éventuellement un énoncé de référence dont
découlent 'opérateur et le contrdle, qui sont pourtant irréductibles 'un a
I’autre. Rg; permet d’agir sur le dessin, mais la validité de cette conclusion
ne dépasse pas ’aspect opératoire, et on pourrait parfaitement imaginer que
I'opérateur est contrélé par ’habitude. Réciproquement, si 195 assure une
certaine validité il ne permet pas directement d’agir sur le dessin. Ce qui
permet de distinguer ces deux objets n’est donc pas arbitraire, il s’agit du
niveau auquel est fixée ’action observée.

La pertinence de la distinction réside d’ailleurs dans le fait que Rgs et 3125 ne
sont pas indissolublement liés. Ils peuvent étre observés I'un sans 'autre, et
leur association est signifiante : le contréle est géométrique et de plus 1’éleve
est capable de matérialiser ceci dans un certain systeme de représentation —
c’est-a-dire s’appuyer sur une certaine procédure cohérente avec le probleme
posé.

Finalement, la perméabilité entre opérateur et controle s’avére moins
problématique que nous aurions pu le craindre. Elle existe essentiellement
si on considére qu’un énoncé ne devrait donner lieu qu’a I'un des deux.
En revanche, si I'on s’autorise a ce qu’il engendre des opérateurs et des
controles — ce qui rend compte de formes outil ou objet —, la seule difficulté
est de bien les articuler. Il faut donc observer le degré de cohérence —
qui peut résulter des connaissances mathématiques ou instrumentales, de
la visualisation... — entre les différents niveaux d’observation, c¢’est-a-dire
entre prédicats et actions.
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+ Opérateurs

+ R10 = (Si [A’B’] = Sym,[AB], I milicu de
[AB] et I’ milieu de [A’B’] alors I’= Sym,1.)

* RA49 = (Si P est un point sur ’axe de
symétrie d alors P= Sym, (P)) d

* R65 = (Si A’=Sym,(A) et B’= Sym,(B) alors
[A’B’]= Symy([AB]))

» Contréles

¢ Y 116 = (La symétrie conserve |'alignement Ya / o 7t
des points.( R4, R10, R11)) /

* 3 120 = (La symétrie orthogonale conserve & ° " A
les distances. (RS, R10, R11, R46, R47))

* ¥ 124 = (Le symétrique d'un point est un opératoire
point. (R1, R49, R64, R65)) Vs
* ¥ 125 = (Le symétrique d'un segment est un prédicatif | outil
segment. (R64, R65)) vs
objet

FIGURE 3.2 — Opérateurs et controles (Balacheff et Margolinas, 2005, Fig. 8)

3.1.3 Opérateurs, controles et conceptions dans notre étude

La définition de ce que I'observateur considére comme une action est
donc centrale dans 'utilisation de ce modele. Afin d’éclairer la finalité des
paragraphes suivants, il nous faut en premier lieu définir ce que nous enten-
drons par “action”.

Cette étude est étroitement attachée a I’environnement Cabri3D, qui
contextualise toutes les situations que nous proposerons. De fait, il s’agit
du seul systéeme de représentation que nous considérerons pour lui méme.
Les autres — notamment les productions écrites et les échanges verbaux —
permettront uniquement d’offrir des observables, par exemple concernant les
controles employés. L est donc limité a I'interface de Cabri 3D sur I’écran de
lordinateur, et les actions seront les transformations des objets de Cabri 3D
visées par le sujet.

Il ne s’agit pas nécessairement des actions effectivement réalisées, mais
des actions envisagées par le sujet. Par exemple, “construire un carré en
sélectionnant ’outil carré et un segment qui en serait une aréte” n’est pas
possible dans Cabri 3D, mais peut étre considéré comme un opérateur a part
entiére, parfois employé — mais se soldant par un échec — dans les produc-
tions d’éleves.

En outre, notre intérét ne portera que sur la résolution des problémes soumis
aux éleves. Ainsi, quand bien méme la production d’un dessin par un éleve
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peut étre intentionnelle — par désoeuvrement, pour amuser le voisin... —,
nous omettrons de considérer cette production comme une action pertinente
dans le cadre de notre étude.

Nous adopterons donc le point de vue suivant :

Définition 7

Dans le cadre de cette étude, une action désignera une réalisation perme-
ttant de transformer des représentations visibles a linterface de I’environ-
nement Cabri 3D, s’inscrivant intentionnellement dans une tentative de ré-
solution du probléeme posé.

De fait, les contrdles concerneront toutes les considérations portant sur
la gestion des actions a 'interface de Cabri3D.

Enfin, il faut mentionner que nous ne nous intéresserons pas néces-
sairement aux conceptions des éleves. En effet, nous considérerons qu’il est
légitime de parler de conception quand il est possible d’identifier un quadru-
plet (P, R, L,Y) structuré et stabilisé>. Nous étudierons généralement des
phases d’instabilité, et ainsi il n’est pas pertinent pour notre étude chercher
a caractériser les conceptions en jeu.

Nous pourrons en revanche faire appel aux conceptions pour décrire des
états prototypique et idéaux des sujets afin de mieux situer nos observations
et nos analyses.

3.2 Controles

Nous avons, depuis le début de ce chapitre, parlé de “controles” et de
“structures de contrdle”, et il nous faut revenir sur ces deux termes.
Un controle permet de juger la validité des actions du sujet ou la terminaison
d’un processus relativement a un probléme posé. Nous réservons le terme
structure de contréle pour un jugement portant sur 'articulation d’opéra-
teurs et de contrbles. Une structure de contrble permettra elle aussi des
anticipations, ’élaboration d’une stratégie, ou un jugement sur la validité
d’un enchainement, et décrit essentiellement des relations entre différents
controles.
De fait nous étudierons essentiellement les controles susceptibles d’intervenir
dans ’activité des éleéves, que nos considérations théoriques nous permettent
d’anticiper, mais les structures de controles resteront pour leur part hors du
champ de notre étude, au méme titre que les conceptions.

2. Balacheff et Margolinas (2005) associent la notion de conception a un état de stabilité
du systéme [sujet<>milieu]
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3.2.1 Fonctions des contrdles
Controle antérieur et postérieur a la résolution

(Vadcard, 2000, p. 13) attribue deux fonctions principales aux controles,
auxquelles nous nous attacherons ici :

— une fonction de sélection, permettant de déterminer avant toute action

un mode de résolution jugé valide

— un jugement a posteriori portant sur la la terminaison des processus,

sur leur validité ainsi que celle des conclusions.

Cette fonction de sélection, ainsi que les modalités de distinction entre
opérateurs et controles, nous conduisent a reconsidérer le point de vue selon
lequel seul les opérateurs sont susceptibles d’agir pour transformer un prob-
léme p en un probléme p’. Les opérateurs ne pouvant étre utilisés de maniére
autonome, nous considérons que les controles permettent de transformer un
probléme — par exemple tel que ’éleve 'aurait interprété — en un nouveau
probléme résoluble par I’emploi successif de plusieurs opérateurs®. Par ex-
emple, “Si je peux mesurer une distance nulle séparant deux droites, elles
se croisent” transforme le probleme “Déterminer si les droites observées se
coupent” et un nouveau probléme “Déterminer la distance entre les deux
droites”.

Pour autant, les contrdles ne pourront pas intervenir pour achever une ré-
solution. Ils transforment éventuellement le rapport aux objets, mais ne
transforment pas les objets dans les systemes de représentation concernés.

En revanche, contrairement aux opérateurs, les contréles permettent
d’embrasser un processus de résolution dans sa globalité, tant du point de
vue de son élaboration que de sa validité, et sont ainsi tres liés au probleme
traité par le sujet. En ce sens, nous serons parfois conduits a leur attribuer
un caractere plus spécifique de la situation — ou, du point de vue de I’éleve,
du probleme traité — dans laquelle elles apparaissent.

Controle au cours de la résolution

Miyakawa (2005) propose une troisieme fonction possible des controles,
celle d’assurer la validité d’un opérateur : pourquoi ’emploi de 'opérateur
est-il 1égitime et efficient dans un contexte donné 7
Notre définition des opérateurs nous permet de nous affranchir de cette fonc-
tion, qui est portée par le prédicat. Si un opérateur est de la forme [P = A],
I’association du prédicat a 'action est garante de la validité de I'opérateur
considéré pour lui-méme, tandis que sa pertinence dans un processus de

3. signalons que les systémes de représentation permettent [’expression des problemes,
mais qu’en revanche un probléme ne peut étre réduit a sa seule expression dans un systéme
de représentation. C’est en ce sens que le probleme peut étre transformé sans que cela
produise de manifestation tangible.
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résolution sera assurée par la fonction de sélection ou par le jugement a
posteriori.

3.2.2 Un probléeme méthodologique : la temporalité

Nous souhaitons étudier des dynamiques d’évolution, et en particulier
les modalités d’interaction entre des modes de fonctionnement * relevant de
la visualisation iconique, visualisation non-iconique, ou s’appuyant sur dif-
férents paradigmes. Pour ce faire, il est nécessaire de prendre en considéra-
tion la temporalité de leur utilisation, ce qui nous renseigne non-seulement
sur leurs fonctions respectives, mais de maniere plus détaillée sur les condi-
tions de déclenchement de différents types de contrdles. Prenons un exemple.

Exemple 1
Pour répondre au probléme de la construction d’un cube dont O soit le centre
et A un sommet, on envisage la procédure de construction suivante :

— Le cube est identifié par sa forme, ce qui permet de décider qu’il faudra
construire des segments formant les arétes et ajuster leur position a
posteriori pour que la forme soit correcte

— Le carré de base est construit par ajustement

— Pour construire le carré opposé, l'ajustement étant délicat, c’est une
symétrie par rapport & O qui est utilisée

— La position des sommets de la base est ajustée pour former un cube,
et la validation s’opére par identité de forme

Dans ce cas, la fonction de sélection et de validation pour répondre au prob-
léeme initial sont assurées par des controles “iconiques”. En revanche, le sous-
probléeme “construire la face opposée” est résolu par l'utilisation de contréles
“non-iconiques” — prenant en charge la symétrie — pour la sélection d’un
opérateur de symétrie.

Ce sont alors les conditions de déclenchement de ces controles qui différent :
les controles “iconiques” permettent d’embrasser le probléeme dans son en-
semble, tandis que les seconds n’interviennent que pour des problémes trés
circonscrits.

La temporalité de I'usage des contrdles nous renseignera ainsi sur les condi-
tions d’usage des différents types de contrdle : ainsi une résolution congue a
I’aide de la déconstruction instrumentale, s’appuyant sur un fort controle vi-
suel (par exemple pour une construction), et ot la déconstruction dimension-
nelle n’intervient qu’une fois le processus de résolution achevé pour assurer
sa validité dans GII, n’aura pas le méme sens qu’une résolution jugée a priori
valide dans GII et n’appelant pas de validation supplémentaire ultérieure.

4. qu’il serait en réalité possible d’interpréter en termes de conceptions
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De la méme maniere, I'association d’une propriété dynamique a une pro-
priété géométrique ou une transformation peut permettre, utilisée a priori,
de guider une étude, et a posteriori de valider une construction. De fait,
nous mentionnerons pour ces controles le moment de ’action ou ils peuvent
étre pertinents, ce que nous coderons par :

— t1 si le controle peut s’exercer avant toute action

— to si le contrdle permet de controler le bon déroulement de ’action

— t3 si le contrble peut s’exercer apres ’action

3.2.3 Caractérisation

Un controle consistera a associer a un prédicat P un prédicat Q, qui en
sera la conséquence logique.

La formulation ne limite pas les controles a un jugement de validité a
posteriori, mais rend aussi compte des choix a priori portant sur le mode
de résolution. Par exemple, le probleme de géométrie plane “construire un
carré” peut étre résolu en s’appuyant sur le controle P = @, avec P :=“la
forme de 'objet est un carré” et Q :=“’objet appartient a la catégorie des
carrés”. Ce contrdle permet a la fois ’élaboration de la procédure et sa
validation a posteriori.

Recherche de controéles

Nous avons mentionné (3.1.2, p. 108) que notre choix de niveau d’action
suppose de limiter ’observation a deux strates d’un feuilletage. Les consid-
érations théoriques portant sur les visualisations, déconstructions, paradigmes,
portent sur un niveau de justification supérieur, et ne peuvent s’exprimer
directement comme des contrdles. Un controle sera par exemple issu d’un
élément d’une théorie de type GII, ou sera cohérent avec la visualisation
non-iconique. Nous ne pourrons donc observer directement ces caractéris-
tiques de l'activité du sujet, nous ne pourrons qu’identifier des controles s’y
référant. C’est ensuite par inférence, et en particulier a 'aide de ’analyse
a priori, qu’il sera possible d’attribuer une signification a ces contrdles en
termes de visualisations ou de paradigmes géométriques.

Les sources cognitives de la certitude

La catégorisation des sources cognitives de la certitude opérée par Duval
(2005) permet de distinguer les enjeux de quatre types principaux de con-
troles pertinents pour le travail sur les représentations d’objets géométriques,
et nous proposons d’y rechercher a priori les contréles que le sujet peut
mobiliser : superposition, comparaison des valeurs numériques — qui sont
toutes deux attachées a la visualisation iconique —, nécessité interne a [’en-
chainement des opérations, invariance de la déconstruction dimensionnelle
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— qui relevent de la visualisation non-iconique. La cohérence des opérations
de déconstruction instrumentale et déconstruction dimensionnelle avec cette
classification nous permettra en outre de faire intervenir ces opérations —
qui ne sont pas des actions au sens ou nous l’entendons, puisqu’elles ne s’-
effectuent pas dans Cabri3D — dans les controles.

La généralité de ces sources de validité nous conduira en outre a porter une
attention particuliere aux caractéristiques du milieu, et en premier lieu au
role du déplacement dans la validation, qu’apporte la géométrie dynamique.
Nous avons formulé I’hypothese que la visualisation iconique, qui s’attache
aux formes et aux mesures, n’est pas en mesure d’interpréter les propriétés
dynamiques et ne fait intervenir le déplacement que pour ajuster la position
d’unités figurales, au service d’un contrdle perceptif de la forme . Il nous fau-
dra rechercher dans les instruments du déplacement identifiés par Restrepo
(2008) et Hatterman (2010, 2009) des contrdles relatifs & la construction
des objets — par exemple l'identification de liens “mécaniques” entre unités
figurales — ou a leur déconstruction dimensionnelle.

La prise en compte des situations elles-mémes donnera lieu a des controles
qui leur seront spécifiques, et que nous détaillerons dans les analyses a priori.

BOTANISTE | ARPENTEUR- CONSTRUCTEUR INVENTEUR-

| gcometre B | bricoleur
STATUT CONSTAT  (CONSTAT RESULTAT d'une  RESULTAT d une
EPISTEMO- perceptif résultant de la procédure de decomposition de la
LOGIQUE  immédiat : “ca [lecture d’un construction figure de départ en
se voit sur...” finstrument de unités figurales que
mesure 'on reconfigure

autrement
SOURCE  Superposition Comparaison des Nécessité internea [Invariance des

COGNITIVE effectuce a wvaleurs 'enchainement des  unités figurales qui

DE LA I’ceil ou en numériques qui ontopérations de la sont les référents de

CERTITUDE utilisantun  été obtenues procédure de la transformation de
gabarit empiriquement  construction. la figure de départ

FIGURE 3.3 — Mode de compréhension et de connaissance lié a chaque
maniere de voir (Duval, 2005, p.12)

3.2.4 Les différentes familles de contrdles envisagées dans
cette étude

Les controles identifiés sont détaillés dans 'annexe B.2 (p. 20), désignés
par la notation o. Les indication portant sur la temporalité de leur usage
seront explicités dans la colonne de droite.
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Superposition

Les controles relevant de la superposition correspondent a l’approche
“botaniste” : il s’agit de controler visuellement, par 'identification d’une
forme connue, qu’un objet posséde certaines propriétés. Ces propriétés sont
exclusivement matérielles, aussi ces controles ne prennent de sens que dans
GI. Ils reposent en majeure partie sur la fiabilité des impressions visuelles
relativement a deux exigences : controler la position matérielle des objets
dans l’espace, malgré I'interface bidimensionnelle, et assurer I’identification
de propriétés.

Le contréle de la position dans ’espace concerne en premier lieu celle du
pointeur de la souris, dans I’espace & trois dimension ou dans un sous-espace
(0’1_3).

Il s’agit ensuite d’assurer les propriétés des objets percus, soit par identité
de forme (04), soit par reconnaissance directe des propriétés (o5_7) ou par
reconnaissance d’une configuration contenant I’unité figurale et assurant ses
propriétés (os_10).

Comparaison des valeurs numériques

Les controles s’appuyant sur des valeurs numériques sont essentiellement
la vérification d’identités de longueur, avec un modeéle ou avec une config-
uration de référence — par exemple la mesure de 'orthogonalité. Il s’agira
de contrdles offrant des réponses positives — deuz droites dont l’angle fait
90° sont orthogonales —, et nous excluons les contrdles fonctionnant en ob-
struction, c’est-a-dire affirmant que des mesures sont incompatibles avec
des propriétés. En effet, ces controles ne permettant qu’une réponse néga-
tive supposent un travail conjoint sur le dessin et la figure, et releveront
donc de la visualisation non-iconique.

Nécessité interne a I’enchainement des opérations de construction

Il faut prendre en compte pour ces controles les caractéristiques de 1’en-
vironnement et la déconstruction instrumentale.
Ainsi les premiers controles que nous identifions s’appuient sur I’étude des
rétroactions fournies par 1'usage des outils de Cabri3D : messages con-
textuels, possibilité ou impossibilité de construction effective (o15-2¢). I
s’agit essentiellement de controles portant sur I'utilisation directe des outils
de construction, mais qui ne supposent pas nécessairement une élaboration
préalable forte.
En revanche, les contréles s’appuyant sur la déconstruction instrumentale
a proprement parler (22_94) supposent une élaboration antérieure a l’ac-
tion, soit par la connaissances de procédures-types (donc éventuellement au
service de la visualisation iconique), soit par un travail sur la figure.
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Invariance des unités figurales aprés déconstruction dimension-
nelle et reconfiguration

Ce critere de validité doit s’entendre de la maniére suivante : deux figures
sont identiques si et seulement si il est possible d’exhiber une déconstruction
dimensionnelle de chacune d’entre elles, et que ces déconstruction dimen-
sionnelle soient congruentes. En d’autres termes, il est possible d’opérer une
déconstruction dimensionnelle de la premiére figure, de la reconfigurer —
par un travail s’inscrivant dans GII, par exemple — en une déconstruction
dimensionnelle congruente, et que cette derniére soit une déconstruction di-
mensionnelle de la seconde figure.

Peu de cas sont a considérer d’un point de vue générique, dans la mesure ou
ces controles sont essentiellement attachés aux figures qui sont enjeux des
différentes situations. Les trois controles “génériques” seront :

— un critere permettant de juger, par la déconstruction dimensionnelle,

de l'identité de deux objets (o30)

— un critéere permettant de juger de 'intérét de I'ajout d’une unité figu-
rale & une figure (o29) : si un tracé ne modifie en rien la déconstruction
dimensionnelle d’un objet, il est inutile

— un critere d’hérédité (o3;) : un résultat obtenu dans le plan reste val-
able dans I’espace a trois dimensions

3.3 Opérateurs

La définition des opérateurs de Balacheff et Margolinas (2005) propo-

sait d’envisager un opérateur comme “ce qui permet la transformation des
problémes ; ces opérateurs sont attestés par des productions et des comporte-
ments.” Nous avons mentionné que les controles transforment aussi les prob-
lemes, et ainsi la premiére partie de cette définition des opérateurs ne permet
plus de les caractériser. En revanche, nous pouvons en conserver la seconde
partie : les opérateurs permettent au sujet de réaliser des actions, au sens
que nous avons défini(6, p. 108).
Il ne faudrait pas pour autant considérer I'opérateur comme la simple tra-
duction d’une proposition en une action — pour tracer le milieu, je dois
[faire une action conduisant & ce tracer] —, mais il faut d’envisager I’action
comme la conséquence d’une proposition.

3.3.1 Caractérisation

En somme, il nous faudra demander & un opérateur de comporter les
deux caractéristiques suivantes :

— une finalité immédiate : a quoi sert I'opérateur ? (le prédicat P)

— une modalité d’action : en quoi consiste I'opérateur ? (I’action A)
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De fait, 'opérateur est envisagé d’un point de vue local : il s’agit de réaliser
directement une action dont le résultat est immédiat. Pour cette raison, con-
trairement aux contréles dont nous avons mentionné qu’ils pouvaient étre
fortement attachés a un contexte, les opérateurs que nous envisagerons ne
seront pas spécifiques d’une situation donnée.

Il faut noter que 'association du prédicat a ’action contient implicite-

ment un moyen de controle effectif, tandis que sa légitimité pour résoudre
un probleme sera assurée par un contrdle permettant sa sélection.
Ainsi, placer un point perceptivement a une position de ’espace suppose
que la vision puisse rendre compte de la position du point, mais I’emploi
contextuel de cet opérateur sera soumis a un contrdle qui modifiera radi-
calement le sens de cet emploi. Par exemple, il peut s’agir de 'observation
d’une forme — controéle “iconique” — ou de I'assurance que la position du
point peut étre quelconque — éventuellement non-iconique.

3.3.2 Opérateurs dans cette étude

Les actions que nous considérons résultent de 'utilisation des primitives
fournies par ’environnement : identifier des opérateurs relatifs a un outil
revient a identifier les différentes actions auxquelles il peut donner lieu.
Soulignons qu’il ne s’agit pas des instrumentations possibles de cet outil
envisagé comme un artefact. En effet, un instrument integre bien entendu des
opérateurs dans lequel intervient ’artefact, mais aussi un ou des controéles
permettant de juger de la validité et des modalités de son utilisation. Tout
au plus peut-il s’agir de schémes d’usage, mais les actions premiéres et donc
les schemes d’action instrumentée ne peuvent en général étre décrites par
des opérateurs.

Possibilités offertes par ’environnement

La majeure partie des opérateurs que nous proposerons de considérer ici
provient de l'analyse des possibilités offertes par I'’environnement, compte
tenu des connaissances mathématiques d’un éleve de seconde. La typologie
de 'annexe B.1 est donc construite & partir des outils de Cabri 3D, regroupés
de cette maniere :

— Manipulation

— Points

— unités figurales 1D/3D

— unités figurales 2D /3D

— Construction géométrique a partir d’autres unités figurales

— Transformations

— Polygones réguliers

— Polyedres
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— Polyedres réguliers

— Mesures
Il faut ajouter a ces outils des possibilités essentiellement liées a la visual-
isation — changement de point de vue, couleur des objets... — dont 1'im-
portance est essentielle. Nous avons choisi de ne pas prendre en compte
certains outils, qui ne correspondent pas aux connaissances d’un éleve de
seconde ou trop complexes pour pouvoir étre utilisés de maniere spontanée
par les éleves : Redéfinition, Conique, Courbe d’intersection, Cylindre, Cone,
Demi-plan, Secteur, Plan bissecteur, Somme de vecteurs, Produit vectoriel,
Homotétie et Inversion, Découpe de polyedre, Produit scalaire et Calcula-
trice.

Etude des opérateurs

Pour chaque outil de Cabri 3D, il faudra alors envisager plusieurs opéra-
teurs, selon des criteres relatifs aux modalités d’utilisation de 1’outil.
Quand la position du pointeur de la souris influera sur les actions (création
directe de point, déplacement. . .), il faudra envisager I’espace dans lequel il
peut se déplacer — I’espace entier, un sous espace d’une ou deux dimensions
— et 'objet qui est déplacé.

La construction directe d’objets offre pour sa part le plus grand nombre de
possibilités, en particulier concernant la finalité et les modalités de cette
création :

— g’agit-il de construire un objet quelconque ?

— s’agit-il de construire un objet a une position déterminée de ’espace ?

Si tel est le cas, le déplacement du pointeur de la souris est-il libre ou
contraint ?

— la création de I'objet s’appuie-t-elle sur d’autres unités figurales, comme
par exemple pour une intersection ou le support d’'un segment ?

— Poutil utilisé permet-il de créer une unité figurale qui en soit une par-
tie 7 Ce sera par exemple le cas de I'outil “triangle” servant a créer un
point.

Concernant les constructions “géométriques” en références a d’autres unités
figurales, il faudra distinguer deux types de construction : celles s’appuyant
sur des primitives géométriques — perpendiculaire, parallele... — et celles
qui reproduisent une forme cohérente a ’aide de primitives de dessin pur.
Ces criteres nous permettent de définir une liste d’opérateurs susceptibles
d’étre employés dans I'utilisation de Cabri 3D, reproduite en annexe B.1 et
référencés sous la forme ry,.

En régle générale, il est impossible de considérer qu'un opérateur releve
a lui seul d’'un type de visualisation ou de paradigme.
Par exemple, 'opérateur rgg, permettant de mesurer la distance séparant
deux objets, n’est pas susceptible d’une telle interprétation : son association
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avec un contréle assurant que “deux droites dont la distance affichée est
nulle se coupent” s’interprétera comme relevant de la visualisation iconique,
en revanche avec le controle “deux droites dont la distance affichée est non-
nulle ne se coupent pas” est parfaitement valide du point de vue de GII!
Pour toute interprétation, il nous faudra donc en général examiner des as-
sociations d’opérateurs et de controles.

L’exception a cette regle concerne les opérateurs dont nous pouvons con-
sidérer qu’ils supposent implicitement I’emploi d’un controle particulier.

La fonction de certains opérateurs est de construire un objet, a une po-
sition donnée de l’espace — et non pas a une position quelconque. Cela
suppose implicitement que la perception visuelle permet de controler la po-
sition de 'objet créé dans ’espace, et que controler cette position permet
de controler les propriétés de 1'objet construit. Le contrdle de la position
de 'objet dans ’espace releve d’une problématique propre a la gestion de
la représentation, en revanche le controle des propriétés par la reproduction
d’une forme reléve pour sa part de la visualisation iconique. En ce sens ces
opérateurs, repérés par la mention VI dans le tableau B.1, indiquent que
lactivité de I’éleve s’inscrit dans GI et la visualisation iconique.

Les opérateurs 5 (déplacer un point image en agissant sur 1’antécédent)
et 58 (définir implicitement I’angle d’une rotation) sont pour leur part tres
spécifiques, pour le premier a la géométrie dynamique, et pour le second a
Cabri3D. Le premier conduit a envisager des relations de dépendance en-
tre les objets, lorsque cette manipulation est intentionnelle. Le second n’a
pas de sens dans un environnement “papier-crayon”, ni méme dans d’autres
environnements de géométrie dynamique. Nous serons donc en mesure d’in-
terpréter 'utilisation de ces opérateurs relevant d’une déconstruction in-
strumentale permettant de faire interagir différentes unités figurales, et en
ce sens relevant de la visualisation non-iconique.

3.4 Problemes et systemes de représentation

3.4.1 Systemes de représentation

Nous nous attarderons peu sur les systemes de représentation dans lesquels
sont effectuées les actions. Dans le cas ol ceux-ci seraient multiples, il pour-
rait étre intéressant de s’interroger sur les conséquences de leur usage dans
lactivité du sujet, et par exemple sur leur impact du point de vue de I'util-
isation d’opérateurs et de controles dans I'un ou 'autre des systémes.

Dans I’étude que nous proposons, cela s’avere beaucoup moins pertinent
puisque le seul systeme de représentation dans lequel nous observerons des
actions est I'interface de Cabri3D a I’écran de 'ordinateur.
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3.4.2 Interprétations des problémes

La définition des problemes est pour sa part délicate, dans la mesure ou
il est difficile d’en obtenir des observables. Il ne s’agit pas des problémes au
sens de I’énoncé proposé aux éleves, mais bien de l'interprétation par le su-
jet du probléme posé. Ainsi, d'un méme probléme (par exemple “Construire
deux droites perpendiculaires”), deux éléves peuvent tirer deux interpré-
tations différentes (“Construire une droite horizontale coupant une droite
verticale” ou “Construire une droite, puis a ’aide du compas la médiatrice
d’un segment quelconque de la droite”).
Il est rare que cette interprétation soit explicitée par le sujet, aussi il sera
nécessaire de la rechercher dans les processus de résolution.
Plus particulierement, nous verrons par la suite qu’elles jouent un réle es-
sentiel dans la construction de notre analyse a priori, et dans ’analyse des
observations. De maniere schématique, nos considérations sur les visualisa-
tions, déconstructions et paradigmes nous permettront d’identifier a priori
des interprétations — ou des classes de interprétations — cohérentes avec
I’énoncé, de construire une analyse a priori puis, en la confrontant aux obser-
vations, d’obtenir des informations sur les problémes traités et une analyse
a posteriori en termes de visualisation et paradigmes. (Fig. 3.4)

Visualisations
Déconstructions
Paradigmes

Interprétations

a priori

\AAS

( Analyse

Observations

FIGURE 3.4 — Interprétations du probléme envisagées par le chercheur dans
I’observation.

3.5 Meéthodologie d’analyse a priori

Avant méme la mise en place d’une ingénierie & proprement parler, il est
indispensable de nous accorder sur les modalités des analyses, a priori et a
posteriori, qu’il faudra mener par la suite. Nous avons vu que de nombreuses
dimensions doivent étre prise en compte, et qu’elles ne sont pas nécessaire-
ment accessibles directement — c’est par exemple le cas des paradigmes
géométriques. De plus, les typologies que nous avons établies sont bien trop
nettes pour offrir une grille d’analyse fine et pertinente. C’est le point de vue
qu’adopte déja Kuzniak (2009) & propos des paradigmes, en proposant de
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les articuler entre eux, et nous avons pu voir a propos de la déconstruction
instrumentale que la frontiére entre visualisation iconique et non-iconique
est loin d’étre aussi nette que le donnerait a penser la distinction des fonc-
tionnements cognitifs sous-jacents.

cK¢ offre un cadre permettant a la fois une analyse fine et systématique,
et une articulation des différentes approches qu’il faut concilier. A cet effet,
notre méthodologie s’analyse s’appuiera donc tres fortement sur les opéra-
teurs et controles que nous avons identifiés.

3.5.1 Quelques préalables
Deux niveaux d’analyse a priori

Avant d’établir une méthodologie d’analyse a priori, rappelons schéma-
tiquement ’objectif de notre ingénierie, et les points que celle-ci doit nous
donner a voir.

Les hypotheses que nous avons faites nous conduisent a considérer un su-

jet dont I’“état initial” est le suivant : il s’appuie sur la visualisation iconique,
les déconstructions ne sont pas mobilisables, et son référentiel théorique est
fortement ancré dans GI, méme si GII peut apparaitre localement. L’“état
final” de ce sujet serait I'exact symétrique : la visualisation non-iconique
s’appuie sur les deux déconstructions et GII détermine I’essentiel du cadre
théorique permettant la résolution, méme si GI peut apparaitre localement.
Bien entendu, il ne s’agit que des extrémités du spectre observables, et un
sujet peut parfaitement n’étre jamais dans aucun de ces états.
Entre ces deux extrémités, il faut envisager un processus continu réalisé
sous les contraintes des situations proposées. Ce processus n’est pourtant
pas unidimensionnel : les évolutions s’effectuent a la fois du point de vue de
la validation, en étroit lien avec 'interprétation de la consigne — et donc
avec le probleme tel que le sujet s’en saisit —, et du point de vue de la ré-
solution. En d’autres termes, I’évolution peut concerner les opérateurs mis
en ceuvre, ou les controles, et nous ne disposons pas a priori de raison pour
émettre une hypothese privilégiant un ordre ou 'autre.

Rendre compte de cette évolution suppose ainsi de pouvoir caractériser
les transformations du travail de 1’éléve, notamment via ’émergence de nou-
veaux opérateurs ou de nouveaux contrdles. Il est donc nécessaire que ces
derniers soient finement caractérisés, mais alors le niveau “microscopique”
de cette analyse est tres contraignant, et permet difficilement d’analyser des
phénomenes macroscopiques — tel que 1’évolution des problémes traités par
les éleéves au cours d’une séance de deux heures.

Il faut ainsi articuler dans I’analyse a priori deux niveaux : un premier
niveau, macroscopique et un second, microscopique. Cela nous conduira a
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considérer deux objets, stratégie et procédure, auxquels il faudra ajouter 1’ob-
servation a posteriori de processus.

3.5.2 Analyse macroscopique : visualisation, paradigmes et
interprétations comme fondements

Premiers critéres pour fonder 1’analyse a priori

Le choix le plus immédiat, compte tenu de notre élaboration théorique,
consiste a fonder ’analyse a priori sur les considérations suivantes :

— Quel type de visualisation ? Iconique ou non-iconique ?
Quelles opérations sont-elles disponibles 7 Déconstruction instrumen-
tale, déconstruction dimensionnelle ?
— Sur quelles unités figurales s’exercent les opérations ? (0D/3D, 1D/3D,
2D/3D)
A quel paradigme se réfere ’éleve ? GI ou GII? Eventuellement, pour
préciser, on peut s’appuyer sur une distinction entre GI assumée, GII
subreptice, GII assumée. ..

Un calcul des combinaisons pourrait nous offrir une distinction de cas sur
laquelle fonder notre analyse a priori, grace a une premiére caractérisation
des stratégies de résolution possibles. Par exemple : “Dans le cadre de la
visualisation iconique, en l’absence de déconstructions et en s’appuyant sur
GI, reconstruire un point positionné dans l’espace par le seul contréle wvi-
suel permet de résoudre le probléeme.” Deux difficultés sont a signaler, et la
seconde nous semble rédhibitoire.

Limites

La premiere est le caractere non-constructif : il faut remplir “chaque
case”, mais les facteurs considérés ne permettent que d’en délimiter le con-
tour sans nous préciser que “il est possible de construire un cercle par trois
points sur une face, puis sur une autre, et enfin l’intersection — qui existe
et est unique — de ces deux cercles”. Cependant, rien ne nous interdirait de
rechercher d’autres outils pour “remplir les cases”.

La seconde consiste en la validité du contour de cette distinction de cas.
Nous avons en effet montré qu’une résolution s’appuyant sur une sélection
précise de ces facteurs est particulierement rare.

Considérons la stratégie, pourtant tres simple, permettant de reconstruire
le dernier sommet d'un cube qui a été sectionné par un plan® : “Position-
ner perceptivement le centre de la face supérieure, puis construire le som-
met manquant par symétrie centrale, le tétraedre qui manquait au cube, et
ajuster la position du centre de symétrie pour éviter toute imperfection.”

5. On se reportera a 'annexe C.1
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La construction du tétraedre, superflue d’un point de vue mathématique,
dénote d’une interprétation du probleme par la visualisation iconique —
nous développerons par la suite cette affirmation — de méme que le po-
sitionnement perceptif et I’ajustement du centre de la face supérieure. La
validation finale par bonne reconstruction de la forme renvoie quant a elle
a GIL. L’emploi de la symétrie traduit en revanche d’une intervention de la
visualisation non-iconique, des propriétés du cube, et par l& méme d’une
déconstruction instrumentale ou d’une déconstruction dimensionnelle. Men-
tionnons en outre qu’un degré certain d’anticipation est nécessaire pour con-
struire le centre de la face supérieure, qui ne servira que comme argument
pour la symétrie centrale.

Bien que leur prise en compte soit indispensable, compte tenu de notre
réflexion préalable, il semble que les modes de visualisation et les paradigmes
ne puissent fonder a eux-seuls la détermination de stratégies a priori. La dif-
ficulté principale réside dans le fait qu'une stratégie n’est pas nécessairement
cohérente de ce point de vue : une partie de la résolution peut s’effectuer
sous le contrdle de la visualisation iconique, tandis que localement la décon-
struction dimensionnelle peut intervenir.

Prise en compte des interprétations

Nous proposons de fait, pour établir des stratégies a priori, de considérer
de maniere distincte deux questions :

(i) A quelle interprétation du probleme la stratégie répond-elle ?
(ii) Quels sont les moyens mis en ceuvre ?

La difficulté que nous avons soulevé s’applique au point (ii), mais affecte
peu (i). De fait, les différents types de visualisations et paradigmes nous
conduiront & déterminer a priori des interprétations — ou éventuellement
classes d’interprétations — susceptibles d’étre traités par le sujet (Fig. 3.5),
et a envisager différentes stratégies permettant leur résolution.
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FIGURE 3.5 — Détermination a priori des interprétations du probleme.
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Détermination des stratégies

Une fois déterminés ces interprétations, nous ne chercherons pas a émet-

tre a priori des hypotheses sur les fonctionnements cognitifs relatifs aux
stratégies identifiées : il est déja apparu que cela aurait peu de sens.
Ce sont donc les points de vue mathématique — les connaissances du sujet
— et instrumental — les possibilités offertes par I'artefact, 'utilisation que
peut en faire le sujet — qui permettront d’établir des stratégies a priori. Il
s’agira d’établir les différentes possibilités s’offrant pour résoudre le prob-
leme, compte tenu du contexte — mathématique et instrumental — dans
lequel il s’offre au sujet (Fig. 3.6).
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FIGURE 3.6 — Détermination a priori des stratégies.

Cette identification peut sembler quelque peu empirique, mais en réalité
elle représente une part extrémement faible de ’analyse a priori en pré-
parant une interface avec une analyse microscopique, qui détaille les moyens
effectivement mis en ceuvre pour appliquer une stratégie donnée.

3.5.3 Analyse microscopique

Cette analyse en termes de stratégies, si elle propose un premier cadre
d’étude, est largement insuffisante. Tout d’abord elle n’est pas opératoire :
pour rattacher une observation a une ou plusieurs stratégies, nous ne dis-
posons pas d’outil d’analyse systématique. En outre, nous verrons que deux
stratégies tres distinctes — selon leur rattachement, par exemple, a GI ou
GII — peuvent étres tres similaires. Dés lors I’analyse d’une observation en
termes de stratégies, et donc de visualisations ou paradigmes, souffre d’une
trop forte dimension interprétative. Le probléme sous-jacent est en fait la
finesse du découpage en “stratégies” : I'analyse est trop grossiére pour étre
réellement signifiante, pour identifier par exemple la coexistence de plusieurs
fonctionnements cognitifs du sujet dont nous avons fait 'hypothese.

Nous proposons de fait un travail d’analyse a priori supplémentaire, s’ap-
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puyant sur le modele cK¢, non plus pour établir des stratégies a priori, mais
pour les analyser, les affiner, en dégager des procédures — nous préciserons
ce terme.

Une analyse en termes d’opérateurs et controles

Il s’agit ici de nous appuyer sur le modele cK¢ pour établir une liste
d’opérateurs et de controles pertinents relativement a une stratégie. Le calcul
des combinaisons, puis I’élimination des cas aberrants, nous permet d’établir
différentes possibilités selon lesquelles une stratégie pourrait donner lieu a
une résolution, au sens de cK¢ (Fig.3.7) : transformer un probléme initial
en un probléme résolu® par un enchainement d’opérateurs et de controles.
Ces instanciations de stratégies seront désignées par le terme de procédure,
sur lequel nous reviendrons par la suite.

Deux avantages semblent accompagner cette méthodologie.

Le premier est que les procédures ainsi établies peuvent étre directement
confrontées a des observations, contrairement aux stratégies. L’analyse a
posteriori est de fait plus précise, et plus robuste, que l'identification de
stratégies.

Le second est qu’il est possible d’accorder une “valence globale” aux procé-
dures relativement a nos orientations théoriques : si une procédure s’appuie
sur n opérateurs relevant de la visualisation iconique, n’ de la visualisation
non-iconique, que le controle s’effectue par m structures s’inscrivant dans
GI, m’ dans GII, il est possible d’en déduire — en fait de calculer — cette
valence globale.

3.5.4 Retour sur ’analyse a priori

La méthodologie que nous avons mise en place s’articule en deux par-
ties : I'u