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Que sont les « systèmes » des sciences formelles ?

On utilise parfois le mot informel de « système » dans les
sciences formelles : « système logique », « système
d’exploitation ». . .

Qu’entend-on par là ?
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Polysémie du terme

La notion de système est très polysémique :
1 simple ensemble d’entités que l’on peut lister ;
2 ensemble structuré par un ensemble de relations ou de

fonctions (cf. la notion de « structure » en général,
par exemple en mathématiques) ;

3 doctrine philosophique complète (« le système de Kant »).
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1 Nous allons montrer qu’en philosophie, il existe de manière
assez classique des processus de systématisation, entendue
comme passage du sens 1 au sens 2.

2 Nous montrerons ensuite qu’il existe également des efforts de
systématisation dans la pratique des sciences formelles :

1 logique ;
2 mathématiques ;
3 informatique.
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Aristote : une liste de catégories

Aristote, Catégories, IV : classification des « énoncés sans
combinaison » [Aristote(2014), 1b25-2a4] :

1 οὐσία substance (homme, cheval) ;
2 ποσόν quantité / combien (long de deux coudées) ;
3 ποιόν qualité / quel (blanc, grammairien) ;
4 πρός τι relation / par rapport à quoi (double, moitié, plus

grand) ;
5 ποῦ lieu / où (dans le Lycée, au Forum) ;
6 ποτέ temps / quand (hier, l’an dernier) ;
7 χεῖσθαι position (couché, assis) ;
8 ἔχειν possession / état (chaussé, armé) ;
9 ποιεῖν action / faire (coupe, brûle) ;
10 πάσχειν passion / subir (coupé, brûlé).

Aristote propose cette classification sous forme de simple liste
(cf. aussi Topiques, I, 9, 103b21-23).
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Critique par Kant de la forme « liste »

Critique dans [Kant(1944), A 81 / B 106-107] :
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Table kantienne des catégories

Kant propose un nouvel ensemble de catégories sous forme de table
(A 80 / B 106) :
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Systématicité des catégories kantiennes

Cette table est structurée (A 80-81 / B 106-107) :
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Fondation sur la table des jugements

La table reçoit sa structure d’une autre table (A 70 / B 95) :
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Fondements de la table des jugements

L’autre table est elle-même fondée dans la structure du
jugement :

1 quantité : quantification universelle ou existentielle ;
2 qualité : affirmation ou négation du prédicat ;
3 relation : logique propositionnelle (p, →, Y) ;
4 modalité : rapport à la faculté de juger (�p, p, p).

. . . avec la tripartition propre à la logique transcendantale
(exemple : un jugement singulier relève à la fois du jugement
universel et du jugement particulier).
Les entités (pertinentes) sont ordonnées selon un principe
supérieur.

16/88 Baptiste Mélès La systématicité dans les sciences formelles



Introduction
La systématisation en philosophie

La systématisation en logique et en mathématiques
La systématisation en informatique

Conclusion

La systématisation des catégories par Kant
La notion philosophique de système

Plan de la section
1 Introduction

Introduction
Plan

2 La systématisation en philosophie
La systématisation des catégories par Kant
La notion philosophique de système

3 La systématisation en logique et en mathématiques
Axiomatisations du calcul propositionnel sous forme de liste
La systématisation des règles déductives
Prolongement en mathématiques

4 La systématisation en informatique
Système des fonctions de haut niveau chez Turing
Un système de fonctions dans Linux
Un système de fonctions dans la bibliothèque standard de Java
Autres listes à systématiser

5 Conclusion
Conclusion

17/88 Baptiste Mélès La systématicité dans les sciences formelles



Introduction
La systématisation en philosophie

La systématisation en logique et en mathématiques
La systématisation en informatique

Conclusion

La systématisation des catégories par Kant
La notion philosophique de système

Notion forte de système

Le système est l’unité des connaissances sous un tout (A 832-833 /
B 860-861) :
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Notion forte de système

Le système est complet et ne peut grandir par accumulation :
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Systématisation

Kant propose ainsi une table systématique des concepts
fondamentaux, c’est-à-dire un ensemble justifiée par des
principes philosophiques qui justifient également sa topologie
(ici un arbre de 4× 3 branches).
L’énumération n’est pas la bonne façon d’exposer les concepts
fondamentaux de l’entendement : on ne les comprend qu’en les
situant dans un ensemble structuré.
Le même procédé de systématisation peut être observé dans
l’histoire des sciences formelles.
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Axiomes de Russell et Whitehead

Une axiomatisation du calcul propositionnel
[Whitehead et Russell(1910), p. 100-101] :

1 A ∨ A→ A

2 B → A ∨ B

3 A ∨ B → B ∨ A

4 A ∨ (B ∨ C )→ B ∨ (A ∨ C )

5 (B → C )→ (A ∨ B → A ∨ C )
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Axiomes de Hilbert et Ackermann

Une autre axiomatisation du calcul propositionnel
[Hilbert et Ackermann(1928), p. 23] :

1 A ∨ A→ A

2 A→ A ∨ B

3 A ∨ B → B ∨ A

4 (A→ B)→ (C ∨ A→ C ∨ B)
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Axiomes de David, Nour et Raffalli

Une autre axiomatisation du calcul propositionnel
[David et collab.(2004)David, Nour et Raffalli, p. 59] :

1 A→ (B → A)
2 (A→ (B → C ))→ ((A→ B)→ (A→ C ))
3 A ∧ B → A
4 A ∧ B → B
5 A→ (B → A ∧ B)
6 A→ A ∨ B
7 B → A ∨ B
8 (A→ C )→ ((B → C )→ (A ∨ B → C ))
9 (A→ ⊥)→ ¬A
10 ¬A→ (A→ ⊥)
11 ⊥ → A
12 (¬A→ ⊥)→ A
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Règle de déduction

Une seule règle de déduction, le modus ponens :

A A→ B mp
B
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Inconvénients de ces axiomatiques

La forme de la liste ne permet pas de savoir pourquoi ce sont
précisément ces axiomes qui ont été retenus, ni s’il ne serait
pas pertinent d’en rajouter d’autres.
Ces axiomatiques sont complexes à manipuler. Par exemple, la
démonstration de A→ A n’a rien d’intuitif.
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Démonstration de A → A

1. par le schéma 2, (A→ (B → C ))→ ((A→ B)→ (A→ C ))
donc (A→ ((A→ A)→ A))→ ((A→ (A→ A))→ (A→ A)) ;

2. par le schéma 1, A→ (B → A)
donc A→ ((A→ A)→ A) ;

3. par modus ponens sur 1 et 2, (A→ (A→ A))→ (A→ A) :
(A → ((A → A) → A)) →((A → (A → A)) → (A → A)) A → ((A → A) → A)

(A → (A → A)) → (A → A)

4. par le schéma 1, A→ (B → A)
donc A→ (A→ A) ;

5. par modus ponens sur 3 et 4, A→ A :
(A→ (A→ A))→ (A→ A) A→ (A→ A)

A→ A
CQFD.
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Déduction naturelle

[Gentzen(1955)]
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Idée de la déduction naturelle

Gentzen (1934) propose un tout autre système :
1 un seul axiome, logiquement trivial, le principe d’identité :

A

2 des règles différentes pour chaque connecteur logique
(conjonction, implication, disjonction, négation, absurde) :

règles d’introduction : sous quelles conditions le symbole peut
être employé ;
règles d’élimination : ce que le symbole permet de démontrer.
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Conjonction

Introduction de la conjonction

A B ∧i
A ∧ B

Éliminations de la conjonction

A ∧ B ∧geA

A ∧ B ∧deB
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Implication

Introduction de l’implication

[A]n

...
B →n

iA→ B

Élimination de l’implication

A A→ B →e
B
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Disjonction

Introductions de la disjonction

A ∨giA ∨ B

B ∨diA ∨ B

Élimination de la disjonction

A ∨ B

[A]n

...
C

[B]n

...
C ∨neC
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Négation

Introduction de la négation

[A]n

...
⊥ ¬ni¬A

Élimination de la négation

A ¬A ¬e⊥
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Absurde

Absurde intuitionniste

⊥ ⊥iA

Absurde classique

[¬A]n
...
⊥ ⊥n

cA
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Justification des axiomes de Hilbert

Que nous apprend la déduction naturelle sur les axiomatiques
de Hilbert ?
Elle montre la raison d’être des axiomes : introduire ou
éliminer des connecteurs logiques.
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Justification des axiomes de Hilbert

L’axiomatique ne devrait pas être présentée comme une simple
liste :

1 A→ (B → A)
2 (A→ (B → C ))→ ((A→ B)→ (A→ C ))
3 A ∧ B → A
4 A ∧ B → B
5 A→ (B → A ∧ B)
6 A→ A ∨ B
7 B → A ∨ B
8 (A→ C )→ ((B → C )→ (A ∨ B → C ))
9 (A→ ⊥)→ ¬A
10 ¬A→ (A→ ⊥)
11 ⊥ → A
12 (¬A→ ⊥)→ A
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Justification des axiomes de Hilbert

Elle devrait être, au moins en partie, présentée comme un tableau :

Introduction Élimination
∧ A→ (B → A ∧ B) A ∧ B → A

A ∧ B → B

∨ A→ A ∨ B (A→ C )→ ((B → C )→ (A ∨ B → C ))
B → A ∨ B

. . . . . . . . .

L’axiomatique possède, au moins localement, une structure.
On peut justifier la présence de certains axiomes par une certaine
place dans le tableau.
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système de Gentzen

Chez Gentzen, la structure tabulaire est visible dans l’onomastique
(und, oder, all, es gibt, folgt, nicht / Einleitung, Beseitigung) :
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L’exception dans le système

L’exception de la négation dans NK :
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Disparition de l’exception dans LK

Dans LK, on retrouve la propriété de symétrie :
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La raison d’être des axiomes du calcul propositionnel

La déduction naturelle montre la raison d’être des axiomes du
calcul propositionnel : les couples introduction/élimination.
Ces couples introduction/élimination ne sont pas arbitraires :
l’élimination annule l’introduction.
C’est l’élimination des coupures.
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Conjonction

A B ∧i
A ∧ B ∧e
A

A B ∧i
A ∧ B ∧e
B
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Implication

A

[A]n

...
B →n

iA→ B →e
B
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Disjonction

A ∨giA ∨ B [A]n A ∨neA

B ∨diA ∨ B [A]n A ∨neA

Remarque : rien ne nous oblige à utiliser l’hypothèse [B]. C’est ainsi
que la déduction naturelle simule l’axiome 1 :

A→ (B → A)
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Négation

[A]n

...
⊥ ¬ni¬A A ¬e⊥
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Peut-on « éliminer » les règles d’élimination ?

Puisque les règles d’élimination peuvent se « déduire » (ou
plutôt s’induire) naturellement des règles d’introduction,
pourquoi les formuler explicitement ?
Il pourrait suffire de formuler la première colonne (règles
d’introduction) puis de stipuler l’éliminabilité des coupures ; on
en infère ainsi les règles d’élimination.
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On peut « éliminer » les règles d’élimination

C’est ce qui se passe dans le système Coq : les règles
d’élimination sont construites automatiquement après
déclaration des règles d’introduction.
Coq est :

logiquement un assistant de démonstration ayant pour base le
Calcul des Constructions Inductives ;
informatiquement un langage de programmation très puissant
(avec types simples, polymorphisme, ordres supérieurs, types
dépendants) et non complet.
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Conjonction

Règle d’introduction déclarée à Coq
Inductive et (A: Prop) (B: Prop) : Prop :=

conj: A -> B -> et A B.

. . . ce qui revient à A B et
P

Règle d’élimination automatiquement inférée
Print et_ind.

forall A B P : Prop, (A -> B -> P) -> et A B -> P
. . . ce qui revient à A ∧ B → P A ∧ B et_ind

P
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Disjonction

Règle d’introduction déclarée à Coq
Inductive ou (A: Prop) (B: Prop) : Prop :=
| gauche: A -> ou A B
| droite: B -> ou A B.

. . . ce qui revient à A gauche
A ∨ B

+ B droite
A ∨ B

Règle d’élimination automatiquement inférée par Coq
Print ou_ind.

forall A B P : Prop, (A -> P) -> (B -> P) -> ou A B -> P
. . . ce qui revient à A ∨ B A→ P B → P ou_ind

P
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Absurde

Règle d’introduction déclarée à Coq
Inductive faux : Prop :=
.

Règle d’élimination automatiquement inférée
Print faux_ind.

forall P : Prop, faux -> P
. . . ce qui revient à ⊥ ⊥iA
C’est l’absurde intuitionniste !
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Prolongement en mathématiques

Le même principe de construction produit des effets jusqu’en
mathématiques, dans la présentation de l’axiomatique de
l’arithmétique.
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L’axiomatique de Peano (présentation historique)

[Peano(1889), p. 1] (Permuter « a,b,c » et « a,b » en 3 et 4.)
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L’axiomatique de Peano (présentation courante)

Langage (N, 0,S)
1 0 ∈ N
2 ∀n ∈ N,S(n) ∈ N
3 ∀nm ∈ N, S(n) = S(m)→ n = m

4 ¬∃n, Sn = 0
5 ∀P,P(0) ∧ (∀n ∈ N,P(n)→ P(S(n)))→ (∀n ∈ N,P(n))
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Introduction des naturels : les axiomes 1 et 2 de Peano

Règle d’introduction déclarée à Coq dans Datatypes.v
Inductive nat : Set :=
| O : nat
| S : nat -> nat.

. . . ce qui revient à O0 ∈ N + n ∈ N S
Sn ∈ N

On reconnaît ici les deux premiers axiomes de Peano :
1 0 ∈ N ;
2 ∀n ∈ N,S(n) ∈ N.
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Élimination des entiers naturels : l’axiome 5 de Peano

Règle d’élimination automatiquement inférée
Print nat_ind.

forall P : nat -> Prop, P O -> (forall n : nat, P n -> P (S n)) ->
forall n : nat, P n

. . . ce qui revient à P(0) ∀n(P(n)→ P(Sn))

∀nPn
,

autrement dit le principe de récurrence, l’axiome 5 de Peano ! Il n’a
rien de gratuit : il est induit automatiquement par le système
logique à partir du principe d’élimination des coupures.
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La théorie Peano

Qu’en est-il des axiomes 3 et 4 ? Cherchons dans la
bibliothèque arithmétique de Coq.
En vertu de la correspondance preuves-programmes, ce que les
mathématiciens appellent « théorie » est exactement ce que
les informaticiens appellent « module ».

Charger en Coq le module Init/Peano.v équivaut donc à se
donner la théorie PA.
C’est une base de données qui contient :

1 des définitions (être le successeur, etc.) ;
2 des lemmes et théorèmes (avec leur démonstration).
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L’axiome 3 de Peano

Dans ce module, on trouve le théorème not_eq_S :

Theorem not_eq_S : forall n m:nat, n <> m -> S n <> S m.

C’est l’axiome 3 de Peano — mais ici c’est un théorème !
Démonstration par injection : la définition de nat étant close (un
présupposé de Coq), la seule façon de construire S n est de
rajouter S devant un n, ce qui exclut tout m distinct de n.

C’est un théorème parce que le système suppose la clôture du type
par les constructeurs : le type nat est le point fixe de la définition
inductive, c’est-à-dire la partie minimale commune à tous les
systèmes satisfaisant ces règles de construction.
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L’axiome 4 de Peano

L’axiome 4 devient quant à lui le théorème O_S :

Theorem O_S : forall n:nat, 0 <> S n.

La démonstration de cet « axiome » procède par propriété
discriminante : seul le constructeur O permet de construire 0, alors
que le constructeur S ne permet de construire que des termes de la
forme S n.

61/88 Baptiste Mélès La systématicité dans les sciences formelles

https://archive.softwareheritage.org/swh:1:cnt:fb2a7a57fed651817d7b6a6bd15cc8f85eb49edd;origin=https://github.com/coq/coq;visit=swh:1:snp:9322e63b48ef83ec5e94f79473a1ba33bee183a1;anchor=swh:1:rev:65720db3c131d66b8f2215bc59742036a9f9df77;path=/theories/Init/Peano.v;lines=75-78
https://archive.softwareheritage.org/swh:1:cnt:fb2a7a57fed651817d7b6a6bd15cc8f85eb49edd;origin=https://github.com/coq/coq;visit=swh:1:snp:9322e63b48ef83ec5e94f79473a1ba33bee183a1;anchor=swh:1:rev:65720db3c131d66b8f2215bc59742036a9f9df77;path=/theories/Init/Peano.v;lines=75-78


Introduction
La systématisation en philosophie

La systématisation en logique et en mathématiques
La systématisation en informatique

Conclusion

Axiomatisations du calcul propositionnel sous forme de liste
La systématisation des règles déductives
Prolongement en mathématiques

Justification des axiomes de l’arithmétique

La théorie des types inductifs permet de montrer les rôles
respectifs des axiomes de Peano :

1 0 ∈ N
2 ∀n ∈ N,S(n) ∈ N
3 ∀nm ∈ N,S(n) = S(m)→ n = m
4 ¬∃n,Sn = 0
5 ∀P,P(0) ∧ (∀n ∈ N,P(n)→ P(S(n)))→ (∀n ∈ N,P(n))

On comprend désormais que :
les axiomes 1 et 2 sont les axiomes propres de la théorie ;
les axiomes 3 et 4 ne sont que des axiomes de clôture,
condensés par la définition inductive par point fixe ;
l’axiome 5 est la règle d’élimination qui suit naturellement des
axiomes 1 et 2.
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Quel apport scientifique ?

Techniquement, systématiser une liste d’axiomes n’apporte
rien : on ne gagne aucun théorème que l’on ne pouvait pas
démontrer avec les outils précédents.
Mais le système gagne en intelligibilité une fois que nous
comprenons quels sont les principes de construction
sous-jacents à la liste d’axiomes, et le nouveau système peut
faciliter la démonstration de théorèmes complexes.
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Système des fonctions d’une machine universelle de Turing

[Turing(1936), p. 235] : les « tables abrégées » comme
langage fonctionnel de manipulation de machines de Turing.
C’est dans ce langage de haut niveau que Turing décrit sa
machine universelle.
L’ensemble des fonctions de ce langage de haut niveau forme
un système, visible dans l’onomastique.
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Tables complètes de Turing

Les premières machines décrites par Turing le sont de manière
explicite (p. 233) :
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Tables abrégées de Turing

Turing définit ensuite certaines fonctions de « haut niveau »,
qui permettent d’abréger les tables (p. 236) :
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Onomastique de Turing

Turing nomme ses fonctions de manière mnémonique (pour
des anglophones) :

f find / first
l left
r right
q queue
e erase

pe print at the end
c copy
re replace

etc.
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Onomastique de Turing

En outre, les noms de fonctions sont construits de façon très
systématique :

q, l, e, pe. . . sont des fonctions globales ;
q1, q2, e1, pe1. . . sont des fonctions locales, avec
numérotation des lignes.

Le nom même des fonctions donne donc des informations sur
elles.
Les fonctions obéissent à plusieurs étages successifs
d’abstraction.
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Fonctions de bas niveau

Les fonctions de bas niveau manipulent directement la bande :

m-config. symbol operations final m-config.
f(E, B, α) @ L f1(E, B, α)

not @ L f(E, B, α)
f1(E, B, α) α R E

not α R f1(E, B, α)
None R f2(E, B, α)

f2(E, B, α) α E
not α R f1(E, B, α)
None R B

q(E) Any R q(E)
None R q1(E)

q1(E) Any R q(E)
None E

l(E) L E
r(E) R E
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Fonctions de niveau intermédiaire

Les fonctions de niveau intermédiaire ne manipulent la bande
que dans leur partie privée (q1, e1, . . . ) :

m-config. symbol operations final m-config.
q(E,α) q(q1(E,α))
q1(E,α) α E

Not α L q1(E,α)
e(E,B,α) f(e1(E,B,α),B,α)
e1(E,B,α) E E
pe(E,β) f(pe1(E,β),E, @)
pe1(E,β) Any R,R pe1(E,β)

None Pβ E
c(E,B,α) f’(c1(E),B,α)
c1(E) β pe(E,β)
re(E,B,α,β) f(re1(E,B,α,β),B,α)
re1(E,B,α,β) E, Pβ E
cp(E1,U,E,α{},β) f’(cp1(E1,U,β{}),f(U,E,β),α)
cp1(E,U,β) γ f’(cp2(E,U,γ),U,β)
cp2(E,U,γ) γ E

not γ U
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Fonctions de haut niveau

Les fonctions de haut niveau ne manipulent pas directement la
bande. Elles généralisent les opérations d’écriture, déplacement,
etc. en les exprimant de façon purement fonctionnelle, sans effet de
bord [Mélès(2020)].

m-config. symbol operations final m-config.
f’(E,B,α) f(l(E),B,α)
f”(E,B,α) f(r(E),B,α)
ce(E,B,α) c(e(E,B,α),B,α)
ce(B,α) ce(ce(B,α),B,α)
re(B,α,β) re(re(B,α,β),B,α,β)
cr(E,B,α) c(re(E,B,α,a),B,α)
cr(B,α) cr(cr(B,α), re(B,a,α),α)
cpe(E1,U,E,α{},β) cp(e(e(E1,E,β{}),E,α),U,E,α,β)
cpe(U,E,α,β) cpe(cpe(U,E,α,β),U,E,α,β)73/88 Baptiste Mélès La systématicité dans les sciences formelles
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Fonctions homonymes

Certaines fonctions sont homonymes (à signature près) et
obéissent à une construction systématique :

Opération Application unique Application itérée
effacement de symbole e(E,B,α) e(B,α)
déplacement de symbole ce(E,B,α) ce(B,α)
remplacement de symbole re(E,B,α,β) re(B,α,β)
copie de symbole cr(E,B,α) cr(B,α)
comparaison de symboles cpe(E1,U,E,α,β) cpe(U,E,α,β)

L’onomastique recèle donc une conception systématique de la liste
de fonctions correspondantes.
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Onomastique dans le code source de Linux

La liste des fonctions de conversion des formats temporels
dans le fichier time.c du noyau Linux obéit à une construction
systématique (la combinatoire des conversions), que manifeste
la construction des noms de fonctions :

jiffies_to_msecs
jiffies_to_usecs
timespec64_to_jiffies
jiffies_to_timespec64
jiffies_to_clock_t
clock_t_to_jiffies
. . .
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Les définitions redondantes en programmation orientée objet

Le processus de systématisation explique aussi la construction
de définitions redondantes dans les bibliothèques standard de
langages de programmation.
Exemple : la bibliothèque arithmétique standard du langage
Java Integer.java est une litanie de tautologies.

L’objet Integer est défini comme. . . un int ! (dans le
langage de base de Java)

De nombreuses autres fonctions relatives aux entiers sont
redéfinies de façon parfaitement redondante avec le langage de
base.
Techniquement, ce fichier n’a donc aucun intérêt : il
n’introduit que des notations alternatives pour des notations
préexistantes.
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Quelle utilité ?

Le seul gain est informel, en expressivité linguistique :
Integer.java , Float.java et Long.java introduisent des
noms de fonctions manifestant un système combinatoire
sous-jacent :
Integer.toString()
Integer.toHexString()
Long.toString()
Long.toHexString()
Float.toString()
Float.toHexString()

Cette bibliothèque définit ainsi simplement un langage
systématique par-dessus le langage de base, qui permette de
penser dans un nouveau cadre.
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Quelques autres listes

En programmation, on trouve souvent des listes de fonctions :

les appels système sous Unix ;
les fonctions d’une bibliothèque standard (ex. : la bibliothèque
d’entrées sorties du langage C, stdio.h ;
etc.

Ces enrichissements du langage constituent souvent un cadre de
haut niveau, défini dans le langage de base et destiné à se
substituer à lui. Il est parfois strictement moins puissant que le
cadre de base (ex. : les appels système).
C’est un terrain privilégié pour essayer de déterminer le système
sous-jacent.
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Absence de gain technique

Une partie de l’activité dans les sciences formelles consiste non
pas à construire de nouveaux objets, mais à se contenter de
mettre un ordre dans ceux que l’on connaissait déjà :

1 la déduction naturelle ne permet de rien démontrer de plus que
les axiomatiques à la Hilbert ;

2 la bibliothèque arithmétique de Coq ne peut rien démontrer de
plus que la présentation habituelle des axiomes de Peano ;

3 le langage de haut niveau de Turing ne permet de rien calculer
de plus que le langage de base ;

4 les bibliothèques standard de langages de programmation
n’étendent en rien le domaine calculatoire (souvent déjà
complet) ;

5 les appels système d’un système d’exploitation permettent
d’effectuer strictement moins de choses que l’utilisation directe
de la machine (puisque le système d’exploitation nous interdit
de faire certaines bêtises).
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Un gain informel

S’il y a un gain dans ces langages systématiques de niveau
supérieur, c’est donc sur un autre axe que celui de la
technique ; par exemple un gain en intelligibilité ou en praticité
d’utilisation.
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