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INTRODUCT ION 

En microéconomie, beaucoup de comportements sont qua litatifs . 

I l arrive alors fréquemment que l e chercheur, intéressé par l 'ex­

plicat ion ou par le pouvoir e xpl icatif de ces phénomènes, util ise 

c omme ou til d 'analyse la régre ssion mul tivariée incl uant donc des 

variables qua litatives. Ce lles-ci pe uvent être de deux sort es, di ­

chotomiques d ' une part, polytomiques d 'autre part , ces dernières 

constituant une généralisation des précédentes. 

A : it re d'i llustration, considérons l 'évènement 

E {possession d'un dip l Ome par un indi vidu} 

Si nous nous intéressons exclusivement à la possession ou non d 'un 

di~ lôme , nous défi nissons alors une variab le dichotomique ~ue nous 

codons 1 si l ' individu possède un diplôme e t 0 s i non . Le choix de 

ces valeurs, de même que leur affec t ation à une modali té plutôt 

qu'à l 'autre est totalement arbitrai re. Seul importe de tenir compte 

de l' éche l l e de va l eurs ains i que de l'uti lisation des valeur s re­

tenues lors de l'intrerprétation du problème . 

De t el l es va riables peuvent être s el on l es cas~ e ndogènes ou exogènes. 

L'estimation d'un modèle comportant des variables qualitatives exclu• 

sivement exp li catives ne présente a ucune difficulté , si ce n' est dans 

i'interprétetion à donner aux estimateurs des prarmètres i nco~nu s de 

ces variables. Imag inons par exemple un modèle l i néaire du type 
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y
1 

a + bx 1 • E 

dans lequel yi est u Ge variable conti nue ~ par exe~~le . e revE~u 

de l'individu i eé xi une variable dichotomique représer.t~n: .c 

possession ou r.cr. o ' un di plôme par ce même i ndiv i du . ~ans le ::as 

où xi prend la valeur 1 l orsque l'individu a un diplê.me et l e 

valeur 0 dans le cas ccntraire # alors l 'estimateur b ~u pe.r-ar;è tre 

inconnu b s'inte:--prète comme l'avantage de salaire ~~r:t bé~éficie 

un individu d ip lômé par rapport à un individu non dip lômé . 

Dans un modèle à variable dépendante dichotomique, l ' i nterpréta -

tio~ à donner 6 la var iat ion d ' une variable exogène ~~a ! itat ive 

est équivalente, la princ i pale dif férence réside da ns la procé ­

dure d'est imation de cette variation pu isque l es hypothèses 

génér alement admises , qu'elles soient relatives aux erreurs cu à 

la fo rme du modèle ne sent plus respectées. 

Le but de ce t o~vrage est de faire l e point s ur l es s ol ut ions 

apportées à l ' estimation de modè l e à variable dépendante qual i t a ­

tive (dic ho tomique ou polytomique) . 

Les t rois premi ers chapitres sont consacrés à 1 'étude ~u modèle 

à variable endogè ne dichot omique. Le chapitre I examine les d if ­

f icultés d ' estimation du modèle linéaire par l es mé thodes usue l l es 

de régression et c onclut , en rai s on de l a nature part iculiè r e de 

la variabl e exp liqué e , à l ' a bandon de la r epr é s enta t ion linéaire . 

A parti r de ceci, l e ::hapitre II pr opose divers es forr.>u l a t ions 

non li néai res permettant de teni r compte du caractère de la 

variable endogène . Malheureus~nent les e stimations , a priori 

séduisantes, de ces formulat i ons sou lèvent des difficw l t és écono­

métriques i mportantes e t principalement celles du groupement des 

données et de la tra r.sformatio n d ' un modè le no n l i néa ire en un 

modè l e linéaire . Le c hap i t re III expose a l ors une tec hnique 

d ' estimat i on de données individue l les sous l ' hypot hèse d ' une 



représentation logis t i que du p~éro~~ ··.e, par la méthode du 

r.-1a x i mum de v ra iserrblance qui cffre 1 'av entage d 'éliminer les 

inconvénients pr é cités. 

Les deux derniers chapitres de cet ouvrage généralisent la 

r eprésentation logistique précédente et la procédure d 'estima­

tion du maximum de vraisemblance à deux modèles économétriques 

particuliers. Ainsi le chapitre IV expose l'estimation du 

modèle B variable dépendante pclytomique, alors que le chapitre 

V présente un sys t ème d'équation simultanée à variable s endogènes 

qualitatives. 

Chaque fois que ce la nous a été possible, nous a vons illustré 

les différents chapitres de cet ouvrage d'exemples pratiques 

d 'estimation afin de le rendre accessible au lecteur peu fami ­

liarisé avec les présentations économétriques théoriques. 



CHAPITRE I 

LA FONCTION DE PROBABILITE LINEAIRE 

Ce chapitre a pour objet l'étude de l'estimation de la probabi­

lité de réalisation d'un évènement E étant donné un certain nombre 

de caractéristiques associées A cette éventualité, sous l'hypo­

thèse d ' une représentation linéaire du phénomène. Le modèle 

économétrique sous-jacent ne vérifie plus les hypothèses clas­

siques des moindres carrés ordinaires d'une part , la définition 

de la probabilité d 'autre part. Si nous pouvons facilement pallier 

le premier inconvénient en conservant la forme du modèle, le 

second, quant à lui incite A la rejeter brutalement . 

1.1. CONDITIONS D'EST I MATION PAR LES MOINDRES 

CARRES ORDI NA IRES 

Considérons l'évènement 

E = {réussite d'un individu à l 'examen de fin d 'année d 'études } 

Notons 

yi si cet évènement se réalise pour l'individu i 

0 sinon. 

Supposons que la variable yi, qu i dans le cas présent est une va­

riable dichotomique, soit déterminée par k variables exogènes in­

dépendantes et fixes, x (binaires ou non). L'hypothèse la plus 
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simple ~ue nous pouvons ~o r~uler lorsqu' une relation est supposée 

existsr entre un certain nonbre de variables est l'hypothése de 

lir~c!'ité. C'est-à-dire que rous avons le :nodèle 

1, ... , n 

oD Ei est un terme d'erreur aléatoire additif. 

Ce q~e ~ous pouvons encore écrire 

i 1,. ... n 

oD S est le vecteur· d'ordre ( k + 1, 1) des paramètres inconnus et 

xi le vecteur d'ord~e (1, k + 1) des variables explicatives asso­

ciées à l'individu i. 

L'estimation des paramètres inconnus du modèle par la méthode des 

moindres carrés ordinaires n'est valide que s i les hypothèses ci­

dessous sont vérifiées : 

E(E.) 
l 

0 

a2 pour i 
0 sinon. 

C'est-à-d ire si les erreurs aléatoires ont une espérance mathématique 

nulle et sont homoscé:lastiques et indépendantes. Cette dernière hypo­

thèse revient à formuler que l e comportement de l 'individu i est 

indépendant du comportement de l'individu jet que l a variance de 

l'erreur est ident ique quel que soit l'individu. 

Les estic.ateurs ii k, obtenus par miniëüsation de l a somme des carrés 

des é~arts ve rticaux, sont linéaires par rapport à la variable 

endogè ne yi. Sous l'hypo thè se de nullité de l' espérance mathématique 

des erreurs ils sont centrés ou sans biais. Sous l'hypothèse 

d'indépendance et d'homoscédasticité des erreurs~ leur variance est 
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est S:f;~.:.e _ 

avec 

D' ap::-ès le théorème de GAUSS-MARKOV , tout autre estimate:.:r .3~ ::a 

Bk. n~n biaisé et linéaire par rapport ê l a variable endcE~~= ii • 

possède une variance supérieure à celle de Bk• Aussi les asëi~=­

teurs des moindres carrés ordinaires sont-ils à variance ~i~1~~le . 

Etan~ je plus linéairés et centrés ce sont alors des es~i~ateurs 

BLUE ( ~est Linear Unbiased Estimator). Ou~re les hypothèses =::-écé­

dentes sur les erreurs aléatoires Ei~ il est généralement e=~~s que 

celles-ci suivent une loi normale d'espérance mathématicue n~lle et 

de varia nce cr~ Soit : 

_ r:;r, e xp 
c "2i' 

De cette hypothèse découle la possibi lité de tester la perti~enca 

des variables exogènes supposé es déterminer le phénomène exol~~ué 

et a fort i ori celle de construire des intervalles de confiance 

pour les paramètres inconnus du modèle. 

Si l'hypothèse de normalité des erreurs n'est pas acceptable alors 

les tests de significativité des variables, du type tests O:e STUDENT 

sont nécessairement triaisés. Il en est également de l':"!ê rr:e Ç8 ·...:r les 

esti!Tlateurs des paramètres inconnus du modèle si l'hypct~È::e .='in­

dépendance et d 'homcscédasticité des e rreurs n'est p~s vé~i~iée. 
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I. 2 . CONSEQUENCES OU CI'.RACTERE DICHOïiJMIOUE 

DE Yi 

Rappelons que le modèle à estimer est de la forme 

i 1, . . . , n 

dans lequel yi prend la va l eur 1 si l ' évènement expliqué se 

réal ise pour l ' individu i, et 0 sinon. 

La variable endogène Yi• ne pouvant prendre que deux valeurs, 

est une vari ab l e a l éatoire indicatrice dont l ' espérance mat~éma­

tique condit i onnelle est égale à : 

Prob(y1 

Sous l' hypothèse de nu l lité de l'espérance mathématique de l'erreur 

aléatoi re nous avons : 

E(yiJxil x i e 

D' où 

Prob{y1 
1J xi} xis 

E~ raison du caractère dic hotomi que de la variable e ndogène son 

espérance mathématique n ' est rien d'autre que la probabilité condi ­

t i onne lle de réalisation de l ' évènement e xpliqué étant donné le 

v ecteur des vari ables exogènes x 1 (d'où l e nom de f onct i on de 

prc~a~ilité linéaire donné au mo dèle ci -dessous). Autrement dit, 

la vale~r calculée du modèle est une e s timation de la probabilité 

conditionne lle de réa l isat ion associée à la valeur 1 de la variable 

endogène . 
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Il est encore fréquent de voir CGS esti:-oations d'un tel modè l e 

par la méthode des moindres carr-és ordinaires bien que les hypo­

thèses relatives à cette méthode ne soient plus vérifiées. Pour 

s ' en co!'vaincre, calculons l a variance du terme aléatoire Ei . 

Celui-ci ne peut prendre que deux valeurs. à savoir : 

0 

Sous 1 • hypott1èss de nullité de 1 'espérance mathématique de 1 'erreur 

a l éatoire . nous avons 

Or 

Prob{ ~i=-xiB} + Prob{~i=1-x1 s} 

Donc 

Prob{~i=-xiB} 

En remplaçant cette dernière expression dans celle de l'espérance 

mathématique de ~i · il vient 

et 

Prob{~i=1-xi8} xiB 

Dans le ces disc ret, la varianc e de l'erreur aléatoir e s' exprime 

de la façon suivante 

Var(c1 J = E(~i2) = Prob{ci=xiB }(-x1sJ2 + Prob{c
1

=1-xiS}(1-xi B)2 

Soit en remplaçant les probabilités par leurs valeurs 
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De même 

Les erreurs aléatoire n'étant pas homoscédastiques , l es estimateurs 

des paramètres inconnus du modèle, obtenus par le ~éthode des 

moindres carrés ordinaires bien que linéaires et centrés sont 

néanmoins inefficients. Négliger l'hétéroscédasti cité des erreur s 

reviendrait à sous-estimer les vraies variances des estimateurs 

des paramètres inconnus et donc à biaiser les tests vers l'accep­

tation d'hypothèse. 

I. 3 . ESTIMATION PAR LES MOINDRES CARRES GE:iERALISES 

Pour pallier le problème de l' hétéroscédasticité des erreurs , 

il est alors nécessaire d ' estimer les paramètres inconnus du 

modèl e par la méthode des moindres carrés généralisés ou mét hode 

de Aitken. Cel le-ci consiste à transformer le modèle i nitia l de 

telle sorte qu ' ex post les erreurs deviennent homoscédastiques. 

Pour ce faire. il s uffit alors de pondérer chaque observat ion par 

l' i nverse de l ' écart -type de l 'er reur correspondante. Le modèle à 

estimer est de la forme : 

yi = 80 + 81 x1i + .. . + 8kxki + € . 
). 

i 1. . . . n 

avec E(€. l 
). 

= 0 

E(EiEj) a2 . . 
).). 

cr2 À~ 
). pour i 

0 pour i -1 

En divisant par l'écart -type de l'erreur il vient 

i 1, . . . , n 

En effet, 

'i 
De ce fait, l'erreur transformée,~· est bien homoscédast i que . 

). 

Var(:~) = 
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L'apolication de la méthode des moindres carrés ordinaires sur 

le r.~dèle transformé permet alors de découvrir les estimateurs 

des moindres carrés généralisés du modèle initial. Ces estima­

teurs, linéaires par rapport à la variable endogène Yi et centrés, 

sont à variance minimale. Par conséquent ce sont des estimateurs 

BLUE. 

Dans le cas qui nous préoccupe, les variances des erreurs étant 

inconnues, la méthode de Aitken pure n'est pas réalisable. Il est 

donc indispensable de donner auparavant, une estimation convergente 

de chacune des erreurs. Mac Gillivray ["Econometrica", Vol.38, n°5, 

1970, pp.775-776) suggère de prendre comme esti~~teur de la variance 

l'expression suivante 

V~r[Ei) = y: [1-y~) . 

où y~ est la valeur calculée du modèle. 

Yi = xiS + E:i 

estimé par la méthode des moindres carrés ordinaires . 

Cependant, il n'est pas exclu que certaines variances soient néga­

tives. Il est alors possible de tourner la difficulté en choisis­

sant de prendre 

vâr[Eil = 1 ii [1-y.il 1 

Bien que l'estimation de la fonction de probabilité linéaire par 

la méthode des moindres carrés généralisés constitue une amélio­

ration par rapport à son estimation par les moindres carrés ordi ­

naires, il n'en reste pas moins qu'un problème important subsiste. 

En effet, l'hypothèse de normalité des erreurs habituellement 

postulée pour juger de la significativité des variables n'est plus 

acceptable dans le cas d'un modèle à variable dépendante dichotomique. 

La raison en est que l'erreur aléatoire prend ses valeurs dans 

l'intervalle [-xie. 1-xie] et non pas dans l'intervalle J-~, +~[. 

De ce fait , les tests de significativité des variables , du type 

tests de Student, sont nécessairement biaisés. 
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Hormis ceci .. un probl è me important su!:.si~te, à s avoir que l e 

modèle linéaire est inadéquat pour :-2~:-ésenter une probabi l ité . 

En effet, la valeur cal cu lée 

n'est rien d ' autre que l'estimation de la probabilité condit ion­

nelle de réalisation de l 'évèneme nt expliquée. La caractéristique 

d'une probabilité est d'être comprise entre zéro et un . Or avec 

le modè le l inéaire, rien ne nous assure que la valeur c alcul ée 

restera comprise dans cet intervalle . 

P(y=1lx l 

fonc tion 

0 xS 

Ceci est un hand icap sérieux lorsqu ' i l faut établir des prédic­

tions et pl utôt que d ' estimer une fonction de probabilité linéa ire 

i l est préférable d'estimer une f onct i on non li néaire prena nt ses 

va leurs dans l 'intervalle [0 ,1 ] et dans laquelle Yi est une fonction 

non déc roissante de xis . 
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I. 4. EX·:CN=:_;: J'APPLICATION 

Les résultats présentés ~i-e~rès sont obtenus à partir d'un 

échantillon de 214 étudian~s i nscrits pour la première fois 

à l'U.E.R. de Médecine de l'Gniversité de Dijon, au début de 

l'année scolaire 1974-751. L'évènement expliqué est la réussite 

d'un étudiant à l'examen de -fin d'année d'études. Les variables 

exogènes supposées déterminer ce phénomène2 ainsi que le signe 

attendu des coefficients ce régression (un signe positif augmente 

la probabilité de réussite, un signe négatif augmente la proba­

bilité d'échec) sont les suivantes : 

1. Taille de la commune de résidence 
des parents 

2. Revenus mensuels des parents 

3 . Age de l'étudiant 

4. Résultat à un test d'aptitude logique 

S. Résultat à un test de personnalité 

6. Moyenne à l'écrit du baccalauréat 

7. Etudes précédentes 

aP anticipé a x 

1 si l'étudiant était déjà dans le supérieur en 74/75 
0 sinon 

8. Origine du secondaire 
1 si l'étudiant a effectué ses études secondaires 

dans un établiss88ent public, 
0 sinon 

9 . . Bacca:bauréat ; scie, ti fi que 
1 si l'étudiant possède un bac. série C 
0 sinon 

10. Baccalauréat non scientifique 
1 si l'étudiant possède un bac série A,B,F ou G, 
0 sinon. 

Cet échantillon fait partie d'une étude réalisée par l'Institut 
de Rec herche sur l'Econo~ie de l'Education et fina ncé par l e 
Service d'Etudes et d'I,formations Statistiques du Ministère des 
Universités . 

2 Voir à ce propos, A. i"iiNGAT, "La première année d'études, la 
réussite, l 'abandon, l'échec" . Cahier de l'IREOU n° 23. 
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Les résultats obtenus par les moindres carrAs ~r=~naires sont 

les suivants : 

VARIABLE C:~EF!=IC::!ENT 

Taille de la commune - G,G43* 

Revenus des parents/1000 C,G~3 

Age/10 - 0,455 

Test logique 0,038 

Test de personnalité/10 - G,03G.._. 

Moyenne à l'écrit du bac C,Oïe••• 

Etudes précédentes 0,232* 

Origine du secondaire 8 , 050 

Baccalauréat c 0,233**" 

Baccalauréat A, B, F, G - 0,099 

Constante 0,207 

R2 = 0,30 

TABLEAU I. 1 • ESTIMATION DE LA FONCTION DE PROBABILITE 

LINEAIRE PAR LES MOINDRES CARRES ORDINAIRES. 

Les tests de significativité des variables sont construits sous 

l'hypothèse de normalité des erreurs. Les seuils retenus sont 

les suivants 

• = 10 % 5 % % 

Posons-nous la question de savoir s'il est licite d 'est imer ce 

modèle par l es moindres carrés ordinaires et par conséquent si 

nous pouvons accepter l'hypothèse d ' homoscédasticité des erreurs . 

Pour ce faire, il suffit de construire un test de non-homoscédasticitél 

basé sur l'estimation du modèle pour deux sous-populat ions. La 

comparaison du rapport entre la somme des carrés des résidus du 

modèle estimé par les moindres carrés ordinaires sur la première 

sous-populat ion et la somme des carrés des résidus du modèle 

estimé par la même méthode sur la seconde sous-population avec un 

F de Fisher théorique, indique que nous ne pouvons pas écarter 

l'hypothèse 8Ue l es erreurs soient en fait hétéroscédastiques. 

Pour une description théorique de ce test, voir Theil, H. 
"Principles of Econometries", Wiley, New-York . 1971 - pp.196-197. 
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En effet, nous obtenons 

SS de la 1ère sous- popu lation = 2 d 3 
SS de la 2ème sous-population ' · 

alors que F(n1 - 11, n
2

- 11 ) = 1,39 (avec n1 et n2 l es effectifs 

de c hacune des deux sous-populations). 

L' esti mation du modèle l inéair e de réussite par la mé thode de Aitken 

réalisable est alors l a suivante : 

VARIABLE COEFFICIENT 

Taille de la coi1Y11une - 0 , 028 

Revenus des parents /1000 0 , 013. 

Age/10 - 0,430 ** 

Test logique 0,001 

Test de personna l i té/10 - 0,03o*"* 

Moyenne à l' écr it du bac 0' 078*** 

Etudes précédentes 0,209* 

Origi ne du secondaire 0,074 

Bacc2lauréat c 0' 210*** 

Baccalauréat ri, B, F, G - 0, 129*** 

Constante 0,174 

R2 = 0,29 

TABLEAU I.2.: ESTIMATION DE LA FONCTION DE PROBABILITE 

LINEAIRE PAR LES MOINDRES CARRES GENERAL ISES. 

Alors qu'à l'issue de l' estimation du modè le par les moindres 

carrés ordinaires, seu l ement c i nq variables sur les dix init ia­

lement retenues sont significatives à un seuil au moins égal à 10 %, 

avec la méthod e des moindres carrés généralisés, trois variables 

suppl émentaires sont significatives. Etant donné que l'hypothèse 

de non normal ité des erreurs (voir histogramme des résidus) défa ­

vorise aussi bien les tests dans l' une ou l'autre méthode, i l faut 

attribuer cette supériorité de significativité à une plus grande 

efficience des e s timateurs des moindres carrés généralisés. 
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Il suffit pour s ' en convai ncra de comparer l es variances des 

estimateurs obtenus par l'ü~e e t l' autre méthode : 

V.~RIANCE OE'S ESTIMATEURS 

DES M C 0 DES M C G 

Taille de -3 -3 
la c ommune 0,669 . 10 0 ,371 .1 0 . 

Revenus des parents 0 , 936 .~0 - 1 0 
0 ,439. 10 

-10 

Age 0 ,806.10 
-5 

0 ,352 . 10 
- 5 

Tes t logique 0,442. 10 
- 4 

0 ,1 44.10 
- 4 

Test de personnalité 1 ,231. 10 
-8 

0 ' 709 .1 0 
- B 

à l'écrit 
-5 - 5 

Moyenne du bac 0 , 241. 10 0, 132.1 0 
_1 _1 

Etudes précédentes 0,1 58 .1 0 0 , 133.10 

Orie;ine du secondaire 0 , 568.10 
- 2 

0 ,275 . 10 
- 2 

Baccalauréat c 0,358 . 10 
- 2 

0,209 . ~0 
- 2 

Baccal auréat A,B ,F,G ' 1. 59 .10 - 2 
0 ,387 .1 0 

-2 

GRAPHIQUE I. 3 . hiSTOGRAMME DES RESIDUS . 
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Nous donnons c i-après les prédictions de la probabilité ds 

réussite pour un sous-échant i llon aléatoire de 40 étudie~ts. 

No d'ob- valeur Prédictim Prédiction No d'ob- valeur 0 rédictiCn Prédttion 
sèrvation observée M C 0 M C G servation observée M C J ~1 C G 

159 

189 

76 

167 

7 

34 

81 

20 

66 

127 

5 

212 

44 

184 

121 

97 

118 

111 

21 

162 

1 0,680 0,665 67 0 0~229 0 ,242 

0 -0,103 -0,031 149 0 -0,1 07 -0,099 

0 -0,016 -0,014 163 1 0.5S2 

1 0,475 0,449 47 1 0.291 

0 -0,033 -0,036 106 0 0,313 

1 0,958 0,941 102 0 0,446 

0 0,502 0 ,461 197 1 0,611 

1 0,668 0,647 33 0 0,184 

1 0,657 0,646 29 1 0,443 

0 0,265 0,278 178 0 0,612 

0 -0,043 - 0 ,025 2 0 0,076 

0 0,190 0,200 158 0 0,147 

0 0,318 0,359 103 0 0,594 

1 0,458 0,449 91 1 0,626 

0 0,021 0 ,094 179 0 0,028 

1 0,185 0 , 198 93 0 0,528 

0 0,000 -0,002 75 1 0,432 

1 1,055 1,017 101 0 -0,011 

1 0,046 0 , 085 169 0 -0,047 

0 -0,318 -0,312 12 0 0,182 

TABLEAU 1 .4 .: PREDICTIONS DE LA PROBABILITE LINEAIRE PAR LES 

MOINDRES CARRES ORDINAIRES ET LES MOINDRES CARRES 

GENERALISES. 

0,583 

0,300 

0,289 

0,447 

0,614 

0,198 

0,452 

0,608 

0,082 

0 , 189 

0,573 

0,592 

0,035 

0,585 

0 ,414 

-0,023 

-0, 023 

0 , 168 

Si nous calculons pour chaque modèle, la distance entre les valeurs 

observées e t les valeu rs prédites ci-dessus, nous obtenons 

prédiction des moindres carrés ordinaires 6,11 

prédiction des moindres carrés généralisés: 6,06 
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Ainsi pour l'échantillo~ ~cnsidéré, et toutes choses égales 

par ailleurs~ les ~rèd:c~ions obtenues par les moindres c2rrés 

généralisés sont meilleures que celles obtenues par les ~oindres 

carrés orginaires. ! 1 n 'en reste pas moins qu'un problème imper­

tant subsiste, à savoir que la forme linéai re est inadéquate pour 

représenter une probabilité . Il en est pour preuve les prédictions 

figurant au tableau précédent et dans lequel certains individus 

ont une probabilité de réussi t e négative, voire supérieure à un. 
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CHAPITRE II 

LES TECHNIQUES D'ESTIMATION DE DONNEES 
GROUPEES 

Le modèle de régression linéaire présente de nombreux inconvénients 

parmi lesquels celui de ne pas imposer à la valeur calculée du 

modèle d 'être comprise dans l 'intervalle [o.D. Un moyen d 'éviter 

cet écuei l consiste alors à représenter le phénomène expliqué par 

une forme non linéaire variant dans l'intervalle [o.~, puis par 

transformation du modèle à se ramener à l'expression linéaire usuelle . 

Cette procédure, calquée sur les pratiques des biologistes, nécessite 

au préalable la définition de données groupées. 

Plusieurs méthodes so nt alors possibles, mais toutes présentent 

l'inconvénient de réduire considérablement l'information disponible 

d'une part, d'imposer l'arbitraire à l'an~ste d 'autre part . 
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II.1. PROBIT ANALYSISl 

Cette méthode, comme la plupart des autres présentées 

ci-après, a été utilisée en premier lieu par les biologistes 

pour expliquer les effets d'un poison ou d'une drogue sur une 

population d'animaux ou de plantes. Les réponses d'individus 

à un quelconque stimulus, qu'examinent ces chercheurs sont compa­

rables à certaines réactions d'agents économiques. Par exemple, 

pour chaque famille, il existe un certain niveau de revenu en­

deçà duquel elle ne possède pas d'automobile et au-delà duquel 

elle en possède une. Ce niveau qu'un biologiste appellerait 

tolérance est une variable aléatoire et peut donc être caractérisé 

par une fonction de densité de probabilité. Si un revenu x
0 

est 

attribué à une famille et si f(x) représente la densité de la 

tolérance alors la probabilité de réalisation de l'évènement 

pour cette famille est donnée par 

rxa 
P =Jo f(x)dx 

Dans le cas précis de la Probit Analysis, supposons une population 

d'animaux sur laquelle nous étudions les effets de différentes doses 

de poison. Cette population est répartie en G groupes ni, i = 1, .•. ,G. 

A chaque animal d'un groupe ni nous administrons une dose ti de 

poison, Notons yij = 1 si l'animal j du groupe i meurt à la suite 

de l'injection t. de drogue, et yij = 0 sinon. Soit Prob{ y ij =1} 
l 

la probabilité qu'un animal du groupe i ne survive pas et (a+bt. J 
l 

le niveau de poison à partir duquel l'animal meurt. Si nous repré­

sentons cette probabilité par une fonction non décroissante de ti. 

nous avons : 

Le terme "Probit" proposé par C.I. BLISS (1934 ) est la contrac­
tion de "Probability Unit". 
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8Ù F est une fo nction de répartition de sorte que pi est 

nécessairement comprise dans l'intervdlle [0,1}. 

De façon plus générale, soi t x~ le niveau à parti r duquel l'évè­

nement expliqué se réalise. Le modèle s'écrit alors 

La Probit Analysis consiste à utiliser pour F la fonction ce 

répartition d'une variable aléatoire normale centr ée réduite. 

Elle nécessite au préalable l a définition de données groupées 

afin de remplacer la variable dichotomique expliquée par se 

fréquence d'apparition dans chaque groupe initialement défini. 

Soit pi, l'estimateur de la probabilité de réalisation de 

l'évènement expliqué à l'intérieur de chaque gro~pe i, nous 

avons donc 

1, ... ,G 

Soit f(~Sl la fonction de densité de probabilité du niveau de 

réaction de l'individu i; pi peut alors être représenté de la 

faço n suivante : 
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Dans le cas de l' utilisatio n d ' une variable aléatoire normale 

centrée réduite nous a vons donc : 

1 

{in 

En posant z. 
i 

il vient alors x ~L : 
1 

f zi 
{-

1 u2}du pi 
~ 

exp 2 
-<» 

Ainsi la Probit Analysis consiste à remplacer une variable 

contrainte par une variable Zi prenant ses valeurs dans l'inter­

valle J ·-= , -~-co[. Désormais, i l est possible d'adopter le modèle de 

régression linéaire, à savoir 

Z. 
1 

avec 

E(e:. l 
1 

x~ 

les 

= 

E (e:iE j) 

0 

+ E:. 
1 

hypothèses 

\li 

a2 pour i 

0 sinon 

i = 1, • •• , G 

j 

et d'est imer ce modèle par l a méthode des moindres carrés ordinaires. 

Toutefois il est nécessaire qu 'il existe dans chaque groupe d'indi­

vidus préalab lement défini a u moins un individu pour lequel l'évè­

nement expliqué se réalise, sinon Zi n'est pas déterminé . Outre 

cette restriction, la Probit Analysis présente deux i nconvénients 

majeurs. Le calcul de l'intégrale ci-dessus n'est pas s i mple et 

nécessite le recours à un processus numérique. Quand bien méme 

cela ne serait pas, l'analyse des phénomènes économiques n'est 

pas analogue à l'analyse des phénomènes biologiques et en aucun 

cas l'économètre ne dispose de données groupées . Or mis à ~art 

l'arbitraire que cette technique impose, il est extrêmement dif­

ficile de grouper les indi"Jidus selon les valeurs de leurs variables 

et ceci d'autant plus que leur nombre est élevé. 
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:I.2. LOGIT A~ALYSISl 

Alors que la F~2it Analysis utilise la fonctio~ ~e répertition 

d'une variable aléatoire normal e centrée réduite pc0r contraindre 

l a valeur ca l culée de la vari able dépendante dans l ' i ntervall e [0.1], 

la Logit Analysi s utilise quant à elle la fonctio n de distribution 

logistique standardisée. Cette fonction, connue également sous le 

nom de l o i de Verhulst, s'écrit de la façon suivante : 

y -bx 
1+e 

-œ < X < +OO 

Employée aussi bien dans le cas de données groupées q~e dans le cas 

de données individuelles (cf. c hapitre III : L'analyse logistique 

des données i ndividuelles), cette fonction mérite une attention 

particu lière en raison de sa simplicité, comparat ivement aux 

autres fonctions utilisées dans l'estimation de ~dèles à variabl e 

dé pendante dichotomique . 

Cette f onction possède les proprié t és suivantes lorsque x = 0, 
1 

y = 2 ; lorsque x = -oo, y = 0 et lorsque x = oo y = 1 . Cette fonc-

tion a dmet donc 0 et 1 comme a symptote. Le point x = 0 et y = 
1 
2 

est centre de s ymétrie. La pente en chaque poi nt est égale à 

dy 
dx = by ( 1 - y ) 

A · t 0 l_a t t t d l · 1 a' · b u po.1n x := , pen e a en sa va eur max~ma e, savoJ.r 4 . 
Etant don né que la dérivée s ec onde de y par rapport à x s'annule 

en ce point, celui-ci est également point d'i nflexi on. La repré­

sentat i on graphique de cette f onct ion est alors l a suiva nte : 

Le terme "Logit" proposé par J. BERKSON (1944 ) es t la contraction 
de "Logistic Unit". 
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y 

0 x 

La dérivée de y par rapport à x, à savoir 

dy 
dx = by(1-y) 

est quant à elle une parabole dont le maximum~ est atteint 
1 4 

y = 2 . La représentation graphique de cette dérivée est alors 

la suivante 

dy 
dx 

b 
4 

o ~------------~o~.s,--------------~_,~·y 

Pour reprendre la terminologie utilisée dans l ' exposé de la 

Probit Analysis~ rsppelons que le modèle ~ asti~er est de la 

forme : 

Prob{y .. =1} 
lJ 
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Si nous adoptons la fonction logistique pour représenter -2 

phéno~ène étudié, nous avons alors : 

Prob{y .. =1} = _ _:_-:,-
lJ ~3 

1 +e-x ' 

Nous pouvons donc écrire 

1 - Prob{y,J.=1} = 1 - . 
~ -x1 B 

1+e 

Soit encore 
Prob{yij=1} 

En prenant le logarithme des deux membres, nous avons 

ln 
Prab{y .. =1} 

lJ 

Ainsi comme dans la Probit Analysis, nous sommes ramenés au modèle 

linéaire classique. Si nous estimons la probabilité de réalisation 

de l'évènement expliqué par sa fréquence d'apparition dans chaque 

groupe d'individus préalablement défini, nous avons alors : 

pi 
ln---

1-pi 

i 
x B 

n. 
l 

l: yiJ' 
j =1 

i 1, .... G 

Là encore il est possible d'utiliser les moindres carrés ordinaires 

pour découvrir les estim~teurs des paramètres inconnu s du modèle. 

Cette méthode, séduisante par sa simplicité nécessite l'usage de 

données groupées. Bien qu'il s oit toujours possible de partitionner 

!es individus d'un échantillon selon les valeurs des variables qui 

leur sont affectées, il est cependant préférable de développer des 

méthodes utilisant des données individuelles de 'Tlélnière à é·vi ter 

l'inconvénient des groupes vides d'une part, à ne pas réduire 



est réduit, d ' autre part . 

A ces problèmes s ' ajoute celui de l ' estimation du modèle . En effet 

la Logit Analysis , telle qu ' elle a été présentée ci - dessus, repose 

sur la trnsfor mation d ' un modèle non linéaire en un modèle linéair e . 

Or, cette transformation ne s ' applique pas seulement aux variables 

endogène e t exogènes mais également au terme d'erreur aléatoire, 

si bien que celui-ci ne sati sfait plus les hypothèses usuelles . 

En effet , nous avons 

En opérant la transformation décrite ci - dessus, nous avons en 

réalité le modèle suivant 

Pi 1 + c (1 +e-xisl 

1-pi e - xlS - Ei(1+ex1el 

Soit en prenant le logarithme des deux membres 

et non pas 

ln 
i\ 

= xie T 

1-pi 
ci 

En toute logique, ce modèle ne constitue en aucun cas le 

transformé du modèle initial. Son estimation revient à ne pas 

tenir compte des caractéristiques de l ' erreur aléatoire supposée 

représenter les facteurs omis l ors de l' explication de la fréquence 

d ' apparition de l'évènement considéré . Or ce faisant, l'est i mat ion 

de la probabilité est nécessairement biaisée . Pour pallier cet 

inconvénient , il serait alors préférable de ne pas transformer 

le modèle , ce qui permettrait non seulement de résoudre le problème 

du gr oupement d ' individus , ma i s également celui des tests de signi ­

ficativité des variables supposées déterminer le phénomène expliqué . 
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II.3. T~A~..:SFORMAT!ONS DE LA FONCTION 
:Jt' PROBABILITE LINEAIRE 

La différence essentielle entre les méthodes de transfo~~tion 

de la fonction de çrc~abilité linéaire et les méthodes présentées 

ci-dessus, réside dar.s l'introduction ex post cie le non linéarité 

d'une part, dans la nature des données traitées d'autre part, 

puisque ces méthodes ne nécessitent pas la définition préalable 

de groupes d 'individus selon les valeurs des variables exogènes 

qui leur sont affectées r.ais la définition des groupes d'indi­

vidus selon la valeur calculée de leur probabilité de réalisation 

de l'évènement expliqué ou selon le caractère dichotomique de la 

variable endogène étudiée. 

La méthode dite de transformation logistique de la fonction de 

probabilité linéaire consiste à ranger en classes les valeurs 

prédites obtenues lors de l'est imation de la forme linéaire 

et à calculer pour chacune d'elle l 'expression 

L=ln(~:) 
1-y 

où y représente la moyenne des prédictions de c haque i ntervalle, 

obtenue par la méthode des moindres carrés généralisés, appliquée 

au modèle 

= xiB + yi e:i 

La régression linéaire de cette e xpression sur les centres de 

classes permet de mettre en relation L avec y et donc indirecteme nt . 

avec le vecteur des variables exogènes. On exprime alors la proba­

bilité de l'évènement considéré , d'un individu i, de la façon 

suivante : 
A 

Prob {yi =1} 
-1 . 

1+e -l. 
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Si cette méthode per:-oet de ne plus obtenir des 'Jaleurs pr édites 

négatives au supérieures à un, elle n ' est cependant pas t::ttalement 

5atisfaisante car elle est basée s ur l'estimation de la fonction 

de probabilité linéaire par les moindres carrés généralisés , or 

l e s tests de significativité des variables sont nécessairement 

biaisés . De plus, elle nécessite la définiti on arbi traire d'inter­

va lles pour les valeurs yi. 

La méthode dite de transformation de Werner de la fonction de probabilité 

linéaire consiste à estimer la probabilité de réalisation de l'évènement 

expliqué par 

où 0 est l'estimateur de la fonction discriminante . Cette fonc­

tion est en relation avec y de la façon suivante : 

avec K 

et S
0 

l'estimateur des moindres carrés généralisés de la constante 

de la fonction de probabilité linéaire. 

N1 étant le nombre d ' indivi dus ayant 1 pour valeur de la variabl e 

endogène, N2 le nombre d 'individus ayant la valeur 0 , ~1 le 

vecteur des moyennes des variables e xogènes du groupe d'individus 

ayant 1 pour valeur de la variable endogène, ~ 2 le vecteur des 

movennes de~ variatles exogènes du g roupe d 'indi vidus ayant 0 

pour va leur de 15 varieble endogène et §le vecteur des estimat~urs 

Ces moindres carrés général isés des pèramè~res i nconnus de la 

fonction de probatilité linéaire . 

Les critiques adressées à la fY'è thode de transfClrmation logistique 

de la fonction de probabilité linéaire s'appliquent également à la 

méthode de transfor<nation de \o/a rner. Cet te dernière présente 
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toutefois un léger avantage par rapport è la précédente. 

à savoir qu'elle ne nécassite pas la création arbitraire 

d'intervall es pour l es valeurs de yi . Malgré tout. elle 

aussi introduit artificiellement la non linéarité sans tenir 

compte de ses effets sur les estimateurs des paramètres i nconnus 

du modèle d'une part, sur la significativité des variables 

supposées déterminer le phénomène expliqué d ' autre part. 

II.4. EXEMPLE D'APPLICATION 

Les résultats illustrant la Probit Analysis et la Logi t Analysis 

sont obtenus è partir de renseignements départementaux sur la 

scolarisation des étudiants en Droit durant l'année scolaire 

1960-61.1 

Soit N le nombre total d'individus en âge d'être scolarisés. 

Cette population est répartie en 80 groupes ni• i=1, . .. • 90 , 

c ' est-è-dire en autant de groupes qu ' il y a de départements . 

Notons Yij = si un individu j . du département i suit un enseirne-

ment j uridique universitaire, et yij = 0 sinon. Soit ~i l ' estima­

tion de la probabi lité qu ' un i ndividu du département i soit inscrit 

dans cette discipline. Nous avons alors : 

n. 
1 

L'expression 

juristes du 

ni 
E yij n'est rien d'autre que le nombre d'étudiants 

i=1 département . Le rapport Pi· dans la mesure où 

ni est judicieusement choisi. est alors équ i va lent au taux de 

scolarisation en Droit du département i. 

Les varia~les exogènes supposées· déterminer ce phéno~ène2 ainsi que 

Cet échantillon fait partie d ' une étude réalisée par l'IREDU et 
financée par le C.N . R.S. 

2 Voir à ce propos G.LASSIBILLE. A. MINGAT, J. PERROT "Les effet s de 
la modification de la carte universitaire - 1960-'1975" . Cahier 
de l'IREDU n°25 . 
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le signe attend~ des coefficients de régression sont les 

sui vents 
3F 

. :lx 

1 - Présence d3ns le dépa:-tement d'un gros établisseroent 
universitaire de Droit (PGED) 

1 s'il existe un tel établissement 
0 sinon. 

2 - Présence dans le département d'un petit établissement 
universitaire de Droit (PPEDJ 

s'il existe un tel établissement 

0 sinon 

3 - Absence dans le département d'un établissement 
universitaire de Droit, mais présence d'un établis­
sement universitaire d'une autre discipline (AOPO) 

si oui 
0 sinon 

Les résultats obtenus par les moindres carrés ordinaires sur le 

modèle 

et sur le modèle 

ln 

sont les suivants : 

COEFFICIENT COEFFICIENT 
VARIABLE PROBIT ANALYS IS LO~IT ANALYSIS 

p G E 0 i G, 258 .. , 0,537'" 
p p E 0 C, 123' 0,253' 
A 0 p 0 -0,041 -0, 082 
CONSTANTE -:,506 - 2,658 

R2 = 0,23 R2 = 0 ,23 

TABLEAU II- î PROEIT ANALYSIS ET LOGIT ANALYSIS DES TAUX 

+ 

DE SCOLARISATION DEPARTEMENTAUX EN DROIT (1360-61) 
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Les tests de significativi té des variables sont construits sur 

l' hypothèse de normalité des erreurs. Les seuils rete~us s ont 

les suivants 

10 % 5 '. 

Au vu des résultats il est à remarquer que les effets marginaux 

obtenus par la Logit Analysis sont environ deux fois plus impor­

tants que ceux obtenus par la Probit Analysis. Toutefois, en 

raison de la même différence entre les constantes des deux 

modèles, les prédictions fournies par l'une et l'aut re méthode 

s ont sensiblement équivalentes. Pour s'en convaincre, il s uff it 

d'examiner les estimations du taux de sco l arisation en Droit pour 

les quatre départements hypothétiques suivantsl: 

A -

Probit 
Analysis 

Département totalement dépouvu d'établis-
sement universitaire de Droit 0, 656 

B - Département pourvu d'un gros établisse­
ment universitaire de Droit 

C - Département pourvu d'un petit établis­
sement universitaire de Droit 

D - Départ eme nt non pourvu d'un établis­
sement universitaire de Droi t, mais 
pourvu d 'un établissement universitaire 
dans une autre discipline. 

1,057 

0,838 

0 , 606 

Logit 
Analysis 

0,655 

1,070 

0,827 

0,606 

Les résultats illustrant l a transformation logistique et la 

transformat i on de Warner de l a fonction de probabili té linéaire 

sont obtenus à partir de l'estimation par les moindres carrés 

généralisés du modè le linéaire de réussite présenté a u chapitre I. 

(Tableau ! .2 ) 

1 Les taux sont exprimés en pourcentage. 
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En ce qui concerne la transformation l ogistique de l a fonction 

de ~robabilit é linéaire, nous obtenons l'expression suivante : 

li - 2,798 + 5 , 557 yi 

La probabilité de réussite d'un individu i. s'exprime ains i 

A 1 
Prob{yi=1}= ~-

1 +e ~ 

Par e xemple. si nous considérons le premier individu du sous ­

échantillon aléatoire présenté page 16 . i l f aut pour donner une 

estimation de sa probabilité de réussite "révisée" par cette 

méthode, calculer 

Li = -2,798 + (5,557 x 0,665) 0 ,897 

puis 

0 , 710 

En ce qui concerne la transformation de Warner ue la fonction 

de probabilité linéaire . nous obtenons l ' expression suivante : 

- 1 ,200 + 6 , 920 Yi 

Le pr emi er indivi du du sous échantillon aléatoire a donc 

Ôcxil = -1.200 + (6,920 x o,665 l = 3,332 

Sa probabi l ité de réussite est alors égale à 

e 3.3 32 
---- = 0,965 
1 +e3,332 

le tableau ci - dessous donne l'estimat ion de l a probabilité de 

réussite révisée par l'une et l ' autre méthode pour l'ensemble 

du sous écha ntillon . 
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f 6·-,:v;s= \iafëurrra,-dicti·o-;:;- ?rédictiCir, N° d 'ob= Valeur Prédic tion!_ Prédiction 
•serva- obser-

1 
trarsfcrrr:à:i.a' t:œr;sforma:ï.on serva- obser- trnnsfornéiio,-, lt!Ensfbrmëtion 

1 tien vée Logistique Warner ti:Jn vée Logistique l Warner 

159 
189 

76 
167 

7 
34 
61 
20 
56 

127 
5 

212 
44 

184 
121 

97 
118 
111 

21 
162 

1 0,710 0,955 67 0 G .. 1&S l 0 ,617 
0 0 ,048 0,194 149 0 o . C33 0 ,131 
0 0 ,053 0 , 214 163 1 01606 0 , 944 
1 0 , 424 0,671 47 1 0 ,243 0 , 705 
0 0,047 0 , 226 106 0 0 , 232 0,690 
1 0 , 919 0,995 102 0 0 , 422 0,869 
0 0,441 0,879 197 1 0 , 648 0 , 95 4 
1 0 , 689 0,963 33 0 0,154 0,543 
1 0,688 0 , 963 29 1 0,428 0,873 
0 0 , 222 0 , 673 178 0 0,641 0,952 
0 0,050 0,201 2 0 0,087 0 , 347 
0 0,156 0,546 158 0 0,146 0 ,526 
0 0 , 309 0,78 3 103 0 0,595 0 , 940 
1 0,424 0,780 91 1 0,620 0 , 94 ï 
0 0 , 093 0,366 179 0 0 , 068 0,277 
1 0, 154 0,542 93 0 0 , 529 0 , 919 
0 0,056 0 , 227 75 1 0,378 0 , 840 
1 0 , 945 0 , 997 101 0 0,050 0,203 
1 0,093 0 ,367 169 0 0 , 050 0 , 204 
0 0,010 0,034 12 0 0 , 134 0 , 491 

TABLEAU I I. 2 PREDICTIONS DE LA PROBABILITE DE REUSSITE PAR LA 

TRANSFORMATION LOGISTIQUE ET LA TRANSFORMATION DE 

WARNER DE LA FONCTION DE PROBABI LITE LIN=AIRE. 

Si nous calcu lons pour chaque modè l e, la distance entre les 

valeurs observées et les valeurs prédites , nous a vons 

prédictions t r ansformation logis t ique 6 , 15 

prédict i ons transformation de Warner 8,65 

Ainsi, l es prédictions obtenues par la transformation logistique 

s ont meil l eures que celles r ésultant de la t ransfo rmation de Warner 

de la fonction de probabili t é linéaire. Cependant, dans chacun des 

cas , la distance valeurs observées-val eurs prédi tes est supérieure 

à ce l le obtenue lors de l ' estimation du modèle linéaire par les 

moindres carrés ordinaires ou par les moindres carrés généralisés . 
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CHAPITRE 1 1 1 

LE MODELE LOGISTIQUE A VARIABLE ENDOGENE 
DICHOTOMIQUE 

Pour éviter l es inconvénients des méthodes présen tées 

précédemment , il est nécessaire de postuler ab ori gine 

une f onction non décroissante et d'estimer les paramètres 

inconnus de cette fonction par les méthodes classiques 

d 'inférence statistique, sans t ransformat:on du modèle, ni 

utilisat ion de données groupées artificiellement. Par sa 

simplicité , eu égard a~x nombreuses formulations possibles, 

le modèle logistique s'impos e d'emblée. Son estimation par 

la méthode du maximum je vraisemblance permet d 'obtenir des 

e s t imateurs asymptotiqcement efficients et de construit·e des 

tests de s ign i ficativité "exacts" pour les va riables supposées 

déterminer l e phénomène étudié. 
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DE VRAISEMBLANCE 

Il est possible de distinguer deux catégories de statisticiens, 

les "anciens'' et les ''classiques''. Les pra~iers admettent l'idée 

d'Jne inférence statistique reposant sur oes connaissances et 

des données a priori. Les seconds~ quant è eux~ consentent un 

a ariori seulement dans la forme analytique des lois de proba­

bilités et rejettent tout a priori dans ~es ~éthodes d'inférence. 

Le principe de la méthode du maximum de vraisemblance, procédé 

d'estimat ion développé par le courant classique de la statistique 

et utilisé po ur l'estimation du modèle logistique , est le suivant. 

La fonc tion de densité de probabilité jointe de la variable aléatoire 

y, sonsidérée comme fonction des para"'ètres inconnus 8' = (8
0

, ••. ,ekl 

est appelée fonction de vraisemblance. Soit L(y, S ' l cette foncti on . 

Fisher a proposé, lorsque l'on dispose de l'observation y , d'estimer 

la valeur Sk inconnue par la valeu r Sk(yl ju paramètre maximisant 

la vraisemblance de l'échantillon, c'est-~-dire que : 

Le problème à résoudre désormais est cebi ::e la spécification de 

la fonction de densité de probabil i t é jQi~:: des observations yi. 

Rappelons que nous estimons le modèle 

y. = + E. 
1 1+e-x18 1 

Les hypothèses relatives aux erreurs san: les mêmes que cel:es 

décrites au chapitre I, à savoir : 

0 sinon. 
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Sous l'hypothèse de nullité de l'espérance mathérnatiqc.;-a de 

1' erreur aléatoire, le probabilité de :-éalisation ~a l. • évèz-,ement 

expliqué est égale à : 

E(y. j x' Bl 
J. 

1 

1+e-xia 

L'erreur aléatoire e:. ne peut 
J. 

prendre que deux valeurs. à savoir 

e-xia 
e:i 1+e-xl.B si yi 

----si y, 
1+e -xJ. a ~ 

0 

Sachant que : 

(
e - xia ) J 1 ~( 1) ---- + Prob e: = ----- xJ.S i -xJ.a - xJ.a 

~. +e 1+e 1+e 

e t que 

par un calcul analogue à celui présenté page 8 , nous obtenons 

alors les expressions suivantes pour les ~robabilités de réalisa­

tion de l'erreur aléatoire e: i : 

et 

Ainsi, il vient 

f(e:.) 
J. 1+e- xJ.B 

quand yi 

et f(e: . ) 
e-xiB 

quand 0 J. 1+e_xJ.S yi 

0 
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De ce fait nous daduisons 

f(yi} 
1+e-xls 

pour Yi 

et f(yi) 
e-xis 

0 
-x1s 

pour yi 
1+e 

Chaque variable aléatoire yi est une variable aléatoire binomiale 

indicatrice. La fonction de densité de probabilité d'une telle 

variable peut s'écrire ainsi : 

yi étant indépendant de yj, la fonction de densité de probabilité 

jointe de y n'est rien d'autre que le produit des fonctions de 

densité de probabilité individuelle. La fonction de vraisemblance 

de l'échantillon s'écrit alors de la manière suivante : 

III.Z. ESTIMATION ET TESTS O'HYPOTHESES 

L'estimation du modèle par la méthode du maximum de vraisemblance 

revient à maximiser la fonction US
0

, ... ,sl<.jy1 , •.. ,yi, ... ynl par 

rapport à tous les paramètres inconnus~· La condition pour avoir 

un maximum est que les dérivées premières de la vraisemblance par 

rapport aux paramètres inconnus soient nulles. 

Habituellement, dans le cas linéaire, la résolution du système 

linéaire d'équations normales permet de déduire ces estimateurs. 

Il est bien évident que dans le cas qui nous préoccupe, ces équa­

tions ne sont pas linéaires dans les paramètres, de ce fait la 

résolution du système d'équations normales n'est pas simple. Seule 

une méthode d'optimisation numérique permet alors de découvrir les 
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estimateurs des parBmètres inconnus. La fonction à maximiser~ 

Ua
3
,. ., sk.Jy1 , ... ,yi, ... skl. étant convexe, nous sorrrnes certains 

de tr~uver un maximum global si bi en que les estimateurs des para­

mètres inconnus du modèle possèdent toutes les caract éristiques 

des estimateurs du maximum de vraisemblance. Ainsi ces estimateurs 

sont convergents, c'est-à-dire que : 

Leur variance asymptotique se définit de la façon s uivante 

lim 
n 

n-+= 

Les estimateurs du maximum de vraisemblance sont asymptotiquement 

efficients. Ainsi, tout autre estimateur convergent ~de Bk a 

une variance asymptotique supérieure à celle de êk. 

Outre ces propriétés , ces estimateurs sont asymptotiquement normaux. 

Ayant découvert par une méthode d'optimisation l'estimation des 

paramètres i nconnus du modèle, nous pouvons pour j uger de la signi­

ficativité d 'une variable xk procéder de deu x ma ni è res différentes. 

La première consiste à calculer le rapport de l'estimateur Sk à sa 

variance asymptotique définie par : 

et à comparer ce rapport à un t de Student. 

La seconde consiste à utiliser le tes t du rapport de vraisembl ance, 

à savoir : 

À = l....e 
L 

c~ L représente la valeur de l a fonction de vraisemblanc e a u point 

8 st i..8 représente la valeur de la f onction ce vraisemblance au 

point 



Dr 

-2 ln À 2 x (j) 
Asympt. 
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La comparaiso~ de la quantité -2 lnÀ avec un~ théori~Je permet 

alors de déterminer la significativité de la variable en ::;uestion. 

III.3. M~THODES D'OPTIMISATION 

Supposons une fonction f(x1 , ..•• xnl continue et dérivable. Les 

conditions suffisantes pour que f(x1 , ... ,xnl admette un maximum 

sont les suivantes : 

les dérivées premières __1i. sont nulles, a xi 

le Hessien Il a:::xj Il est une matrice définie négati•Je. 

En pratique il est très difficile de résoudre les équations normales 

de sorte qu'il est nécessaire de recourir à des procsssus numériques 

d'optimisation. La majeure partie de ceux-ci consiste à choisir un 

point de départ et à procéder par itération selon le schéma ci­

dessous, jusqu'à ce qu'un certain critère de convergence scit atteint: 

xP+1 = xp hPOP 

où xp est l'approximation du maximum à la pi ème i tératior .. 

oP est un vecteur direction 

hp est un scalaire positif. 

Parn.i les nombreuses méthodes du gradient, no:Js 2x;.::s~ns si-::;Jrès , 

peut-être celle qui est le plus connue, à savoir la ~é:ncce di ~e~ton . 

.'\ppelons Fa le gradient (a:~ •.. ··a:~) évalué ac; coint (5 1 , .. .,-er.J et 

Sa la matrice des dérivées secondes partielles éveluées en ce r::ême 

poi-nt. Soit X
0 = (x1,. ..• x~) un point de départ. Iterons sslcn le 

schéma 

XP+1 • xp + F(x ) 
p 



Supposons que -t Lx) alic:~:=V~2 

de xP. No us avons alors : 

- )9 ·-

En maximisant cett-. approxicoation :;uadratique par rapport a~ ~:lint 

P+1 
inconnu x nous obtenons : 

0 

P+1 
D'aD nous pouvons tirer la valeur de x En effet~ nous avens 

P P+1 F 
F (x l + S xP (x -x l • G 

En multipliant à gauche par S-~. nous obtenons, en supposant que x. 
l'inverse de la matrice existe : 

D'où 
P+1 

x 
p 

x 
-1 

5xP F xP 

Cette expression constitue le procussus itératif de la méthode 

de Newton. 

En résumé~ étant donné ~ne fsnct icn non linéaire f(x ) ~ nous 

calculons F et S. Soit x? un point de départ. Nous évaluons alors 

FxP et SxP' Si SxP est dé:in ie négative, alors xp est le maximum 

de la fonction , sinon nous calculons xP+ 1 et ainsi de suite. 

Les méthodes de gradient nécessitent le calcul des dérivées 

premières et secondes de la fonction à maximiser. Certaines méthodes, 

comme celle des variations locales n'ont pas recours aux calculs 

des dérivées, ce qui présente un avantage certain lorsque la fonction 

à maximiser est complexe. ~Ë ~rinc ipe de cette méthode est le suivant. 

Supposons que nous cher-chi:: r.s les valeurs x{ et x;- qui maximisent 

la fonction f(x
1

,x
2

J. 

départ [x1,x2J auquel 

Fou~ ~e faire, nous nous donno ns un point de 

est associée la valeur;; • f[x1,x2J de la 



- 40 -

accepta s ur 1•une q~elconque des de~ x variables . Iraginans ~~e 

nous fassions tout ~'abord vari er x 1 de± ~. Il est possible da 

::al culer 

La mé thode des variations locales consiste alors à retenir pour 

nouvelle va leur de la variable x1 , celle qui réal ise le maximum 

de { 1-f .;;•} . Soit x~ cette valeur. Il suffit ensuite de 

r emplacer x~ par x~ et d'itérer en acceptant cette fois-ci une 

perturbation sur la variable x2 . Dès que nous trouvons un point 

stationnaire, c 'est-à -dire un point tel qu 'il n 'est plus possible 

d ' a ugmenter la valeur de la fonct i on dans une quelconque di rection 

grâce au pas initial o . nous recommençons le processus en divisant 

la perturbation par deux . L' optimum est atteint lors~ue l a diffé­

rence entre les valeur s de la fonct ion po ur deux po ints s t ation­

naires consécutifs est inférieure à un seuil donna. 

III. 4 . EXEMPLE D' APPLICATION 

Afin de comparer l es résultats obtenus par les diverses méthodes 

d'estimation, nous reprenons ici l ' estimation de la probabilité 

de r éussite des ét udiants-médeci ns à partir de l ' échanti llon pré­

senté au chapi tre I. L' optimisation de l a fonc t ion de vraisemblance 

du modèle logistique a été effectuée au moyen de la méthode des 

variations l oca l esl . Les r ésultats obtenus sont l es suivants 

L' optimisation de la fonc t ion a nécess i té 922 i térations , soit 
1 h . 15 d 'ut i lisation de l 'ord i nateur POP 15. 
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VARI.~BLE COEFFICIENT 

Taille de la commune -0, 317 -
Revenus des parents/ 1000 0 , 117 .... 

Age/1 0 - 3 , 609**" 

Test logique 0 ,01 1* 

Test de personnalité/1 0 -0 ,25 1 ..... 

Moyenne à l'écrit du bac 0,535 ... 

Etudes précédentes 1 ' 851' .. 

Origine du secondaire 0,368. 

Baccalauréat c 1,412'** 

Baccalauréat A,B,F,G -~5.1004 

Constante -0,496 

% de variance expliquée 
0,350 

TABLEAU 3 . 1.: ESTIMATI ON DE LA FONCTION DE PROBABILITE LOGIST I QUE 

PAR LA METHODE OU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE. 

Les tests de significativité des variables sont basés s ur l e 

rapport de vraisemblance. Les seuils retenus sont les suiva nts : 

*; 10 % 5 % .. **= 1 % 

L'explication de la réussite des étudiants par le modèl e logi s t ique 

est supérieure de 5 ou de 7 % à celle obtenue par le modèle l inéaire 

estimé par les moindres carrés ordinaires ou par les moindres 

carrés généralisés (cf . tableaux I.1. et I.2., chapitre I l . Si ce 

point est important, un autre l ' est e ncore plus pour le c herc heur 

empiriste, il s'agit du problèr.1e de la significativité rles va r iab les. 

Al ors qu'au vu de l'est i mation de la f onct i on de probabili t é l inéaire , 

rous sorrmes amené s à rejeter l'influence de certa i nes va r iêble s sur 

la réussite , il n ' en est plus de même dans le cas du modèle i ogis­

tique. La raison en est qu'il était abusif d'admettre que l es 

estimateurs des paramètres inconnus s ui vaient une loi de St udent . 

Non seulement certaines variables ne sont pas significat i ves à 

l'issue de l'estimation de la fonctio n de probabilité l inéaire, 
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sur 12 0rsbe:::..li:.é de réussite diffère co r'ls:::.déreble~·ent 

se lcr: q:..:s l'c:-1 ::C:opte le r~cdèle linéaire cu le ~c:Jèle lo-

gistique~ 

No ob 

Pour nou s pe~ttre d ' éval uer les différer.ces e~tre les pré­

dictions abter.ces par le modèle linéaire et par le modèle 

logistique, ~8us donnons ci-dessous les valeurs ca!culées de 

la probabilité de réussite pour c hacun des individJs const i­

tuant le sous-échantillon aléatoire défini précédemment . Les 

valeurs prédites sont obtenues à partir du tableau I.2. pour 

la fonction de prob3bilité linéaire et du tableau I!I.1. pour 

la fonct ion de probabilité logistique. 

Valeur Prédiction Prédiction No ob Valeur Prédiction Prédiction 
serva- obser- fonction fonction serva- cbser f onction fo nction 
tian vée linéaire logistique tien vée linéaire logistique 

159 1 0, 665 0,869 67 0 0,242 0,146 
189 a - 0 ,331 0,021 146 0 - 0 ,099 0,000 

76 0 -0 .01 4 0 , 030 163 1 0,583 0,639 
167 1 0,449 0 ,47 4 47 1 0 ,300 0,210 

7 0 - 0 , 036 0 ,000 106 0 0 , 289 0 ,1 96 
34 1 0,941 0,965 102 0 0 , 447 0,414 
81 0 0 , 461 0,439 197 1 0 , 614 o. 728 
20 1 0,647 0 ,782 33 0 0,198 0,111 
66 1 0,646 0,728 29 1 0 , 452 0,352 

187 0 0,278 0,192 178 0 0 , 608 0 , 699 
5 0 - 0,025 0 , 021 2 0 0 , 082 0 , 05 5 

212 0 0 ,200 0 , 133 158 0 0 ,1 89 0 ,1 05 
44 0 0. 359 0 , 222 103 0 0,573 0,661 

184 1 Q,449 0 , 443 91 1 0 ,592 0,670 
121 0 0#094 0 , 048 179 0 0 , 035 0,035 

97 1 0, 198 0 ,109 93 0 0,525 0 ,567 
11 8 0 - 0 ,002 0 ,026 75 1 0 , 414 0 , 368 
111 1 1,017 0 , 978 101 0 - 0, 023 0 , 026 

21 1 Q,095 0,060 169 0 - 0,023 0 ,021 
162 0 - 0 ,312 0,002 12 0 0 , 168 0,142 

TABLEAU III.?. : PREDICTIONS DE LA PROBABILITE CE REUSSITE PAR 

LA FONCTION DE PROBABILITE LINEAIRE ET LA FONCTION 

DE PROS.~BILITE LOGISTIQUE . 
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La distance entrs les valeurs observées et les vale~rs prédites 

pour le modèle logistique est égale à 5,99 alors qu•elie est de 

6,06 pour le modèle linéaire estimé par les moindres carrés gé­

néralisés. La comparaison des prédictions indique que par rapport 

au modèle logistique, le modèle linéaire su~estime la probabilité 

de réussite des individus dont la variable endogène est égale è un, 

dans 50 % des cas, alors qu'il surestime la probabilité d'échec 

des individus dont la variable endogène est égale à zéro, dans 

48 %des cas. 

La comparaison des prédictions obtenues par la méthode de trans­

formation logistique de la fonction de probabilité linéaire 

(tableau II.2., chapitre II) et par le modèle logistique indique 

quant è elle que par rapport à ce dernier, la transformation 

logistique de la fonction de probabilité linéaire surestime 

la probabilité d'échec et sous-estime la probabilité de réussite. 

La distance prédictions-observations résultant de la méthode de 

transformation de Warner de la fonction de ;Jrobabil ité linéaire 

est 1,44 fois plus élevée que la distance ~rédictions-observations 

issue du modèle logistique. 

Le tableau ci-dessous donne l'élasticité de la probabilité de 

réussite (calculée au point moyen) par rapport è chacune des 

variables dans le but de faciliter la comparaison des résultats 

fournis par le modèle linéaire estimé par les moindres carrés géné­

ralisés et par le modèle logistique estimé par la méthode du maxi­

mum de vraisemblance. L'avantage qu'il y a à compar er les élas:icités 

plutôt que les effets marginaux tient au fait que dans le modèle 

logistique ceux-ci ne sont pas constants comme dans le modèle 

linéaire, mais varie en fonction du ni veau ~e probabilité auquel 

on se situe. 
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VARIABLES Mcdèle logistique Modèle linéaire 

Taille de la commune - 0, 54 - 0,23 
Revenus des parents/1000 0,42 0,23 
Age/10 - 4,88 - 2 , 88 
Test logi que 0 , 23 0,10 
Test de personnalité/10 - 0 ,64 - 0 , 38 
Moyenne à 1 ' écrit du bac 4 ,1 5 3,00 
Etudes précédentes 0 ,07 0,04 
Origine du secondair e 0 , 22 0 , 22 
Baccalauréat c, o 0 ,35 0,26 
Baccalauréat A, B,F,G , D - 0,55 - 0 , 02 

TABLEAU III.3 .: ELASTICITES DE LA PROBABILITE DE REUSSITE PAR RAPPORT 

A CHACUNE DES VARIABLES. 

Les variabl es influant l e plus sur la probabil i té de réussite 

(du point de vue des é l asticités) sont dans l'un et l' autre modèle 

les variables "Age " et "Moyenne à l ' écrit du baccalauréat". Toute­

fois, les élasticités de la probabilité de réussite par rapport 

à ces variables sont beaucoup plus faibles dans le modèle l inéaire 

comme le sont d 'ailleurs toutes l es autres é lastic i tés. Alors qu ' une 

augmentat ion i dentique de chacune des variables exogènes aurait 

pour effet de laisser pratiquement inchangée la probabilité de 

réussite du modèle linéaire, el l e diminuerait de plus de 1 % la 

probabilité du modèle logistique . 
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CHAPITRE IV 

LE MODELE LOGISTIQUE A VARIABLE ENDOGENE 
POLYTOMIQUE 

Les chapitres précédents ont été consacrés à l'étude du modèle 

à variable dépendante dichotomique. Il s'avère alors que le modèle 

logistique, estimé par la méthode du maximum de vraisemblance, 

procure les meilleurs résultats tant au point de vue de la qualité 

des estimateurs des paramètres inconnus, qu'au point de vue des 

prédict ions obtenues. 

Naturellement, il y a beaucoup de situations dans lesquelles la 

varia bl e dépendante d'un modèle est polytomique , c'est-à-dire 

qu'elle admet plus de deux modalités. Le but de ce chapitre est 

de présenter la généralisation du modèle logistique à variab l e 

dépendante dichotomique au modèle à variable polytomique. 
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IV.î. PRESENTATION OU MODELE 

Imaginons un bachelier i décidé à poursuivre des ét~des 

supérieures universitaires. Cet individu est alors placé ceva~t 

un choix: En effet, il lui faut résoudre le problème du lieu 

de déroulement de ses études. Un certain nombre d'Universités 

s'offrent à lui et parmi celles-ci il doit en choisir une. 

Supposons qu'il existe seulement deux Universités, u1 et u2 . 

L'évànement 

E = {lieu de déroulement des études supérieures} 

est dans ce cas une variable dichotomique. Notons 

yi 1, si l'individu i choisi l'Université u1 
yi 0, si l'individu i choisi l'Université u2 

Supposons que la variable yi soit déterminée par k variables 

exogènes .indépendantes et fixes, x (binaires ou non). Notons 

y
1 

le choix de l'individu i, i=1, ... ,N. En reprenant la notation 

précédemment utilisée, nous exprimons la probabilité de se rendre 

à l'Université u1• de la manière suivante : 

Prob{y
1 i 1, ... , N 

dans lequel B est le vecteur d'ordre (k+1,1l des paramètres 

inconnus, à savoir 8 ' = (S
0

, s
1

, . .. , Bk). Plutôt que d'estimer 

ce modèle, il eût été possible d'estimer le modèle 

Prob{ yi i 1, ••. ,N 

dans lequel B est le vecteur d'ordre (k+1,1) des paramètres incon­

nus à savoir Il ' = (~. sf .... , ~) en posant cet t e -"ois-ci 

yi si l'individu ~ choisit l'Université u2 . 

yi 0 si l'individu 1 choisit l ' Université u
1 

Naturellement, les valeurs absolues des paramètres inco~nus de 

ce modèle sont les mêmes que celles des paramètres inconr:us du 

modèle initial, seul s les signes sont inversés. En effet, s i la 
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la variat ion d ' une varia~le exogène augmente l a probebili:é jg 

se rendre A l' Université u
1

• elle diminue dans les mêmes propor­

tions la probabilité de se rendre A l' Un i versité u2 • si bien que 

6 + 6~ = 0 l k 
k k 

puisqu'en fait 

Il est possible d ' écrire le modè le 

de l a manière suivante 
exiS 

Prob{y.=u1} = .
6 

· iJW 
~ ex~ +ex~ 

Etant donné que 6 = B~. nous avons 

Prob {y. =U1} = 
~ 1 + e-zx~s 

la fonction de distribution logistique univari ée s'écrivant 

--_-t-
1+e 1 

aussi les probabilités Prob {yi =U1} et Prob{yi=U2} s ' obtiennent 

en posant t
1 

= Zxi6 

Imaginons A présent le cas plus réaliste où l'ind i vi du i doit 

choisir parmi un ensemble Q d ' Universités. u1 .. .. • Uq. Désor~ais 

l' évènement 

E = {lieu de dérou:ement des études s upéri eures} 

est une variable polytomique comportant autant de modali:és 

qu'il existe d ' U~iv2~sités réparties sur le territoire national. 
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Soit alc.rs 

la probabilitÉ que l'individu i c hois isse co~e lieu de dérou-

lement de sa scolarité l'Université j . Par analogie avec l e cas 

dichotomique précédemment évoqué nous avons donc 

0 
l: p ij = 1 
j =1 

ti, i=1, ••• , N 

Utilisons la fonction logistique s t a ndardi sée pour e xprimer l e 

lien entre le choix d'un i ndividu i et le vecteur xi des variabl es 

exogènes supposées déterminer s a préférence. Dans le ca s mu l ti­

variée, la fonction de distribution logis t ique s'écrit de la 

manière suivante 

1+ ~ e-tj 
j =1 

-oo < tj < +oo 

Ainsi. en faisant l'analogie a vec l e modè le dichotomique. i l est 

possible d'écrire la probabilité de la façon suiva nte 

P .. 
lJ 

avec 

et 

exisj 

0 
l: ?ij 

j=1 

0 
l: Sj 

j=1 

1' ..•• 0 i =1 , .... N 

0 

où xi est le vect eur d'ordre (1 ,k+1 ) de s variables expl i cat i ves 

associées à l'individu i. Sj le vecteur d ' ordre (k+ 1,1) des paramètres 

inconnus a ssociés à la modali té j de l ' évènement considéré. 



- 49 -

IV.Z. ESïi~~TION ~U MODELE 

A l'instar du modèle à vari<eble dépendante dichotomique , le 

modèle à variable endogène polytcmique est lui aussi estimé 

par la méthode du maximum de vraisemblance. Alors que dans 

le premier cas nous devions estimer qu'une seule fonction de 

probabilité et donc qu'un seul vecteur de paramètres inconnus, 

dans le second il est nécessaire d'estimer autant de fonctions 

de probabilité que la variable polytomique peut prendre de 

modalités et par conséquent il faut découvrir (0 x k) paramètres 

inconnus. 

Reprenons le cas dichotomique précédent dans lequel nous avions 

e 
-xis 

La fonction de vraisemblance de ce modèle s'écrit 

En appelant Pi1 la probabilité que l'individu ise rende à 

l'Université u1 et Piz la probabilité qu'il se rende à l'Université 

Uz, il vient alors 

n Yi 1-yi 
TI pi1 Piz 

i =1 

Si l'individu ise rend à l'Université U1, notons 

0 

Si au contraire l'individu se rend à l'université u2~ notons 
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Nous pouvons alors écrire la f onction de vraisemblance Cu 

modèle de la rr.an iè!'e SLivante 

i= 1 

~ Vi1 p Viz 
r-i1 i2 

L'estimation du modèle par la méthode du maximum de vraisem­

blance revient à maximiser la fonction L(8
0

, •••• ekl par rapport 

à tous les paramètres inconnus du modèle. Toutefois pour que tous 

ces (Q x k l paramètres soient définis il est nécessaire de maxi miser 

cette fonction sous la contrainte 

0 
l1 8 · = 0 

j;1 J 

où ej est le vec~~ur des paramètres inconnus des variables exogènes 

associées à la j~eme modalité du phénomène expliqué .La condi:t:ion pour avoir 

un maximum est que les dérivées premières de la vraisemb lance par 

rapport aux paramètres i nconnus soient nulles. Comme dans le cas 

dichotomique, les équations normales n'étant pas linéaires, il 

est nécessaire de recourir à un processus d'optimisation. Toute-

fo is, la fonction étant convexe, nous sommes certains de trouver 

un ma ximum global si bien que les estimateurs des paramètres inconnus 

du modèle possèdent mutes l es ca r actéristiques des estimateurs du 

maximum de vraisemblance. 

Les t ests d'hypothèse sont construits de la même f açon que dans le 

cas d ichotomi que c'est-à-dire soit en comparant le rapport du maxi­

mum de vraisemblance à un x2 théorique à un degré de l iberté, soit 

e n comparant le rapport de l'estimateur du paramètre inconnu à sa 

vari ance asymptotique à un t de Student. 

Dan s un modèle linéaire , le coefficient de détermination mul tiple 

donne une . mesure de la pl us ou Moins bonne liaison 

( linéaire) qui e xiste entre les variables 
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explicatives dans le~r ensemble et la variable expliquée. Or 

dans wn ~dèle no~ linéaire~ comme le modèle logistique, nous ne 

pouvons plus cal~uler ~n tel coefficient. Il est alors néce?saire 

d 'effectuer un test de significativité sur l'ensemble des variables 

exogènes permettent ainsi de jcger si les variables retenues déter­

minent de façon significative la probabilité de réalisation de 

l'évènement expliqué. 
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CHAPITRE V 

LE MODELE LOGISTIQUE D'EQUATIONS SIMULTANEES 
A VARIABLES ENDOGENES QUALITATIVES 

L'introduction de variables endogènes qualitatives dans un modèle 

d'équations simul tanées pose exactement les mêmes problèmes que 

ceux rencontrés lors de l 'estimation du modèle simple à variable 

expliquée qualitative. Là encore, il est nécessaire de substi­

tuer à la forme linéaire généralement postulée une forme non 

linéaire, telle que la forme logistique, dont l es paramètres 

inconnus sont estimés par la méthode du maximum de vraisembl ance 

à i nsormatio n complèt e . 

Pour faci liter l'exposé, nous considérons ci-après un modèle 

comportant seulement deux va riables endogènes qualitatives. Après 

l'examen détai llé du modèle simultané à variables dépendantes 

dichotomiques nous généralisons ensuite au modèle à variables 

dépendantes po lytomiques. 
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V.î. PRESENTATION OU MODELE 

Un modèle économétrique est une formalisation=· ~~ modè le 

é conomique exprimant~ par un ensemble d'équatic~s . certaines 

variables économiques en fonction d'elles-mêmes d'une part, 

en fonction d'autres variables économiques ou non d'autre part . 

La caractéristique d'un système simultané réside dans le fa i t 

qu'une variable expliquée d' une équation apparaît comme variable 

explicative dans une autre équation. Ces équations peuvent être 

de deux types, stochastiques ou comptables . En général, il est 

toujours possible d'élimine r ces dernières par substitution . 

A titre d'illustration, considérons l'évènement 

E {emploi occupé par l ' individu i} 

Swpposons que nous retenions deux types d'emploi , les emplois 

t echniques d'une part, l e s emplois administratifs d'autre part. 

Nous définissons alors une variable dichotomique que nous 

c odons : 

Yi1 si l'individu i occupe un emploi technique 

Yi1 0 si l'individu i occupe un emploi administ ratif. 

Supposons que cette variabl e soit déterminée par k variables 

exogènes x, indépendantes et f i xes et par une variable dicho­

t omique y2 , symbolisant l ' évènement. 

E' = {secteur d' activi té de l'individu i } 

codée 

Yi2 si l e s ecteur d'activité de l'indi v i du i est le 
s ecte ur de l a product i on, 

Yi2 0 s i le secteur d 'act i vité de l'individu i est l e 
secteur des s ervi c es. 
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Nous avons alors le modèle suivant 

Sous l'hypothèse d 'une représentation logistique du phénomène, 

il vient 

l.S + El.. 1 1+e-x -ayi2 
i 1 , ~ .. ~ n 

où xi est le vecteur d'ordre (1,k+1) des variables exogènes 

déterminent la variable dichotomique yi 1 , 8 le vecteur d'ordre 

(k+1,1) des paramètres inconnus de ces variables, yi
2 

la 

varidble dichotomique représentant le secteur d'aŒivité de 

l'individu i, a le coefficient de cette variable et e:i
1 

un 

terme d'erreur aléatoire. 

Sous l'hypothèse 

nous avons alors 

Imaginons à présent que nous cherchions à expliquer la variable 

dichotomique y2 • Celle-ci est déterminée par les variables exo­

gènes z mais également par la variable endogène y1 • En effet, la 

probabilité de travailler dans un secteur d'activité plutôt que 

dans un autre est partiellement condit ionnée par la probabilité 

d'exercer tel ou tel emploi. Aussi, toujours en acceptant l'hypo­

thèse d'une représentation logistique , nous avons : 

---,i"Y:;-;S~-- + El.. 2 
1+e -z - Yi1 

où zi est le vecteur d ' ordre (1,1+1) des variables e xogè nes 

déterminant l a variable dichotomique y
12

, y le vecteur d 'ordre 

(1+1,1 ) des paramètres inconnus de ces variables , yi1 l a variable 

dichotomique représer.tant 1 'emploi occupé par 1 ' individu i, S le 

coefficient mesurant l'effet de cette variable sur le secteur d'ao-

tivité et e:i2 un terme d 'erreur aléatoire. 
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Sous l'hypothèse E(Ei2 l = 0 Yi 

et en c onsidérant momentanément y
11 

comme une variable ex()gène, 

rrOUS avons alorS 

En raison de la simultanéité du problème , il est impossible 

d'estimer les paramètres inconnus à partir de chaque équation 

considérée indépendamment l'une de l 'autre . Ces estimations 

doivent être effectuées à partir de l 'ensemble des équations. 

c'est-à-dire qu 'il nous faut considérer l e modèle simu ltané 

suivant : 

1 +e - xl8 -a y i2 ( 

1+e-zly-Syi1 ~ 
Ce système présente la particularité d'être à variables endogè nes 

mutuellement dépendantes. Naturellement, il ne s'agit pas du ~adèle 

général d ' équations simultanées. C'est dans un but purement didac­

tique que nous avons choisi d'exposer ce modèle car sa général isation 

à un système comportant plus de deux variables endogènes devient 

vi te très complexe. 

V.2 . ESTIMATION DU MODELE 

En raison du caractère mutuellement dépendant des variables endo ­

gènes il n'est pas nécessaire d ' est i mer [k+l+2) paramètres ma is 

seulement (k+l+1) puisque les coefficients des variable s e ndogènes 

dens chaque équation sont a lors identiques. En effet, l es prJbaoi­

lités conditionnelles des différents évène~ents sont égales à : 
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Prob{yi 1 ~1iyi2 ~o} 
Prob{yi 1 ~1.y12=D} 

Prob{yi2~ o} 

Prob{yi 1 ~o . y, 2 =0} 
Prob{y11 =o ! y12~o } 

Prob{y12~o } 

Prob{y
11

=1iy
12

=D} 
Prob{y11 =1,yi2=G} 

Prob{y
12

-1 } 

Prob{y11 ~o. y12=1} 
Prob{yi 1=D! y12=1 } 

Prob{ yi2-1 } 

D'où nous t i rons 

et 

Prob{y11 =0,y
12

=0} 

Prob{y11=1,yi2=0} 

Prob{y11 =D , yi2=1} 

Prob{y
11

=1,y
12

=1} 

~ î+e 

e 
-xis 

---
1+e 

- xia 

î 

1+e - xia -a 

-x1B - Cl 
e 

1+e- xJ.S- Cl 

- x1B En remplaçant dans cette dernière expression e per l e 

rapport des probabilités jointes correspondantes, nous oj t enons 

Soit 

Prob{yi 1=0,yi2=1} 

Prob{y11=1,yi2=1} 

Prob{y11 =1,yi2=1} Prob{yi 1=0 ,y
12

=D } 

Prob{y
11

=0 , y12=1} Prob{yi1=1,yi
2

=0} 

De la même façon : 
Prob{yi2=1 , yi 1=0} 

Prob{y11 =0 } 1 +e-z~y 

Prob{y
12

=D, yi
1

=0} e - ziy 

Prob{ y11 - 0} 1+e-zly 
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Prab{ yi2=1,yi1=1} 

Prob{yi1 =1} 

Prob{yi 2=0,yi1=1} 

Prob{y11 -1} 

1+e 

Par un calcul analogue au précédent, il vient 

D' où 

s 
e 

Prcb{yi2=1,yi1=1} Prob{yi 2 =D,yi1=D} 

Prob{yi2=0,yi1=1} Prob{y12=1,yi1-0} 

(l s 

-::ty-s 

Ainsi, le système d'équation simultanée peut se mettre sous 

la forme suivante 

Prob{yl..1=1lyl..2} = ~ 1+e-xlB-ayi2 

Prob{yl..2=1lyl..1} l. 
1+e-z y-ayi1 

L'esti~ation de ce modèle d'équations simultanées par la méthode 

du maximum de vraisemblance à information complète nécessite au 

préalable la construction de la foncti on de vraisemblance du 

système. Celle-ci n'est rien d'autre que le produit des proba­

bilités jointes individuelles de réalisation des évènements 

expliqués. 

Ainsi la probabi lité jointe des é vènements yi1• 0 et y
12

=o 

est égale à : 

Dr 

Cc mme 
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Nous .evcns dor-.c 

1 

~ 

En agissant de la même +açon, · nous obtenons : 

xia 

L.:z2 y + ~ty+a] Prob(yi 1=1 ,yi2=0} 
e 
·J +ex lB 1+e 

[ 
2 i eziy+a J 

Prob{yi 1=0,yi2=1 } 
1 e Y 

1 +ex18+a 1+ezty 1 +ez y+a 

ex1S+a [ z i y éiy+a J 
Prob{y11 =1,yi2=1} 

1 +exlB+a 1:ezly + 1+ezly+a 

Soit 8 m,n m,n 0,1 

La fonction de vraisemb lance du système est alors égal e à 

n 
US ,y,a l i~1 m~D n~O Prob{yi1=m , yi2=n} 

L'estimation des paramètres inconnus du système par la méthode 

du maximum de vraisemblance revient à maximiser la fonction 

L(S,y,al par rapport à tous les paramètres inconnus du modèl e . 

Pour ce faire, i l est nécessaire de recourir, comme dans les 

cas précédemment étudiés, à un processus d 'optimisation numérique . 

La +açon la pl us directe de mener les tests de significativité des 

variables est d ' utiliser le rapport du maximum de vraisemblance . 

V. 3 . GENERALISATION AU CAS POLYTOMIOUE . 

Plutôt que d'envisager deux catégories d ' emploi, imgainons-en m. 

De ~ême, plutôt que de retenir deux secteurs d 'activités supposons 

que nous en définissions n. Ainsi, les variables qualitat ives yi
1 

et yiZ sent des variables polytomiques ayant respect i veme nt m e t n 

modalités. Dans ces conditions, le système d'équations simultanées 
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s' écrit 

s = ~'il 

où xi et zi représentent respectivement les vecteurs d'ordre 

(1,k+1) et (1,1+1) des variables exogènes associées à l'indi­

vidu i, Br le vecteur d'ordre (k+1,1) des paramètres inconnus 

associés à la rième modalité de la variable y i 1 ' asr l' influence 

de l a sième modalité de la variable yiZ sur la riè~e modalité de 

la variabl e yi
1

, ys le vecteur d'ordre (1+1,1) des pa·amètres 

inconnus associés à la ~~ème modalité de la variable Y,z et 

ars l'influence de la r 1 eme modalité de la variable yi 1 sur la 

sième modalité de la variable Yiz' 

Ainsi il est nécessaire d'estimer (kxm) paramètres S. (lxn) 

paramètres y et (mxn) paramètres a en raison du caractère mutuel­

lement dépendant des variables yi 1 et Yiz· 

Comme précédemment, il faut pour découvrir l es estimateurs des 

paramètres inconnus du système par la méthode du maximum de vrai­

~emblance à information comp l è te, définir au préalable les pro­

babilités individuelles jointes de réalisation des différents 

évène~ents . Ainsi, d'après le théorème des probabilités condition­

nelles, la probabilité de réalisation de l 'évènement joint 

{y11 =r,yi2=s} est éga le à 

Or 



D'autre part nous 5vc~s 

Etant donné que 

Alors 

D'a~ 
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m 
l: 

r=1 

zi + e Ys asr 

ziy +a î+e s sr 

Les probabilités de réalisation des autres évènements joints 

s'obtiennent de la même façon. Contrairement au système d'équa­

tions simultanées à variables endogènes dichotomiques, il ne 

saurait être question pour nous d'énumérer toutes ces probabilités, 

aussi construirons-nous la fonction de vraisemblance du système à 

partir de la probabilité de réalisation de l'évànement joint 

général ci-dessus. 

Soit 

r = 1, ... ,mets 1, ... , n 

La fonction de vraisemblance du système est alors égale à 

n 

L( e. y ,a) rr 
i=î 

m n 

IT IT Prob{yi 1=r,yi 2=s} 
r=1 s=1 

Par un processus d'optimisatio n numérioue, il es t alors possible 

de découvrir les estimateurs des paramètres inconnus du système 

et par lè même de canstruire des tests de significativité des 

variables supposées déterminer le phénomène étudié. 
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CONCLUSION 

Une fois encore, preuve est faite que la routine n'est pas du 

domaine de l'économétrie. En choisissant l' habituelle forme 

linéaire pour représenter la liaison entre une variable dépen­

dante qualitative et un certain nombre de variables exogènes, 

le chercheur empiriste est certain d'obtenir des prédictions de 

probabilités biaisées et des tests de significativité des 

variables "inexacts". Etre conscient de cet état est d'importance, 

avoir la volonté d'y remédier l'est encore plus lorsqu'il s'agit 

de déduire des politiques à partir de considérations empiriques. 

Plusieurs modèles sont alors envigageables pour représenter 

une probabilité et pour en donner une estimation. Sans conteste 

le modèle logistique est préférable à tout aut re . En effet, les 

techniques d'estimation de données groupées, basées sur la formu­

lation de modèles non linéaires ex post ou ex ante présentent 

l'inconvénient de réduire l'information d'une part, de manquer 

quelque peu de rigueur économétrique d'autre part, dans la mesure 

où les problèmes de t ransformation d'un modèle non linéaire en un 

modèle linéaire sont quasiment éludés. Le modèle logistique à 

variable dépendante qualitative permet quant à lui d 'éviter ces 

deux inconvénients at présente l 'avantage de fournir de meilleures 

prédictions de l a probabilité de réalisation da l'évènement expliqué. 

Son estimation par la méthode du maximum de vraisemb lance r.écessite 

le recours è un processus d'optimisation numérique. Quelle que soit 

la nature de la fon=tion à optimiser, de tels processus sont toujours 
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diffic iles è ~ettra en ceuvre . Selon la nature de :tte fonction, 

l es résu ltats ~u"ils procurent sont ;Jlus ou iT:<Ji:.s fiables. Dans le 

cas du ~cdàle lcgistiqüe. la f onct i on da vreisem=l3nce étant 

convexe, e l le admet alors un maxi mum global, si bien que le.s esti­

mateurs des paramètres inconnus possèdent toutes les propriétés 

des estimateurs àu :naximum de vr aisembla;,cs. Ils so!lt donc convergents .. 

a s ymptotiquement efficients et asymptotiquement no~wx . 

La généra l isation du modèle l ogi stique à variable dépendante 

dichotomique au modèl e à variable dépe ndante polytcmique permet 

quant à elle de t r aiter de s situations plus variées qu · il serait 

évidemment possible de dichotomiser au prix tout efois d'une 

schématisati on certaine de la réalité . L' estimation de ce modèle 

ne pose toutefois pas plus de problème que l 'estimation du précé­

dent , si c e n ' est qu ' il faut esti mer un nombre p l us i mportant de 

paramètres inconnus pour un même nombre de variables exogènes . 

Le système d ' équations logistiques simultanées à variabl es 

endogènes qualitatives permet quant à lui de formaliser des 

situations t rè s fréquentes en économie . Traiter séparément les 

équations qui le compose r eviendrait à esti mer des modèl es simples 

à variables dépe ndantes dichotomiques ou polytomiques, et par là 

même à i nt roduire un biai s dans la valeur des est imateurs des 

paramètres i nconnus , t o ut comme c e la a rrive avec le système 

d'équations simultanées à variabl es endogè nes continues . 
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