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Fermatova Cisla ve specialnich
trojuhelnicich

Florian Luca, Morelia

1. Uvod

Obr. 1. Portrét P. Fermata od Rolanda Lefévra v méstském muzeu
v Narbonne ve Francii.

V tomto pfispévku budeme studovat vyskyt Fermatovych Ccisel
v né¢kterych specidlnich trojahelnicich. Necht m>0 je celé dislo.

Oznaéme
F =27 +1

m

Fermatovo cislo odpovidajici m. Vlastnostmi téchto ¢isel se zabyval
Pierre de Fermat (1601-1665). Ve svém dopise z 25. prosince 1640

Z francouzského originalu Les nombres de Fermat en triangles spéciaux pielozil
Michal Ktizek.



piSe Marinu Mersennovi, Ze vSechna ¢isla F, jsou prvocisla. Tento
nepravdivy vyrok vyvratil v roce 1732 Leonhard Euler (1707-1783).

2. Fermatova Cisla v Heronovych trojuhelnicich
Zaved’'me nésledujici oznaceni:

e a, b, c jsou tfi realna Cisla rovna délkam stran trojuhelniku A.

_a+b+c

® 5= je polovicni obvod A.

o \JS(s—a)(s—-b)(s—c) jeobsah A.
e h,,h,h. jsoudélky vysek trojuhelniku A.

Definice. Trojuhelnik A se nazyvd Heroniiv, jestlize a,b,c i S jsou
celd cisla.

V literatuie Ize nalézt mnoho otevienych problému tykajicich se
Heronovych trojuhelniki. Uved'me nékteré piiklady:

Problém 1. Existuje Heroniiv trojuhelnik, jehoZ téZnice maji
celociselné délky?

Problém 2. Pro jaké Heronovy trojuhelniky jsou delky vSech stran
Fibonacciho cisla?

Co se tyCe druhého problému, je dobfe znamo, ze vSechny takové
trojuhelniky musi byt rovnoramenné. Jedinym zatim znamym
ptikladem je trojihelnik (5,5,8).

V prvni ¢asti tohoto piispévku se budeme zabyvat feSenim problému
(viz [L1]):

Probléem 3. Pro jake Heronovy trojuhelniky jsou délky stran a, b, ¢
mocniny prvocisel?

Snadno nahlédneme, ze piedchozi problém nam dava dva kandidaty:

e A=(3,45).
e Pro sudé ptirozené ¢islo n dostavame, ze

(2n+1)2 :22n+2n+1+l:(22n_2n+1+1)+2n+2
:(2/7_1)2 +(2n/2+1)2.

Tedy A, =(2"+1,2"-1,2"%") je pythagorejska trojice. Nyni k sobé
ptilozme dvé zrcadlové symetrické kopie trojuhelniku A, tak, aby



k sob¢ priléhaly stranou o délce 2" —1. Timto zpisobem dostaneme
rovnoramenny trojuhelnik

A=(2"+1,2"+1,2"%7?),

ktery je o¢ividné Herontv. Jestlize 2" +1 je prvocislo nebo mocnina
prvocisla, pak A je ziejmé rovnoramenny Herontlv trojuhelnik, jehoz
délky stran jsou mocniny piirozenych Cisel.

Nasim hlavnim cilem bude ukazat, Ze jediné Heronovy
trojuhelniky vyhovujici problému 3 jsou dva vySe uvedené
trojuhelniky (viz obr. 2).

Véta 1. Necht délky stran Heronova trojuhelniku jsou mocniny
prirozenych cisel. Pak tyto strany maji délky 3, 4, 5 nebo F,, F,,

4(F, ,-1) pronéjaké m=>1 takové, ze F, je prvocislo.

1

Obr. 2. Jediné mozné Heronovy trojuhelniky, jejichz délky stran
jsou mocniny prvocisel.

Pomocna tvrzeni
Nadale budeme ptedpokladat, ze A =(a, b, ¢) je Heronuv trojthelnik.
Tvrzeni 1. Cislo s je celé.

Dlukaz.Z Heronova vzorce
(1) s(s-a)(s-b)(s-¢)= S
plyne, Ze s je algebraické celé ¢islo, nebot’ s je kofenem monického
polynomu s celociselnymi koeficienty (tj. polynomu, jehoz vedouci

koeficient je jedna). ProtoZe s je zfejmé navic racionalni, je s celé
(viz [EM]). [

Tvrzeni 2. Jestlize a =b, pak c je sudé cisloa h, je celé cislo.

Dukaz.Cislo ¢ jesudé, nebot



je celé. Jelikoz

ho2S
c

je A, racionalni. ProtoZe navic

2 _ g2 £2
) a —hc{zj,

je h. algebraické celé ¢islo. Tedy /., jecelée. [

Tvrzeni 3. min(a, b, ¢)>3.

D i k a z . Pfedpokladejme naopak, ze ¢ =min(a, b, ¢) < 3.

Protoze
|la-bl|<c,

musi byt c=1 nebo c=2.

Pro c¢ =1 dostaneme rovnoramenny trojuhelnik o délkach ramen
a =Db, coZ odporuje tvrzeni 2.

Necht ¢=2.Pak bud’ a a b jsou po sob¢ nasledujici ¢isla, a tedy
s neni celé, coZ odporuje tvrzeni 1, anebo a=b avztah (2) je tvaru

2
2= +(£) = 141,
2
coz podle tvrzeni 2 také neni mozné. [
Diikaz véty 1
Piipad I. Trojuhelnik A je rovnoramenny.
Piedpokladejme naptiklad, ze a = b. Z tvrzeni 2 vime, Ze ¢ je
sudé. Specialné c¢=2" pro ngaké celé Cislo y>2. Podle
predpokladu a= p” pro néjaké prvocislo p a pfirozené ¢islo a ze

vztahu (2) plyne
(3) pZa — /72 +22(;/—l)l

Jestlize p=2,pak a>y a 2| h,. Mlzeme tedy napsat /1, =2""k
pro jisté prirozené ¢islo k. Vydé€lime-li ob¢ strany rovnice (3) ¢islem
220D " obdrzime

(4) 22(a77+1) — k2 +1’

coz ale neni mozné, protoZe rozdil dvou nenulovych ¢tvercli nemtize
byt 1.

Tedy p je liché prvocislo a rovnice (3) implikuje, ze (a, /1., ¢/ 2) je
primitivni trojice (tj. nejveétsi spolecny délitel Cisel a, /., a ¢/2 je 1).



Vyuzijeme-li nyni klasickou parametrizaci vSech primitivnich
pythagorejskych trojic, vidime, ze existuji dvé pfirozena ¢isla m >n
takova, Ze jedno z nich je sudé a druhé liché a Ze

(5) po=nt+m, h=nf-nm", 277'=2mn

Z posledni rovnice v (5) vyplyva, ze m=2""% a n =1, a tedy prvni
rovnice v (5) je tvaru

(6) pr =222 41,

Nyni je patrno, Ze rovnice (6) a skute¢nost, ze p je liché, implikuje
nasledujici nerovnost y > 2. Pokud « >1, rovnice (6) je specialnim
ptipadem Catalanovy rovnice X’ = " +1, kde (X, Y, u, w) je Ctvefice
ptirozenych ¢isel a min(u, w) > 1.

Vsechna feseni Catalanovy rovnice ale zatim nejsou znama (viz
[Ri]). AvSak pro ptipad, ze w je sude, ktery byl pfed mnoha lety
vysetifovan V. A. Lebesguem [Le], Ize dokazat, ze Catalanova rovnice
nema zadné feSeni. Lebesguelv vysledek ukazuje, Ze o nemiize byt
vétsi nez 1. Vztah (6) se tedy redukuje na rovnici

(7) p=2%2 41

Je dobfe znamo, Ze vSechna prvocisla p tvaru 2“+1 pro celé
w>1 jsou Fermatova prvocisla, tj. prvocisla tvaru p= F, pro celé
m>0. Navic vidime, Ze m>1, nebot’ podle vztahu (7) je ¢islo p
souctem dvou Ctvercli. Dohromady tedy mame, ze p=F,, m>1,

F. jeprvodisloa y—2=2"" Tonam dava feSeni
(@,6,0) = (Fyy Fp 227 = (Fpp £y M(Fpy =D),
kde F,, je prvocislo.

Pripad II. Trojuhelnik A neni rovnoramenny.

V tomto ptipad€ nejprve dokazeme pomocné lemma, které se tyka
rozkladu délek stran Heronova trojihelniku na prvocisla.

Lemma. Necht a, b, ¢ jsou délky stran Heronova trojuhelniku.
Predpokladejme ddle, ze p“ || @ pro néjaké prirozené cislo a a pro
prvocislo p takové, ze p=2 nebo p=3(mod 4). Pak

P lged ((0° - ¢),45) pro p=2

p*lged (&P = ¢),S)  pro p>2.



D ik az.Lemma dokdZzeme jen pro p > 2, protoze piipad p =2
1ze vySetfit analogickym zptsobem.
Vztah (1) mizeme piepsat do tvaru

(8) 2a°C + 2P +2a° " —a' - b - ' =(45)%,
coz lze vyjadrit také takto:
9 2a°(0° +c*)-a' —(b* - c*)* = (45)°.
Zredukujeme-li rovnici (9) modulo p**, dostaneme
(10) —(b* —c*)* =(49)*(mod p**).
Pokud b =c, jsme hotovi.
Piredpokladejme tedy, Ze b=c. Rovnice (10) implikuje, Ze
P | (6° —c*). Abychom se o tomto presvédéili, predpokladejme

naopak, Ze toto tvrzeni neni pravdivé, tj. necht’ plati p° || (6> - ¢*) pro
S < o . Vydélime-li obé& strany rovnice (10) &islem p*° , dostaneme

(11) —(bz —§czj 5[4—fj (mod p*“N).
p p

Avsak kongruence (11) nemuze platit, protoze —1 neni kvadratickym
reziduem modulo p.Tedy p* déliobécisla (& -¢?) i S. [

Zavér dikazu véty 1

Piedpokladejme, Ze trojuhelnik, jehoz délky stran jsou a, b, ¢, neni
rovnoramenny. Protoze jedno ze tii ¢isel @, b, ¢ je sudé, mizeme
piedpokladat, ze ¢=2” anecht a=p* a b=g’. Vidime, Ze obd
prvocisla p i g jsou licha. Kdyby tomu totiz tak nebylo, pak by ¢isla
a a b bylasudg, atedy p=q = 2. Trojuhelnikova nerovnost a <b +c
a jeji modifikace nyni implikuji, Ze vSechny tfi exponenty «, S a y
nemohou byt vzijemné rtzné. Ale tato skuteCnost ndm ftika, ze
trojuhelnik A je rovnoramenny, coz je piipad, ktery jsme jiz
vysetiovali.

Necht’ jsou tedy prvocisla p a q licha. Z ptfedchoziho lemmatu
pouZitého na mocninu 27 || ¢ , dostaneme, Zze 27" |(a°-4°) a

21| 4S. Specialng, ¢ |2S a

271 (2% — B*) = (a— b)(a+b).



Ponévadz a a b jsou dvé licha ¢isla, snadno zjistime, Ze plati bud’
c=2"|(a-b), anebo c¢=2"|(a+b). Ptipad c|(a-b) ovSem
nemuze nastat diky nerovnosti

O<la-bl<c

Tudiz 27 |(a+ b). JelikoZ y > 2, vidime, Ze jedno z Cisel a a b je
kongruentni s 1 modulo 4 a druhé je kongruentni s 3 modulo 4.
Specialné muzeme predpokladat, ze a= p”=1(mod4) a ze
b=qg” =3(mod4). Z posledni kongruence vyplyva, ze g=3(mod4)
aze f jeliché.

Nyni miizeme pouzit stejné lemma na ¢” || b, abychom ukazali, Ze
b=4¢g"|S. Tedy b|2S. ProtoZze c | 2S, a proto dostaneme S> bc/2.
JelikoZ ale S=bc (sin(A)) / 2, vidime, Ze sin(A)>1, kde A je uhel
mezi stranami b a c . Posledni nerovnost je mozné jen tehdy, kdyz
A=r/2,tj. pokud je trojuhelnik pravouhly.

Trojice (a, b, ¢) je tedy pythagorejska a

(12) P =’ + 2%,

Uzijeme-li opét klasickou parametrizaci primitivnich pythagorejskych
trojic, dostaneme, Ze existuji dvé nesoud€lna piirozend ¢isla m>n,
z nichZ jedno je sudé a druhé liché, takova, Ze

(13) o=+, ¢ =nf-nm", 27 =2mn

Z posledniho vztahu v (13) plyne, Ze m=2"" a n = 1. Nyni druha
rovnost v (13) implikuje, ze ¢” =n? —1=(m-1)(m+1). Protoze
m-1a m+1 jsou nesoudé€lna ptirozena ¢isla, ptichazime k zavéru, Ze
m-1=1,t. m=2 a y=2. Dale dostavame, ze ¢’ =2°-1=3, tj.
g=3 a pf=1. Koneén¢ z prvni rovnosti v (13) vidime, Zze
P =2>+1=5,t.p=5 a=1a (a,b,c)=(53,4). [

3. Fermatova Cisla v Pascalové trojuhelniku

V tomto odstavei budeme vysetiovat pfitomnost Fermatovych cisel
v Pascalové trojuhelniku (viz [L2]). Jinymi slovy, budeme hledat
feSeni diofantické rovnice

n
(14) £ :(k].

Diky symetrii trojuhelniku lze pfedpokladat, ze A< n/2.V nasledujici
véteé 2 ukazeme, ze Fermatova Cisla se nevyskytuji uvnité Pascalova
trojuhelniku na netrivialnich pozicich (srov. obr. 3).



Obr. 3. Polohy Fermatovych ¢isel v Pascalové trojuhelniku.

Véta 2. Jestlize
n
(15) F,= (k) pro cela ¢isla n>2k>2,
pak k=1.

D i k a z . Pfedpokladejme, Ze rovnice (15) ma feSeni pro k> 1.
Ztejm¢ m >4, protoze F, je prvocislopro m=0,1,...,4.

Nejprve dokdZzeme nerovnost k< 2. Pfedpokladejme naopak, ze
k>2". Protoze m>5, plati k>2°=32. Je snadné provéfit, ze

k k
(16) K < (2 ZJ pro véechna k>10.

Nerovnost (16) je pfimym disledkem zndmé Stirlingovy formule.
Rovnice (15) a nerovnost (16) implikuji, Ze

k A A
>(@j >(2,2)% > (2,2)7",

2m 2m m
1+ 1m >(£j :(1+ij >1+2—,
22 2 10 10

10 > 2™%",

s :(nj: An-1) - (n-k+1) _(n-K*

¢ili

a tedy

coz jisté neplati pro m > 4. Tedy k< 2"

Dale pouzijeme nasledujici Lucastv vysledek. Pfedpokladejme, ze
p je prvocislo a piSme
(17) n=n+nm+--+np pro ne{0l.. p-13, n =0,

a

(18) k=k +kp+---+kp pro ke{01,..., p-1



Tedy
19 n_(m\(n n, g
) [kaoJ(/q](k] (mod /)

Predpokladejme, Ze

(20) n=11s",
Yo ld
aze
(21) A={p| p=1(mod2™), p|r}.

Kone¢né necht’ n=nd, kde
(22) n = H p”‘p .
PeA

Dokazeme, Ze d | k . To je ztejmé pro d = 1. Pfedpokladejme tedy,
Zze d>1 a zvolme prvocislo q tak, Ze q | d . ProtoZe vSichni
prvodiselni délitelé &isla £, jsou kongruentni s 1 modulo 27",

vidime, ze q nedéli F,. Protoze ale q | d | n, dostaneme pomoci
vyjadieni n v bazi q (podle vztahu (17)), ze n,=0. Jestlize q
nedéli k, pak k&, >0 azevztahu (19) vyplyva, Ze

SEIRNEAST

coz neni mozné, protoZze g neni délitelem F,. Tudiz kazdy
prvociselny délitel ¢isla d je také délitelem k. Abychom dokazali, Ze
d | k, staci ukazat, ze pokud ¢” || d pro pfirozené ¢islo «, potom
g” | k. Jestlize by ale toto nebylo splnéno, dostali bychom, ze ¢” || k
pro pfirozen¢ Cislo f<a. V tomto piipade 7,=0 a k; =0, coz
diky vztahu (19) dava, ze také q déli £, coZ neni mozne.

Tedy d | k. Specialné kdyz k<2”, dostaneme také, ze d<2".
Nyni vidime, ze kdyZz 7, je soucinem vSech prvocisel vystupujicich
v definici A, pak 7, =1 (mod2™"). Cili n=d (mod 2™"). Kdyz ale
d< k<2 <2™ Lucasova véta pro prvodislo p=2 implikuje, ze

(23) F {Z) z@ (mod 2).

Protoze F, jelichéa d< k, ze vztahu (23) vyplyva, ze d = k. Tudiz
kK|n.



Nyni napiSme rovnici (15) ve tvaru

nln-1

kde k/n je celé. V tomto piipadé vidime, ze piedchozi zduvodnéni
bylo zalozZeno jen na tvaru prvociselnych délitelt ¢isla £, . Pfedchozi
argumentaci mizeme tedy iterovat tak, ze dostaneme (k—1/)|(n—1)
pro vSechna /=0, 1,...,k-1. Tyto vztahy jsou ekvivalentni
kongruencim

(25) n=7(mod k—)=k(mod k-7 pro /=0,1, ..., k-1.
Oznacme

(26) N=lIcm (1, 2,...,K),

kde lecm oznacuje nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel 1,2, ..., k. Ze

vztahu (25) dostaneme 7= k (mod A). Proto mizeme psat n=k+aN
pro vhodné ptirozené ¢islo a . Rovnice (15) nyni implikuje, Ze

m_nn-1 n- k+1 =
(27) F’":(/J:Z L H(l a_j

/=0 =/

Necht N,= NI(k—i) pro i=12,...,k—1.Poznamenejme, ze pravé
jedno z ¢isel N, je liché a vSechna ostatni jsou suda. Vskutku, jediné
liché ¢islo N, odpovida indexu 7= k—2*, kde 2“ je nejvétsi mocnina
Cisla 2, ktera je mensi nebo rovna k. Rovnici (27) ptepiseme do tvaru

k-1

(28) 2" +1=[]@+aN)=1+aS + &S, +--+a*S,,
=0

kde S; je j-ty symetricky fundamentalni polynom v A. Protoze
pravé jedno z ¢isel N, je liché, dostaneme, ze S je liché a S, jsou
suda pro v8echna j > 3. Rovnice (28) muze byt nyni piepsana takto:

(29) 2" = a(S +aS, +---+a*'Ss).

Ze vztahu (29) okamzité vidime, Ze soudet S +as, +---+a“'s, je
lichy a vétsi nez 1 (aZ na tomto misté skutecné¢ pouzivame toho, Ze
k> 1), a tedy nemize délit mocninu 2 z levé strany rovnice (29). Tim
je véta 2 dokazana. [



Obr. 4. Socha Pierra de Fermata v Musée des Augustins v Toulouse.
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