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Introductionà la Ludique
et applications̀a la Pragmatique

ANR ”Prelude”∗

1 Introduction

1.1 Pourquoi la ludique ?

L’id ée de la ludique vient d’une réflexion de Jean-Yves Girard sur le sens profond de la
logique. On sait que, traditionnellement, le logicien vit dans un univers dualiste : d’un côté
la syntaxe, les systèmes d’axiomes etc. et de l’autre la sémantique, c’est-à-dire la th́eorie
des mod̀eles. Il en est ainsi depuis, en gros, Tarski. Van Heijenhoort, repris plus tard par
Hintikka ([10]), a mis en relief l’opposition de deux tendances dans l’histoire de la logique
moderne, l’une représent́ee essentiellement par Frege, le premier Russell et le Cercle de
Vienne dans sa ṕeriode syntaxique, pour laquelle la logique est un langage universel (elle
ne poss̀ede pas de dehors), l’autre par Shröder, L̈owenheim, G̈odel et Tarski pour laquelle
on peut au contraire faire varier les interprétations gr̂aceà la th́eorie des mod̀eles, relativi-
sant ainsi la port́ee de la logique et lui conférant plut̂ot le caract̀ere d’un calcul.
Dans la conception traditionnelle, une formule, pourêtre valid́ee, doit faire l’objet d’une
preuve (ou plut̂ot d’une d́emonstration, une preuvéetant une classe d’équivalence de
démonstrations), (à moins qu’on soit dans un système avec une ḿethode de d́ecision qui
évite de faire la preuve, comme en logique propositionnelle), mais pourêtre invalid́ee, il
suffit de lui fournir uncontre-mod̀ele, c’est-̀a-dire un mod̀ele dans laquelle elle est fausse.
Ainsi peut-on dire que lespreuvess’opposent auxcontre-mod̀eles, conception un peu cu-
rieuse qui oblige le logicieǹa constamment faire le grandécart entre le monde de la SYN-
TAXE et celui de la SEMANTIQUE.

∗Ce document est un document de travail en prélude...̀a PRELUDE, il visèa exposer surtout de manière
intuitive les principales notions de la ludique afin de les utiliser ensuite dans des applications concernant la
pragmatique et en particulier l’étude du dialogue. Il reprend les exposés qui ont eu lieu au cours du séminaire
vers une pragmatique théoriquequi s’est d́erouĺe les 22 et 23 juin 2006̀a Grenoble, avec le soutien du
Conseil Scientique de l’Université Pierre Mend̀es France.
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Girard, depuis au moins son articleOn the meaning of logical rules([5]), tente d’abo-
lir cette conceptiondualistepour la remplacer par une conceptionmonisteau terme de
laquelle les preuves ne s’opposent plusà des contre-mod̀eles mais̀a descontre-preuves
(ou, si on veut,̀a desréfutations), autrement dit des objets de même nature. Une telle
entreprise ressemble beaucoupà laThéorie des Jeuxpuisque cette dernière est justement
baśee sur la confrontation de deux joueurs (unproposantet unopposant), l’un qui propose
une formule et la d́efend face aux attaques de l’autre jusqu’à ce que l’un des deux n’ait
plus de coup̀a jouer (en ce cas, il est le perdant). Lasémantique - th́eorie des jeuxa d́ejà
ét́e miseà contribution pour la logique lińeaire, notamment par A. Blass ([2]), et on sait
que les connecteurs de la LL s’interprètent bien de cette façon. Il manque néanmoins̀a
la śemantique des jeux une des caractéristiques essentielles recherchées dans la ludique,à
savoir le caract̀eredynamique. Il ne s’agit en effet pas seulement de décrire une conception
où deux joueurs se font face, avec des règles bien d́efinies gouvernant leurśechanges, ce
qui constitue une description statique, encore faut-il aussi montrer en quoi et comment les
strat́egies interagissent. L’originalité de la ludique sera en effet de définir des objets uni-
quement̀a partir de leurs comportements les uns vis-à-vis des autres, grâceà une notion
particulìere d’orthogonalit́e : deux objets seront orthogonaux quand ils entreront dans un
processus de normalisation qui converge. Il s’agit ici de faire entrer de plein pied dans la
théorie son aspect dynamique. Dans les présentations standard de la logique (calcul des
séquents ou bien réseaux de preuves), cet aspect dynamique est incarné par le processus
d’élimination des coupures. M̂eme si, en ludique, la coupure n’est pas exprimée par une
règle explicite, elle est, comme nous le verrons, omniprésente : il s’agira de la coprésence
de deux objets en un m̂eme lieu. Sońelimination repŕesentera donc le caractère dynamique
du syst̀eme.
D’autre part, les approches ”sémantique des jeux” n’ont pas tout le radicalisme de la
démarche de Girard, en ce qu’elles se proposent simplement comme une autre sorte de
sémantique par rapportà la śemantique d́enotationnelle classique, alors que, pour Girard,
une śemantique śepaŕee de la syntaxe n’a pas lieu d’être. La signification des règles de la
logique estdansles r̀egles de la logique elles-m̂emes, par exemple dans leurs symétries.
DansOn the meaning etc., Girard dit :

My thesis is that the meaning of logical rules is to be found in the well-hidden
geometrical structure of the rules themselves

Il donne comme illustration la ńegation, qui ne sauraitêtre interpŕet́ee par ”NO” (par une
simple inversion des valeurs de vérité) mais par l’́echange des positions entreproposantet
opposant.
La position d́efendue par Girard peut ainsiêtre dite immanentistepar oppositionà la
conception tarskienne qui conduità une perṕetuelle fuite en avant dans les niveauxméta
dès qu’il s’agit de fonder la notion de vérité comméetant aux racines m̂emes de la śeman-
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tique, conception que l’on peut qualifier alors detranscendantale(il faut croire en la v́erité
aux niveauxmétapour fonder la śemantique d’une formule).
Avec cette perspective, le logicien peut envisager de vivre dans un univers homogène (plus
la peine de faire le grand́ecart !). Le germe de cette conception està entrevoir chez Heyting
et sa śemantique des preuves, qui peut donner lieu aux observations suivantes,à propos de
la notion detest(ou épreuve).

1. comment tester (A∧B) ? en testant A ou en testant B,

2. comment tester (A∨B) ? en testant A et en testant B

3. comment tester (A⇒ B) ? en admettant A et en testant B

La notion de test ressemble ainsi beaucoupà celle de ńegation (cf. r̀egles de De Morgan),
et on est conduit̀a l’analogie :test pour A= preuve de¬A. Mais évidemment, si A est
prouvable, une telle preuve ne peut pas exister ! on ne peut pas avoirà la fois une preuve
de A et une preuve de¬A. Un test pour A est donc ce que Girard appelle unepara-preuve.
D’où le fait que d́esormais, des parapreuves vont s’opposerà d’autres parapreuves, cer-
taines seulement d’entre elles devenant d’authentiques preuves (on ne saitévidemment
pas lesquelles avant de commencer !).
Le point de vue intuitionniste n’est pas le meilleur point de vue pour développer ces id́ees
puisque la ńegation n’y est pas involutive (le fait que¬A ne passerait pas le test n’en-
trâınerait pas la validit́e de A). Girard dit que ce n’est pas parce que l’intuitionnisme
définirait unemauvaise ńegation, maisà cause de ses limitations géoḿetriques : puisque le
seul sens correct de la négation est l’́echange, cela requiert que les deux côtés d’un śequent
soient syḿetriques. D’un autre ĉoté, le point de vue classique est embarrassantà cause de
son caract̀ere non constructif : il y a plusieurs formules en partie droite d’un séquent et
on est laisśe dans l’ind́etermination concernant celle qu’il faut choisir pour continuer la
preuve (vers le ”haut”). D’òu l’id ée de ”syḿetriser” le point de vue intuitionniste. D’où la
logique lińeaire.

1.2 Consid́erations méthodologiques

L’id ée de Girard peut aussiêtre vue comme une tentative de s’abstraire au maximum
de la syntaxe (en particulier d’évacuer tout le ĉoté ”bureaucratique” de la gestion des
symboles), tout en concrétisant la śemantique de manière à se retrouver dans un entre-
deux òu il ne reste qu’un objet ǵeoḿetrique, lequel est un jeu. On va retrouver alors une
notion de compĺetude, mais qui n’est plus la m̂eme que la complétude tarskienne. Elle
s’énonce ainsi :

si σ est une strat́egie gagnante pour le jeu|A|, alors il existe une preuveπ de
A telle queσ= |π|
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où |A| est le jeu qui interpr̀ete la formule A et|π| la strat́egie qui interpr̀ete la preuveπ.
Ceci rappelléevidemment les efforts déjà faits au XX̀eme sìecle pour fonder la logique sur
une th́eorie des jeux, en l’occurrence les efforts faits par Lorenz et Lorenzen ([11], [12]).
Pour Girard, ces tentatives sontad hoc: elles sont parties de la logique existante et ont tenté
de trouver les bonnes règles du jeu pouŕetablir la bonne correspondance entre formules
pour lesquelles il existe une stratégie gagnante et formules prouvables. Girard, quantà lui,
essaie de trouver une notion de jeu qui soit simple, naturelle et ”géoḿetrique” (notamment
en ce qu’elle int̀egre la notion dynamique d’élimination des coupures, comme on l’a vu
plus haut), et ensuite seulement de voir quel type de logique on obtient. Les preuves don-
neront alors des stratégies gagnantes, mais qu’en sera-t-il des stratégies non gagnantes ?
Eh bien, elles donneront desparapreuvesc’est-̀a-dire desfaussespreuves ( !). Mais si on
peut construire des fausses preuves... c’est forcément qu’on s’autorisèa faire des entorses
à la logique, autrement dit qu’on accepte desparalogismes!
Evidemment, on ne va pas accepter n’importe quoi comme paralogisme... on va en accep-
ter le moins possible, mais suffisamment quand même pour avoir assez de parapreuves. De
plus, nos paralogismes devrontêtre tels que l’́elimination de la coupure existe toujours.
Le principal paralogisme que Girard propose est de considérer tout śequent̀ Γ comme
un axiome. C’est ce qui se passe lorsque nous essayons de faire une preuve en calcul des
séquents :̀a partir d’un certain moment,à la suite de nombreuses décompositions, on arrive
à un śequent dont on voit bien que nous ne pourrons pas le prouver... alors on abandonne.
mais l’objet que l’on vient d’obtenir est bel et bien une parapreuve : il se distingue par
l’application de l’axiome en question, qui se traduit par ”j’abandonne”. Cette règle sera
appeĺee r̀egle dudaimon.
Il y a d’autres paralogismes qu’on serait tenter de faire. Soit par exemple un joueurI
(Girard, p. 13) qui essaie de prouver`?A⊗?B. Bien ŝur, ce śequent n’est pas valide de
manìere isoĺee, mais il se pourrait que pour certainesA ouB particulìeres, il le soit. Alors
son contradicteur essaierait de prouver`!A⊥℘!B⊥, ce qui revient̀a prouver̀ !A⊥, !B⊥ qui
n’est bien ŝur pas prouvable en logique linéaire standard. Si le joueurII n’a que la r̀egle
du daimon à opposer... alors le joueurI gagne facilement, trop facilement peut-être car
l’abandon imḿediat deII emp̂eche que l’on entrèa l’intérieur de la formulè ?A⊗?B
(comprendre dans le cas présent pourquoi elle est valide). Alors peut-être a-t-on int́er̂et à
ajouter d’autres paralogismes... Par exemple, si on veut décomposer la formule, on pourra
faire une entorse aux limitations structurelles et utiliser l’affaiblissement. En ce cas le
joueurII jouerait`!A⊥ ou bien`!B⊥. Autre solution : il pourrait recourir̀a la r̀egleMix1

1La règle structurelle MIX est la règle suivante :

Γ ` ∆ Π ` Λ
Mix

Γ,Π ` ∆,Λ
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et chercher̀a prouver les deux séquents̀ !A⊥ et `!B⊥. Une autre façon de sortir de ce
dilemme est de choisir la logiqueaffineplutôt que la logique lińeaire, puisqu’en ce cas
la règle d’affaiblissement serait acceptée et que l’on pourrait alors se contenter du seul
paralogisme qui se traduit par ”j’abandonne”.
On voit qu’̀a ce stade, ”la” logique n’est pas (encore) détermińee. En proćedant de la sorte,
peut-̂etre tomberons-nous sur une logique connue (intuitionniste ? classique ? linéaire ?),
mais ce n’est pas sûr. Même si Girard penche naturellement vers la logique linéaire, il
n’exclut pas qu’il faille plut̂ot choisir la logique affine ni m̂eme que plusieurs logiques
soient admissibles.
Si la compĺetude doit pouvoir̂etre prouvable sans trop d’effort, il n’en va pas nécessaire-
ment de m̂eme pour la correction (soundness), laquelle est́evidemment toujours requise.
Elle s’exprime de la manière suivante :

si π est une parapreuve de A, alors|π| est une strat́egie pour le jeu|A| ; de
plus siπ est une preuve, c’est-à-dire n’utilise aucun paralogisme, alors|π| est
gagnante.

mais comment construire une stratégieà partir d’une preuve ? et qui plus est, une stratégie
gagnante ? Girard procède alors̀a l’analyse des preuves (ce qu’il appelle aussi - clin d’oeil
à Derrida ? - leur ”d́econstruction”). Si on veut interpréter une preuve comme une stratégie
dans un jeùa deux joueurs, alors nécessairement doit apparaı̂tre quelque part une notion
depolarité, celle qui existe entre les deux joueurs. Or, il se trouve que J. M. Andréoli avait
déjà rencontŕe une telle notion dans ses travaux sur la recherche de preuves en logique
linéaire.

1.3 Questions de polarit́e

Andréoli ([1]) a d́evelopṕe dans les anńees 90 une approche informatique selon la-
quelle ”Computation = Proof search”, baśee sur la logique lińeaire (ce qui a conduit au
langageLinLog ). Ce faisant, il s’est heurté au probl̀eme qu’en cherchant des preuves, on
en trouve beaucoup trop, puisqu’il y a dans tous les cas, de nombreuses démonstrations
d’une m̂eme formule qui ne diff̀erent que par l’ordre d’application de certaines règles.
Toutes ces d́emonstrations sont diteséquivalentes. La recherche de preuve devient beau-
coup plus faisable (tractable) si on se contente seulement de chercher les démonstrations
d’un certain type tel qu’on soit sûr que chaque classe renferme au moins une démonstration
de ce type. Ces démonstrations sont ditesavec focus(focusing proofs). L’id ée essentielle de
cette recherche de preuves est la suivante. Les règles d’inf́erence conduisentà de multiples

Elle n’est pas acceptée en logique lińeaire classique alors qu’elle est satisfaite dans de nombreux modèles
de la logique lińeaire comme par exemple les espaces cohérents
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cas de permutations. Par exemple, nous pouvons regarder le début de la preuve suivante :

···

` Γ, F,H,K

` Γ, F,H℘K

···

` ∆, G

` Γ,∆, F ⊗G,H℘K

Il est obtenu en rendant d’abord active une formule tensorielle, puis en choisissant une
formule en℘. Le d́ebut de preuve suivant fait les choix inverses :

···

` Γ, F,H,K

···

` ∆, G

` Γ,∆, F ⊗G,H,K

` Γ,∆, F ⊗G,H℘K

En fait, les connecteurs de la logique linéaire peuvent̂etre ŕepartis en deux groupes qui se
comportent de manière diff́erente eúegardà la formule principale (celle qui est choisieà
chaque pas).

– les connecteurs asynchrones (ou négatifs) :
– les multiplicatifs⊥, ℘ et ?
– les additifs :T , &, ∀

– les connecteurs synchrones (ou positifs) :
– les multiplicatifs : 1,⊗ et !
– les additifs : 0,⊕, ∃

Les connecteurs asynchrones sont déterministes et ŕeversibles. En effet, quand on applique
la règle [℘] ou la r̀egle [&], il n’y a qu’une seule manière de faire, et conséquemment on
peut toujours revenir en arrière : aucune information n’est perdue au cours de l’application
de la r̀egle. Quand on applique en revanche la règle [⊕] ou la r̀egle [⊗], il y a plusieurs
manìeres de continuer la preuve (toujours en voyant les choses du bas vers le haut). Dans le
cas deA⊕B, il faut choisir si on va continuer sur A ou si on va continuer sur B, dans le cas
de la r̀egle [⊗], le découpage du contexte n’est pas déterministe. Ceci entraı̂ne qu’il sera
difficile de revenir en arrìere une fois le choix effectué : dans le premier cas par exemple
on aura ”oublíe ” B si on a choisi A. Dans le deuxième cas, si on ”inverse” la règle, de
manìereà ce que la conclusion devienne prémisse et les prémisses conclusions, alors on
obtient évidemment une règle fausse puisque n’importe quelle partition du contexte ne
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convient pas aux conclusions recherchées.
D’où l’id ée selon laquelle une recherche de preuve efficace doit sélectionner̀a chaque pas
la formule principale de manièreà ce que :

– si le śequent contient des formules asynchrones (négatives), alors n’importe laquelle
peutêtre choisie (au hasard), et on continuera de cette manière tant qu’il y aura des
formules asynchrones dans le séquent̀a prouver (phase entièrement d́eterministe de
la preuve),

– quand toutes les formules asynchrones ontét́e d́ecompośees, une formule princi-
pale doit être śelectionńee de manìere non d́eterministe, mais d̀es qu’elle aét́e
sélectionńee, on doitfocalisersur elle de manière à ne śelectionner dans la suite
que des sous-formules de cette formule tant que cette sous-formule est synchrone.

Il apparâıt ainsi qu’on peut tr̀es bien pŕesenter une preuve sous la forme d’une alternance
de suites de pas : une suite de pas négatifs, suivie d’une suite de pas positifs, suivie d’une
suite de pas ńegatifs et ainsi de suite. Mieux m̂eme : on peut considérer qu’une suite de
pas de m̂eme signe correspond̀a un seul pas du signe en question, consistantà appliquer
une r̀egle associéeà unconnecteur synth́etique. Une logique qui s’affranchira ainsi de la
gestion bureaucratique des symboles pourra consister en deux règles globales : l’une pour
régir les connecteurs positifs et l’autre les connecteurs négatifs. C’est bien ce que va faire
la ludique.
Avec de tels connecteurs synthétiques, et pour une preuve qui consiste en une succession
de pas de signes alternés, la ḿethode de focalisation préserve comme invariant le fait qu’un
séquent contienne au plus une formule négative (on a regroupé dans une m̂eme formule
tous les connecteurs négatifs). Si la formule active est positive, alors toutes les autres
formules du śequent sont positives (sinon la formule négative aurait́et́e choisie comme
formule active) et toutes les prémisses dans l’application de la règle ont exactement une
formule ńegative. Si la formule active est négative, alors toutes les autres formules du
séquent sont positives et chaque prémisse de la r̀egle est un śequent consistant seulement
en des formules positives. Au départ, on veut prouver un séquent qui consiste en une
simple formule, ce qui est conformeà l’invariant.
Exemple(cf. P. L. Curien [3]) :
Soit la formule :((N1⊗N2)&Q)℘R oùQ,R sont suppośeesêtre positives,P = N1⊗N2

est positive etN1, N2 sont ńegatives.(P&Q)℘R est ńegative. La r̀egle pour le connecteur
synth́etique ńegatif (qui est une synthèse de& et℘) est :

` P,R,Λ ` Q,R,Λ

` (P&Q)℘R,Λ
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C’est une r̀egle ternaire qui associe(P&Q)℘R à P, Q et R (pŕemisses positives)
Une preuve focaliśee de((N1 ⊗N2)&Q)℘R se termine comme suit :

` N1, R,Λ1 ` N2,Λ2

` (N1 ⊗N2), R,Λ ` Q,R,Λ

` ((N1 ⊗N2)&Q)℘R,Λ

où on peut voir l’alternance des coups : d’abord une règle ńegative, puis une règle positive
(ici consistant dans la règle bien connue du tenseur). On peut présenter le m̂eme preuve de
la manìere suivante :

N⊥
1 ` R,Λ1 N⊥

2 ` Λ2

` (N1 ⊗N2), R,Λ ` Q,R,Λ

((N1 ⊗N2)
⊥ ⊕Q⊥)⊗R⊥ ` Λ

Dans cette pŕesentation, il n’y a que des connecteurs positifs. De plus, il y a au plus une
formuleà gauche dè .
Toutes ces observations conduisentà simplifier la pŕesentation du calcul : on ne considérera
que des śequents avec seulement des formules positives et au plus une formule en par-
tie gauche. Nous n’avons alors que des règles positives, mais pour chaque connecteur
synth́etique : une r̀egle d’introductioǹa gauche, qui est réversible, et un ensemble de règles
d’introductionà droite qui sont irŕeversibles, par exemple pour le connecteur synthétique
ci-dessus, qui peut s’écrire(P⊥ ⊕Q⊥)⊗R⊥ :

` P,R,Λ ` Q,R,Λ
{{P,R}, {Q,R}}

(P⊥ ⊕Q⊥)⊗R⊥ ` Λ

P ` Γ R ` ∆
{P,R}

` (P⊥ ⊕Q⊥)⊗R⊥,Γ,∆

Q ` Γ R ` ∆
{Q,R}

` (P⊥ ⊕Q⊥)⊗R⊥,Γ,∆

la règle en haut̀a droite vient de la d́emonstration suivante :

P ` Γ

` P⊥,Γ

` P⊥ ⊕Q⊥Γ

R ` ∆

` R⊥∆

` (P⊥ ⊕Q⊥)⊗R⊥,Γ,∆
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idem pour les autres. On peut noter (cf. Curien, p.17) que le connecteur isomorphe(P⊥⊗
Q⊥)⊕ (P⊥ ⊗R⊥) poss̀ede exactement les mêmes r̀egles.
Pour prouver le th́eor̀eme de focalisation, Andréoli a construit un calcul des séquents
(tryadique) tel que toute d́emonstration dans ce calcul corresponde exactementà une
preuve focaliśee du calcul des séquents ordinaire. Pour cela, il utilise des séquents avec
un bénitier (l’expression est de Girard). Lebénitier contient au plus une formule et elle
est positive. Cela correspond au cas où dans la recherche d’une formule active, on en
rencontre une qui est positive : alorsà ce moment-l̀a, on focalise sur elle et les règles
suivantes ne s’appliquent qu’au contenu du bénitier, produisant de nouvelles formules po-
sitivesà d́ecomposer jusqu’à ce qu’on trouve une formule négative, auquel cas on remet
cette dernìere dans le pot commun, de manièreà entamer une suite de coups négatifs. La
réint́egration d’une formule dans le pot commun représente unshiftc’est-̀a-dire un pas òu
on change de polarité dans la d́emonstration. La formule qui passe du côté des ńegatifs
était jusque l̀a du ĉoté des positifs, donc vue comme positive. Cela sous-entend qu’une
formule peut changer de polarité. Pour faciliter le calcul, on considère en effet que tout
connecteur d’un signe donné connecte des formules de ce même signe. Par exemple, si on
a un tenseur entre formules négatives, on va disposer d’un opérateur de changement de
signe qui va rendre (temporairement !) positives les formules négatives. SiN est ńegative,
↓ N est positive, et la r̀egle de changement de signe qui la concerne est la règle :

` ∆, N ;
[↓]

` ∆; ↓ N
D’une manìere similaire, le processus de focalisation, c’est-à-dire le processus selon le-
quel, en d́ecomposant une formule négative, on trouve une formule positive sur laquelle
on focalise par la suite, peut se décrire au moyen de deux règles. D’une part, une autre
règle de changement de signe qui fait que la formule sur laquelle on va se focaliser, jus-
qu’ici du côté des ńegatives, donc ńegative elle-m̂eme, retournèa sa positivit́e, et d’autre
part la r̀egle de focalisation proprement dite, qui fait passer toute formule positive dans le
bénitier. Ces deux r̀egles sont respectivement :

` ∆, P ;
[↑]

` ∆, ↑ P ;

` ∆;P
[focus]

` ∆, P ;

Dans la r̀egle de focalisation, les seulséléments ńegatifs de∆ sont imṕerativement des
atomes (sinon, il y aurait encore une formule négativeà d́ecomposer). Les autres règles de
ce syst̀eme sont alors :

AXIOME

` P⊥;P
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REGLES POSITIVES

` Γ;P

` Γ;P ⊕Q

` Γ;Q

` Γ;P ⊕Q

` Γ1;P ` Γ2;Q

` Γ1,Γ2;P ⊗Q

REGLES NEGATIVES

` N1, N2,Γ;

` N1℘N2,Γ;

` N1,Γ; ` N2,Γ;

` N1&N2,Γ;

Ceci nous a permis d’introduire les opérateurs de changement de polarité↑ et↓, qui joue-
ront un r̂ole dans la suite.

2 Les dessins

2.1 Des arbres de preuve pouvant̂etre infinis

Si maintenant on devait́ecrire des r̀egles pour tous les connecteurs synthétiques que
l’on peut construire, il en faudrait une infinité. Ŕesultat : on va se contenter de schémas
de r̀egles. Et comme on ne peut pas non plus prévoir dans un tel sch́ema ce que seront
les formules particulìeres utiliśees, on va se contenter de leurs lieux (loci), c’est-̀a-dire de
l’endroit où elles sont inscrites. Par certains côtés, cela ressemblèa un retour aux sources
de la logique moderne,̀a l’époque òu des logiciens polonais (par exemple Les̀niewski)
ramenaient les objets de la logiqueà de pures instances graphiques. Telle formuleécrite
en tel lieu n’́etait pas la m̂eme que la formuléequiforméecrite en un autre lieu. La relation
d’équiformit́e avait un r̂ole central, comme en aura, en ludique, lefax que nous verrons
plus loin (lefaxn’étant que la forme moderne de l’équiforme).
A titre d’exemple, reprenons les trois règles que nous avons réussià d́egager plus haut,̀a
propos du connecteur synthétique(P⊥ ⊕Q⊥)⊗R⊥, et que nous rappelons ici :

` P,R,Λ ` Q,R,Λ
{{P,R}, {Q,R}}

(P⊥ ⊕Q⊥)⊗R⊥ ` Λ

P ` Γ R ` ∆
{P,R}

` (P⊥ ⊕Q⊥)⊗R⊥,Γ,∆

Q ` Γ R ` ∆
{Q,R}

` (P⊥ ⊕Q⊥)⊗R⊥,Γ,∆

Admettons que les formules atomiques soient rangées̀a différentes adresses, celles-ciétant
des mots surN (l’ensemble des entiers naturels), et queP⊥, Q⊥, R⊥ soient aux adresses
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respectives 1, 2, 3.ξ est une variable d’adresse.ξ ?I dénote l’ensemble{ξi; i ∈ I} etξi est
souvent not́eeξ ? i. Alors si la formule(P⊥⊕Q⊥)⊗R⊥ est suppośee loǵeeà l’adresseξ,
les formules atomiquesP,Q,R qui figurent dans les prémisses seront supposée loǵees aux
adresses respectivesξ1, ξ2 etξ3. 1, 2 et3 apparaissent ainsi comme des adressesrelatives.
Les śequents sont normalisés, au sens òu on lesécrit tous sous la forme de ce que Girard
appelle unefourche, avec au plus une adresse en partie gauche. Les deux types de séquents
sont donc :ξ ` Λ et` Λ. Les preuves de séquents du premier (resp. deuxième) type sont
dites avoir unebasenégative (resp. positive).
Ainsi, la premìere r̀egle en haut̀a gauche est une règle (de base) ńegative (le connecteur
positif est introduit en partie gauche du séquent), alors que les deux autres sont des règles
positives (connecteur positif introduità droite du śequent). Une r̀egle ńegative apparaı̂t
ainsi comme une règle avec plusieurs séquents comme prémisses, chacun d’eux contenant
plusieurs adresses en partie droite (et rien en partie gauche), ces séquents sont donc de la
forme` ξ ? J,ΛJ . Une r̀egle positive apparaı̂t de son ĉoté comme une r̀egle avec plusieurs
prémisses, chacune ayant une adresse en partie gauche. Ses prémisses sont donc de la
formeξ ? i ` Λi.
Les trois r̀egles ci-dessus deviennent donc :

` ξ1, ξ3,Λ ` ξ2, ξ3,Λ
(−, ξ{{1, 3}, {2, 3}})

ξ ` Λ

ξ1 ` Γ ξ3 ` ∆
(+, ξ, {1, 3})

` ξ,Γ,∆

ξ2 ` Γ ξ3 ` ∆
(+, ξ, {2, 3})

` ξ,Γ,∆

Et le sch́ema ǵeńeral des r̀egles est le suivant :

REGLE POSITIVE

... ξ ? i ` Λi ...
(+, ξ, I)

` ξ,Λ

REGLE NEGATIVE

... ` ξ ? J,ΛJ ...
(−, ξ,N )

ξ ` Λ

où I et J sont des parties finies deN, i ∈ I, lesΛi sont deux̀a deux disjoints,N est un
ensemble (possiblement infini) de parties finies deN, chaqueJ de la r̀egle ńegativeétant
un élément de cet ensemble, tous lesΛJ sont inclus dansΛ, et de plus chaque séquent de
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base est bien forḿe, au sens òu toutes les adresses sont deuxà deux disjointes.
A cela, on ajoute ledaimon:

†
` Λ

Ces r̀egles ne portant plus mention de formules particulières, on peut dire qu’elles sontnon
typées. De ce point de vue, on comprend que ce système puissêetre compaŕe auλ-calcul
non tyṕe.
Les preuves qui sont conduites dans ce système sont appelées desdessins( !). Un dessin
est donc une alternance de règles ńegatives et positives, avecéventuellement undaimon
pour cloturer (mais on peut très bien envisager qu’un dessin soit infini). En fait, il y a une
infinité dans les deux dimensions : en largeur comme en hauteur. En largeur aussi parce
que la r̀egle ńegative admet le cas où il y aurait une infinit́e deJ (branchement infini).
La forme ǵeńerale d’un dessin est la suivante :

...

...

...

` ξk11 ? J2,ΛJm ...
(−, ξk11 ,N2)

ξk11 ` Λi1

...

ξk12 ` Λi2 ...

...

ξk1j
` Λij

(+, ξk1 , J1)
` ΛIk

, ξk1 , ξk2 , ..., ξknk
...

(−, ξ,N )
ξ ` Λ

Au premier pas (̀a partir du bas), on suppose queN = {I1, ..., IN1}. On a repŕesent́e
comme pŕemisse uniquement le séquent positif associé à k, c’est-̀a-dire relatif au choix
de Ik dansN , qui, lui-même, contient leśelémentsk1, k2, ..., knk

. Au deuxìeme pas, on
a une r̀egle positive pour chaque séquent pŕemisse du pas préćedent, choisie par exemple
en prenant pour foyer le premierξkl

, c’est-̀a-direξk1, ce qui donne pour chacun une suite
de pŕemisse ńegatives index́ees par un ensembleJ1 qui, lui-même, contient leśeléments
1, 2, ..., j. LesΛip du nuḿerateur ont absorbé lesξkl

qui n’ont pas encore servi de foyer
(mais leur tour viendra !). Puis ensuite, on continue en alternant les pas, positifs et négatifs.
La règlepositivepeut s’interpŕeter comme :

– dans une situation localeξ, je propose un ensemble de questionsI,
– je pose la questioni, figurant dansI, pour touti ∈ I

et la r̀eglenégativecomme :
– faceà une question localisée dansξ, je me pŕepareà un ŕepertoire de ŕeponses pos-

siblesN de la part de mon interlocuteur,
– l’interlocuteur ŕepond en choisissant un desI dansN

P.L. Curien (p. 23) fait remarquer queles adresses qui apparaissent dans un dessin basé
sur ` Λ (resp. surζ ` Λ) sont des extensionsξξ′ d’adressesξ figurant dansΛ (resp.
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{ζ} ∪ Λ), de sorte que toutes les adresses,à droite de`, à chaquéetage d’un dessin, ont
la même parit́e, les formules de gauche ayant la parité oppośee.
Comme annonće plus haut, lefax remplace la r̀egle d’identit́e des syst̀emes usuels, en ce
qu’il permet d’́etablir une correspondance entre des formules ”identiques” se trouvantà
des adresses différentes (donc pas si identiques que ça, mais au moinséquiformes). On en
donne une d́efinition ŕecursive :

Faxξ,ξ′ =

... Faxξi1,ξ′
i1

...
(+, ξ′, J1)

... ` ξ ? J1, ξ
′ ...

(−, ξ,Pf (N))
ξ ` ξ′

Autrement dit :ξ′ correspond bieǹaξ parFax si et seulement si en appliquant la première
règle ńegative (puisque la base du Fax est négative), on d́ecompose la formule logée enξ
en des embranchements tels que pour chacun d’eux, une règle positive s’applique au terme
de laquelle chaque résultat de la d́ecomposition deξ correspond parFax à un ŕesultat de
la décomposition deξ′.

2.2 Les dessins vus comme des stratégies

Il n’ échappèa personne qu’un système òu on trouve des règles positives et ńegatives
et òu chaque preuve est une alternance de pas positifs et négatifs ressemble beaucoupà
ce qui se produit au cours d’un dialogue. Les pas positifs sont les ”coups” de l’un des
participants (ou joueurs) et les négatifs ceux de l’autre participant. Les approches plus tra-
ditionnelles en śemantique des jeux (comme celle de Hintikka) ou en logique dialogique
(comme celles de Lorenzen, Lorenz, Fleisher ou Rahman [15]) ont déjà établi une dicho-
tomie entre connecteurs, en logique classique (ou intuitionniste). Ceux-ci se répartissent
en effet en deux classes :

– les actifs : ceux pour lesquels la règle associée, dans les dialogues, consiste en un
choix actif oṕeŕe par le proposant (∨, ∃)

– les passifs : ceux pour lesquels la règle associée consiste en un choix passif, c’est-
à-dire un choix qui est fait par l’autre participant, auquel le joueur dont c’est le tour
de jouer doit̂etre pr̂et à ŕepondre (∧, ∀)

On retrouve cette m̂eme dichotomie en ce qui concerne la logique linéaire : les actifs sont
les positifs et les passifs sont les négatifs.
Nous avons vu que dans un dessin, il y a alternance d’application de règles positives et
négatives. Lors d’un pas négatif, la preuvéetale une famille de sous-ensembles deN, N ,
le pas positif suivant consistantà śelectionner unJ ∈ N . Du point de vue dialogique dans
lequel nous nous plaçons désormais, les coups positifs correspondent aux coups joués par
le proposant et les négatifsà ceux qui sont joúes par l’opposant. L’opposant ne ”choisit”
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pasN (c’est plut̂ot le proposant qui possède une sorte de répertoire de sous-ensemblesà
sa disposition), mais unJ ∈ N (ou éventuellement, quand il n’y a pas ”consensus”, un
J 6∈ N ).
Finalement, pour un pas positif, le proposant choisit une adresseξ et un ensembleI (il
” énum̀ere” les cas qui le concernent), comme dans le cas de l’application d’une règle po-
sitive. Pour un pas ńegatif, ce n’est pas lui qui choisit l’adresse, mais son partenaire, et lui,
il se pŕepare aux ŕeponses de ce dernier. Celui-ci peut de plus choisir unJ qui n’appartient
pasàN : en ce cas, le joueur proposant n’a pas prévu la ŕeaction de son partenaire (il n’ a
pas choisi unN assez grand).
Un dessinest alors vu comme unestrat́egie, et on l’appelle alors... undessein( !), chaque
joueur poss̀ede une fonction qui,̀a tout coup joúe par son partenaire, associe un coup que
lui-même peut jouer.
Nous allons reprendre ici l’exemple qu’avait donné Myriam Quatrini lors de notre première
rencontrèa Grenoble, en juin 2006.
Une personne X souhaite savoir si une personne Y dont elle a entendu dire qu’elle sou-
haite vendre des biens immobiliers, va vendre un bien noté 1. X sait que Y possède trois
biens : 1, 2 et 3. X d́esire savoir :

1. si Y va vendre 1

2. au cas òu Y vendrait 1,̀a quel prix ?

La ”strat́egie” de X consistèa d́emarrer l’́echange avec la question :
0 = quels biens immobiliers as-tu l’intention de vendre ?Cela se repŕesente par un coup
positif, à partir d’une adresse vide, ici notée< >.

0 `

`<>

à partir de l̀a, il faut que X pŕevoie toutes les réponses possibles de Y (donc l’ensemble
des parties de{1, 2, 3}) :

` 01 ` 01, 02 ` 01, 03 ` 01, 02, 03 ` 02 ` 02, 03 ` 03

0 `

Il prévoit ensuite que pour certaines réponses de Y, il n’ira pas plus loin, car elles ne
l’int éressent pas, d’où :

` 01 ` 01, 02 ` 01, 03 ` 01, 02, 03
†

` 02
†

` 02, 03
†

` 03

0 `
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Dans les cas òu le bien 1 est̀a vendre, X doit pŕevoir de demander le prix. Par exemple si
1 est le seul bieǹa vendre, il a pŕevu de poser la question :1 = à quel prix ?. D’où :

011 `

` 01

(dans la partie gauche du séquent figure une représentation de l’historique de la partie : il
a pośe la question 0 et a obtenu la réponse 1, maintenant il pose la question 1). X doitêtre
prêt à recevoir n’importe quel prixi, autrement diti est une valeur entière quelconque :

` 011i

011 `

` 01

et quand il a obtenu une valeur dei, il met fin au dialogue, d’òu :

†
` 011i

011 `

` 01

Comme cela est le cas pour chaque branche, sa stratégie, ou son dessein, peut se représenter
par :

†
` 011i

011 `

` 01

†
` 011i, 02

011 ` 02

` 01, 02

†
` 011i, 03

011 ` 03

` 01, 03

†
` 011i, 02, 03

011 ` 02, 03

` 01, 02, 03
†

` 02
†

` 02, 03
†

` 03

0 `

`<>

Evidemment, de son côté, Y a sa propre stratégie, qui consiste d’abord̀aêtre pr̂età recevoir
la question :

` 0

<>`
C’est bien ŝur le mouvement dual par rapportà celui de X :

0 `

`<>
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Ensuite, il ŕepondà la question, par le choix d’une partie de{1, 2, 3} : c’est l’application
pour lui d’une r̀egle positive puisqu’il a le choix.

0n ` ... 0m `

` 0

<>`

Au coup d’apr̀es, il doit être pr̂et à recevoir la question 1 et il est alors libre de donner
l’entier i, correspondant̀a un prix quelconque, qu’il veut.
[Remarque : il devrait en th́eorie être pr̂et à recevoir n’importe quelle question... etêtre
prêt également̀a ce que X soit int́eresśe par n’importe lequel de ses biens, voire n’importe
lesquels, ce qui devrait beaucoup compliquer la représentation...]Un dessein de Y peut
doncêtre (entre autres !) le suivant :

†
011i `

` 011

01 ` 03 `

` 0

<>`

On peut repŕesenter une partie (un dialogue) par une suite d’application de règles. En ce
cas, un ”coup” dans le dialogue est entièrement d́etermińe par : un signe, une adresse et
une partie deN (nous y reviendrons plus loin). Par exemple :

(+, <>, {0}), (−, 0, {1, 3}), (+, 01, {1}), (−, 011, {i})†

est une partie (un dialogue) du point de vue de X. Ce dialogue consiste pour X en :

1. premier coup positif : X choisit une question (= un ensembleI, c’est{0}),
2. deuxìeme coup : ńegatif, Y choisità partir de l’adresse 0, le sous-ensemble{1, 3},
3. troisìeme coup : positif, X choisit,̀a partir d’une adresse proposée par Y (ici 01),

une partie,̀a savoir{1}, qui, ici repŕesente la nouvelle question (quel est ton prix ?),

4. quatrìeme coup : ńegatif, Y,à partir de l’adresse 011, choisit un prixi,

5. ledaimonmet fin au dialogue : X a obtenu les renseignements qu’il voulait.

Une partie peut aussiêtre :
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(+, <>, {0}), (−, 0, {2, 3}), †

Il faut noter que X doit́egalement pŕevoir un dessein de Y qui consisterait pour ce dernier
à aucune intention de vendre. Ce dessein de Y serait représent́e par :

†
` 0

<>`

Ce genre de dialogue correspond très bien avec les efforts d’un joueur X pour démontrer
une formuleφ, faceà un autre joueur Y, qui tente de la réfuter. Dans un contexte donné, X
va vouloir prouver(A⊗ C)⊕ (B ⊗ C). Alors Y oppose(A⊥℘C⊥)&(B⊥℘C⊥). Le des-
sein de Y est :

` A⊥, C⊥

` A⊥℘C⊥

` B⊥, C⊥

` B⊥℘C⊥

` (A⊥℘C⊥)&(B⊥℘C⊥)

et celui de X peut̂etre l’un des deux suivants :

` A ` C

` A⊗ C

` (A⊗ C)⊕ (B ⊗ C)

` B ` C

` B ⊗ C

` (A⊗ C)⊕ (B ⊗ C)

Ces deux dess(e)ins peuventêtre relíes par coupurèa celui de Y. Eńeliminant la coupure
(normalisation), on remonte jusqu’à :

` A ` A⊥, C⊥ ` C

ou :
` B ` B⊥, C⊥ ` C

Autrement dit, les deux joueurs doivent se mettre d’accord sur la présence de A et de C
ou sur la pŕesence de B et de C. S’ils sont d’accord sur une de ces deux co-présences, X
gagne, sinon, X perd. On voit ainsi en quoi se résume un jeu (un dialogue) : quels sont les
éléments simples en lesquels il se réduit. Si un autre jeu se présente, qui se laisse réduire
de la m̂eme façon, alors les deux jeux sontéquivalents. C’est justement ce qui se produit
avec l’essai de prouver la formuleéquivalente(A⊕B)⊗ C.
Autre exemple:
Claudia Faggian, dans un exposé faità l’ENS-Lyon en novembre 2005, reprend un exemple
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du à F. Maurel, reposant sur l’idée de contrat.
Soit le contrat suivant : pour un euro, Bob accepte de donnerà Alice au choix ou bien un
livre ou bien, et dans ce cas c’est lui qui décide, CD ou un DVD de sa collection.
Ce contrat prend donc la forme de la formule de logique linéaire :

1 euro−◦ (1livre & (1 CD⊕ 1 DVD))

Alice accepte le contrat et a deux stratégies :
– elle paye un euro et choisit le livre ;
– elle paye un euro et elle choisit la surprise CD ou DVD.
Bob propose le contrat et a deux stratégies :
– il se pŕeparèa recevoir un euro et donner un livre ouà recevoir un euro et donner un

CD.
– il se pŕeparèa recevoir un euro et donner un livre ouà recevoir un euro et donner un

DVD.
Les strat́egies d’Alice correspondent aux deux débuts de preuves suivants (en logique
linéaire) :

` e
` l⊥

` l⊥ ⊕ (c⊥&d⊥)

` e⊗ (l⊥ ⊕ (c⊥&d⊥))

` e

` c⊥ ` d⊥

` c⊥&d⊥

` l⊥ ⊕ (c⊥&d⊥)

` e⊗ (l⊥ ⊕ (c⊥&d⊥))

qui peuvent̂etreécrites sous forme focalisée :

e⊥ ` l `
` e⊗ (l⊥ ⊕ (c⊥&d⊥))

e⊥ `
` c⊥ ` d⊥
c⊕ d `

` e⊗ (l⊥ ⊕ (c⊥&d⊥))

et en ludique correspondent aux desseins suivants :

ξ.1 ` ξ.2 `
` ξ

ξ.1 `
` ξ.3.1 ` ξ.3.2

ξ.3 `
` ξ

Les strat́egies de Bob correspondent aux deux débuts de preuves suivants (en logique
linéaire) :
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` e⊥, l
` e⊥, c

` e⊥, c⊕ d

` e⊥, l&(c⊕ d)

` e⊥℘l&(c⊕ d)

` e⊥, l
` e⊥, d

` e⊥, c⊕ d

` e⊥, l&(c⊕ d)

` e⊥℘l&(c⊕ d)

qui peuvent̂etreécrites sous forme focalisée :

` e⊥, l
c⊥ ` e⊥

` e⊥, c⊕ d

e⊗ (l⊥ ⊕ (c⊥&d⊥) `
` e⊥, l

d⊥ ` e⊥

` e⊥, c⊕ d

e⊗ (l⊥ ⊕ (c⊥&d⊥) `

et en ludique correspondent aux desseins suivants :

` ξ1, ξ2
ξ.3.1 ` ξ1
` ξ.1, ξ.3

ξ `
` ξ1, ξ2

ξ.3.2 ` ξ1
` ξ.1, ξ.3

ξ `

Chacun des dessins d’Alice ”normalise” avec chacun de ceux de Bob.
Ce qui revient̀a dire que chaque fois que Alice (resp. Bob) commet une action, Bob (resp.
Alice) poss̀ede dans son registre une action correspondante. Par exemple, les deux dessins
ci-dessus concernant Alice peuvent se commenter de la façon suivante :

• Alice accepte le contrat proposé par Bob et donne un euro
• elle choisit un livre

ou bien
• Alice accepte le contrat proposé par Bob et donne un euro
• elle choisit un CD ou un DVD

De son point de vue, ce sont des actionspositives.
De son ĉoté, les ”desseins” de Bob peuvent se commenter par :

• Bob propose un contrat
• Contre un euro, Bob est prêt à donner un livre
• mais contre un euro, il est prêt aussìa donner un CD

ou bien :
• Bob propose un contrat
• Contre un euro, Bob est prêt à donner un livre
• mais contre un euro, il est prêt aussìa donner un DVD

De son point de vue, ce sont des actions positives, mais du point de vue d’Alice, ce sont
des actionsnégatives(des contre-actions). Donc si nous regardons les choses du point de
vue d’Alice, une ”partie” est une alternance de coups négatifs et positifs. Une telle partie
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peutêtre par exemple :

1. Bob propose le contrat (action−, à partir d’une localisation de départ<>, et qui
consiste en une certaine propositionP, se ŕesumant dans l’ensemble d’ensembles
{{l}, {c, d}}),

2. Alice accepte le contrat et le manifeste en donnant un euro et en faisant son choix
(action+, à partir de la localisation<> .P, avec un ensemble I qui est soit{l} soit
{c, d}),

3. elle aurait pu refuser le contrat en jouant autre chose, par exemple en ne faisant
aucun choix (∅)

4. à la fin, Alice, si elle a accepté le contrat et si Bob l’a respecté, accuse ŕeception (+,
†)

2.3 Interaction et orthogonalité

2.3.1 Interaction

L’ élimination de la r̀egle de coupure a toujoursét́e vue comme l’aspect dynamique de
la logique. L̀a encore, elle le montre, mais comme cas d’interaction. J-Y. Girard d́efinit
l’interaction de la façon suivante :
L’interaction est la cöıncidence de deux lieux en position duale dans deux dess(e)ins
différents.
Remarque : la coupure n’est jamais explicitée en tant que règle dans le système.
Dire qu’ils sont en position duale signifie qu’ils peuventêtre relíes par une coupure. Avec
cette pŕesentation, on voit apparaı̂tre une notion importante d’orthogonalit́e. On pouvait
s’en douter d̀es le d́ebut, avec cette id́ee d’opposer despreuves̀a descontre-preuves. Quel
meilleur moyen de formaliser cette idée que d’utiliser la notion d’orthogonalité ? Dans un
espace vectoriel, deux sous-espaces sont orthogonaux si et seulement si leur intersection
se ŕeduit à l’espace{0}, c’est-̀a-dire le sous-espace nul. Etévidemment le vecteur nul
est orthogonal̀a lui-même, et c’est le seul sous-espaceà posśeder cette propriét́e. En lu-
dique, le r̂ole du vecteur nul doit̂etre tenu par une preuve particulière. Il s’agit bien ŝur du
daimon(qui està la fois preuve et contre-preuve). Deuxpara-preuvessont orthogonales
l’une à l’autre si leur interaction conduit audaimon, autrement dit s’il y a consensus : le
jeu s’arr̂ete parce que les deux joueurs se sont mis d’accord pour arrêter la partie. On dit
aussi que les deux objetsconvergent.
La notion d’interaction (conduisantéventuellement audaimon) va être pŕeciśee dans ce
qui suit.
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2.3.2 Dessins et desseins

Il est temps de donner une définition plus pŕecise de ce que l’on entend par undessein
pour mieux diff́erencier cette notion de celle dedessin.

Définition 1 Un dessinest un arbre dont tous les noeuds sont desfourchesΓ ` ∆ dont
la racine est appeléebase(ou conclusion), et qui est construit en utilisant :

– le daimon
– la règle positive
– la règle ńegative

A la diff érence, undesseinest un ensemble de chroniques. Unechroniqueest une suite
alterńee de coups (ouactions). Plus pŕeciśement :

Définition 2 Une chronique de baseΓ ` ∆ est une suite non vide alternée d’actions
k0, ..., kn, oùki = (ε, ξi, Ii), ε étant une polarit́e,ξi une adresse etIi un ensemble d’entiers,
de telle sorte que :

– si la base est ńegative (resp. positive),k0 a la polarité− (resp.+),
– seule la dernìere action,kn peutêtre le daimon = (+, †),
– si on appellefoyer le lieu de la formule active, une action négativeki a pour foyer

soit l’élément unique deΓ (auquel cas c’est la première action), soit uńelément de
ξi−1 ? Ii−1,

– une action positiveki a pour foyer uńelémentξi de∆ ou bien uńelément deξq ? Iq,
où (−, ξq, Iq) est une action ńegative pŕećedente,

– les foyers sont deux̀a deux distincts

On peut tenter de mettre cette définition en pratique sur l’exemple des biens immobiliers.
Nous avons donńe plus haut comme exemple de chronique :

(+, <>, {0}), (−, 0, {1, 3}), (+, 01, {1}), (−, 011, {i})†

La baseétant positive (X commence le dialogue par une question),k0 est de polarit́e +,
son adresse est la suite vide et l’ensemble choisi est{0}. k1 est de polarit́e ńegative, son
foyer cöıncide avec le seuĺelément deξ0 ? I0, not́e ”0”. k2 est positive, son foyer est un
élément deξ1 ? I1 = {01, 03}, en l’occurrence ici01. k3 est ńegative, son foyer est un
élément deξ2 ? I2 = {011}, en l’occurrence ici011. La dernìere action enfin est positive
et consiste dans ledaimon.
On a vu que d’autres suites pouvaient fournir des chroniques, comme :

(+, <>, {0}), (−, 0, {2, 3}), †
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Dans l’exemple de Bob et Alice, pour trouver les chroniques, il suffit de raisonner en
termes d’adresses.

1. Bob d́emarre l’́echange en proposant le contrat 1à partir d’une adresse<>, c’est un
”coup” qui se repŕesente par(+, <>, {1},

2. ensuite, selon le choix que peut faire Alice, il se prépareà ce qu’elle choisisse le
livre : (−, 1, {1, 2}), ou à ce qu’elle choisisse la surprise (un CD ou un DVD) :
(−, 1, {1, 3}),

3. si Alice a choisi le livre, Bob fera une action positive :(+, 12, {1}),
4. si elle a choisi la surprise, Bob fera l’action positive(+, 13, {1}) ou bien(+, 13, {2})

D’où, du point de vue de Bob, les chroniques suivantes :
(+, <>, {1}), (−, 1, {1, 2}), (+, 12, {1})
(+, <>, {1}), (−, 1, {1, 3}), (+, 13, {1})
(+, <>, {1}), (−, 1, {1, 3}), (+, 13, {2})

Du point de vue d’Alice, on a les chroniques :
(−, <>, {1}), (+, 1, {1, 2}), (−, 12, {1}), (+, †)
(−, <>, {1}), (+, 1, {1, 3}), (−, 13, {1}), (+, †)
(−, <>, {1}), (+, 1, {1, 3}), (−, 13, {2}), (+, †)

Cette d́efinition des chroniques et des desseins comme ensemble de chroniques permet
de comprendre pourquoi une partie (identifiéeà une chronique) n’est pas simplement une
suite d’applications de règles, car si c’́etait le cas alors on s’attendraità ce que les coups
négatifs soient associés non pas̀a des ensemblesI comme c’est le cas ici, mais̀a des
ensembles d’ensembles.
On peut encore préciser le sens dedessein.

Définition 3 Un desseinde baseΓ ` ∆ est un ensembleD de chroniques de baseΓ ` ∆
tel que :

– D est une for̂et,
– les chroniques deD sont deux̀a deux coh́erentes (si deux chroniques diffèrent, c’est

à partir d’une action ńegative, et̀a partir de ce moment-là, elles n’ont plus jamais
les m̂emes foyers),

– si une chronique s’arr̂ete, alors sa dernière action est positive,
– si la base est positive, alorsD est non vide.

Pour illustrer ces d́efinitions, nous allons regarder un autre exemple,également proposé
par Myriam Quatrini. Il s’agit d’un dialogue entre deux personnes qui se disputentà pro-
pos d’une proposition présent́ee par un partíecologiste.
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- Le proposant (P) : il faut limiter la vitessèa 60 km/h sur route et 30 km/h en ville
- L’opposant (O) : on ne peut quand m̂eme pas toujours interdire les choses qui sont
sources de plaisir !
- P : l’interdiction de fumer dans les lieux publics est pourtant bien acceptée !
- O : fumer ne sert̀a rien pour la collectivit́e, alors qu’il est ńecessaire que les gens se
déplacent̀a une vitesse raisonnable

Ce dialogue peut̂etre repŕesent́e par une pseudo-chronique :

(+, <>, 0), (−, 0, {1}), (+, 01, {1}), (−, 0, {2})

ce qui signifie : le proposant P fait, au premier tour de parole, la proposition logée à
l’adresse 0,̀a partir d’une adresse de base représent́ee par la suite vide. L’opposant prend
pour foyer la concat́enation de son adresse initiale est de celle où le proposant a mis sa
proposition, et il avance un nouvel ensemble d’adresse ({1}), où il met son argument. Le
proposant reprend la paroleà partir de l’adresse 01 (qui résume les deux tours de paroles
préćedents), mais l’opposant, loin de rependre la paroleà partir de l’adresse 011, repartà
partir de 0, pour avancer un nouvel argument (celui de ”ce qui sertà la collectivit́e”). On
peut dire que cet exemple illustre deux choses ;

– du point de vue des chroniques, l’importance de la restriction portant sur les ac-
tions ńegatives (qui doivent partir d’une adresse fournie par l’action immédiatement
préćedente),

– du point de vue du dialogue, le fait qu’un tel mouvement de l’opposant soit res-
senti comme un refus de poursuivre l’argumentation sur le chemin qu’elle avait pris
jusque l̀a : il y a bifurcation dans l’argumentation. Intuitivement, on peut dire qu’il
n’y a pasà proprement parler de convergence des desseins

Le dialogue peut en effetêtre repŕesent́e par :

O···
` 02

011 `

` 01

0 `

`<>

P···
` 011

01 `

` 0

<>`
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O viole la contrainte qui obligèa choisir, pour une action négative, un lieu parmi ceux qui
viennent d’̂etre cŕeés parP .
Le dialogue serait ressenti comme ”plus acceptable” par le partenaire P s’il respectait cette
contrainte. Dans notre exemple, ce pourraitêtre le cas avec la configuration suivante :

†
`

011 `

` 01 ` 02

0 `

O :`<>

∅
` 011

01 `

` 0

P :<>`

Dans ce cas,O ”ferme la branche” qui ŕepondà l’argument deP : il y a consensus (ou
plutôt ici concession) qui est marqúe par l’usage de la règle dudaimon, mais il a ouvert
au pŕealable une autre branche au moyen de l’adresse 02, qu’il peut maintenant explorer :
le pas suivant consisteraà ce queP reparte de cette adresse (cf. définition des chroniques
ci-dessus). Cette interaction correspondraità un dialogue du genre :

- Le proposant (P) : il faut limiter la vitessèa 60 km/h sur route et 30 km/h en ville
- L’opposant (O) : on ne peut quand m̂eme pas toujours interdire les choses qui sont
sources de plaisir !
- P : l’interdiction de fumer dans les lieux publics est pourtant bien acceptée !
- O : oui en effet tu as raison [concession]. Ceci dit, fumer ne sert̀a rien pour la collecti-
vité, alors qu’il est ńecessaire que les gens se déplacent̀a une vitesse raisonnable.

Dans ces exemples, nous avons mis une coupure (trait horizontal sous deux bases de po-
larités oppośees) comme symbole de l’interaction entre deux partenaires du dialogue. On
peut entrer davantage dans la dynamique de la coupure et de sonélimination.

Définition 4 Une coupure est la cöıncidence de deux lieux dans les bases de deux des-
seins.

On rencontre souvent une coupure entre` ξ et ξ `, c’est ce que l’on appelle un réseau
clos.
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Définition 5 Un r éseau closconsiste dans le cas d’une coupure entre les deux desseins
suivants :

D···
κ

` ξ

E···
(ξ,N )

ξ `

Définition 6 La normalisation d’un tel ŕeseau est telle que :
– siκ est le daimon, alors la forme normalisée (coupuréeliminée) est :

†
`

(ce ŕeseau normaliśe est appeĺe dai)
– siκ = (ξ, I), alors siI 6∈ N , la normalisationéchoue,
– si κ = (ξ, I) et I ∈ N , alors on consid̀ere, pour touti ∈ I le desseinD〉, sous-

dessein deD de baseξ ? i `, ainsi que le sous-desseinE ′ deE , de basè ξ ? I, et
on remplaceD etE par, respectivement, la suite desD〉 etE ′.
Autrement dit, le ŕeseau de d́epart est remplaće par :

Di1···

ξ ? i1 ` ...

E ′···

` ξ ? i1, ..., ξ ? in

Din···

ξ ? in `

avec une coupure entre chaqueξ ? ij ` et la ”formule” ξ ? ij correspondante du dessein
E ′

Cette d́efinition formalise l’intuitionévoqúee plus haut d’une interaction qui se termine
sur un consensus (ou qui au contraire diverge, comme c’est la cas lorsqueI 6∈ N ).
De plus l’orthogonalit́e peut maintenant bien se définir.

Définition 7 Un desseinD est orthogonal̀a un desseinE (D⊥E) si et seulement si l’élimination
de la coupure entre les deux conduit au réseaudai.
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Regardons comment l’on prouve l’orthogonalité de deux desseins, en reprenant l’exemple
des biens immobiliers. Soit les deux desseins suivants, reliés par coupurèa la base :

†
... ` 011i, 02...

(011, {i; i ∈ N})
011 ` 02

` 01, 02

0 `

`<>

011i `

` 011

01 ` 02 `

` 0

<>`

On peut, en plusieurśetapes, faire remonter la coupure. Par exemple, une premièreétape
conduità :

†
... ` 011i, 02...

(011, {i; i ∈ N})
011 ` 02

` 01, 02

0 `

011i `

` 011

01 ` 02 `

` 0

puis une deuxìemeétapèa :

011i `

` 011

01 `

†
... ` 011i, 02...

(011, {i; i ∈ N})
011 ` 02

` 01, 02 02 `

où on a scind́e en deux le dessein de X, pour plus de lisibilité, et òu il faut voir en fait une
coupure entre01 ` et le01 qu’il y a dans` 01, 02 d’un côté et une autre entre le02 qu’il
y a dans̀ 01, 02 et02 ` de l’autre.
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Une troisìemeétape conduit̀a :

011i `

` 011

†
... ` 011i, 02...

(011, {i; i ∈ N})
011 ` 02 02 `

puis on obtiendra :

011i `
†

` 011i, 02 02 `

avec coupure entre011i ` et le011i qui figure dans la suite de séquents{` 011i, 02; i ∈
N}, ainsi qu’entre le02 et02 `. Comme chacune des coupures possède un membre obtenu
par ledaimon, l’interaction converge versdai.

3 Les comportements

3.1 Relation d’ordre sur les desseins

On peut d́efinir une relation d’ordre partiel entre les desseins.

Définition 8 D � D′ si et seulement si tout dessein orthogonalàD est aussi orthogonal
àD′ (D⊥ ⊂ D′⊥)

DansFrom foundations to Ludics([6]), Girard pŕecise cette d́efinition :D � D′ signifie
queD′ est ”plus convergent” queD. On peut imaginer queD′ a ét́e obtenùa partir deD
au moyen de deux opérations :

Elargissement : on ajoute davantage de prémisses pour les règles ńegatives, autre-
ment dit on remplaceN parN ′ ⊃ N (autrement dit, moins de branches du dialogue
vont conduire au dissensus),

Raccourcissement: certaines r̀egles positives (ξ, I) sont remplaćees par de simples
occurrences dudaimon(sur certaines branches, le dialogue s’arrête plus vite)

Avec cette relation, on peut rechercher le plus petit et le plus grand dessein. Le plus petit
n’est pas un desseiǹa proprement parler, il conduit le plus souvent au dissensus, il n’a
aucune branche et c’est l’ensemble vide de chroniques. Girard l’a appelé Foi (foi en la
convergence bien sûr...). Le plus grand converge tout le temps et... tout de suite ( !) c’est
donc ledaimon.
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On peut distinguer undaimonpositif et undaimonnégatif.
Daimon positif:

†
` Λ

Daimon ńegatif:

...
†

` ξ ? I,Λ ...
(ξ, ℘f (N)\{∅})

ξ ` Λ

Si on prendN = ∅ dans la r̀egle positive, alorśevidemment... quelque soit le mouvement
fait par l’autre joueur, il y aura dissensus (le proposant n’a vraiment pas assez d’informa-
tion pour ŕepondre aux attaques de l’adversaire !). Ce cas est représent́e par lesconse:

(ξ, ∅)
ξ `

En regardant l’exemple du dialogue immobilier, on voit que le dessein deX (DX) est
orthogonalà de nombreux desseins possibles deY , son orthogonal contient donc tous
ces desseins. On peut imaginer maintenant un autre dessein,D′

X qui serait orthogonal̀a
encore plus de desseins : autrement dit oùX aurait pŕevu encore plus de coups de la part de
l’adversaire. Ce dessein contiendrait davantage de chroniques se terminant par undaimon,
et même des chroniques se développant̀a partir d’autres actions négatives (et conduisant
aussi audaimon).
Si on consid̀ere maintenant l’orthogonal deD⊥, alorsévidemment il contientD, mais il
contient aussi tous les desseinsD′ tels queD � D′. Autrement dit, il eststablepar sur-
dessein.

Définition 9 Un comportement est un ensemble de desseins (de même base)C qui est
égalà son bi-orthogonal (C = C⊥⊥).

3.2 Quelques comportements particuliers

Avec cette d́efinition, on peut d́efinir le comportement induit par un desseinD, c’est
le bi-orthogonal de l’ensemble{D}. Dans l’exemple trait́e jusqu’̀a maintenant, il contient
tous les sur-desseins deDX , en particulier ledaimonde basè <>, dessein qui ne figurait
pas dans notre exemple en tant que dessein deX, mais qui d́esormais, pourrait très bien
être choisi, il correspondrait par exempleà une sortie imḿediate du dialogue, avant même
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d’avoir pośe la question initiale !
Autre exemple : consid́erons le dessein suivant :

(ξ, ∅)
` ξ

Il est tr̀es particulier. C’est un dessein positif, autrement dit lié auproposant. Dans le cadre
consensuel, l’opposant n’a pas beaucoup de choix puisqu’il ne peut choisir aucune adresse
pour ŕepondre (le proposant n’en ayant donné aucune), il ne peut donc opposer que le
daimon, autrement dit avouer qu’il a perdu ! Girard appelle ce dessein laBombe atomique
( !) puisque c’est l’arme absolue ! Son seul dessein orthogonal est donc :

†
`

ξ `

mais ce dernier dessein estégalement orthogonalà :

†
` ξ

donc on a un comportement (stable par biorthogonalité) qui contient deux desseins : la
bombeet ledaimon. On note1 ce comportement (ce sera l’élément neutre du tenseur).
Mais à la place de laBombe, on peut prendre lesconseet chercher le comportement
(négatif) qui le contient. On le note>. Quel est l’orthogonal de>? Puisque l’autre ne
me donne aucun ensemble d’adresses pour jouer, je ne peux que jouer ledaimon, autre-
ment dit, je m’avoue vaincu. On obtient :

>⊥ = Dai

et
> = Dai⊥

c’est-̀a-dire tous les desseins négatifs de m̂eme base.

3.3 Incarnation

Etant donńe un desseinD appartenant̀a un comportementC, il existe dansC un plus
petit élément contenu dansD qui est, en quelque sorte, son meilleur représentant, on l’ap-
pelle l’incarnation deD par rapport à C. C’est la plus petite partie d’un dessein qui soit
nécessaire pour identifier un comportement, c’est-à-dire pour assurer son appartenanceà
un comportement. Nous verrons plus loin l’utilité de cette notion avec notre manière de
retrouver,̀a partir de la ludique, les connecteurs de la logique linéaire, dont leavec(&).
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4 Liens avec la logique traditionnelle

4.1 Localisation et d́elocalisation

4.1.1 V́erit é et fausset́e

Le fait d’avoir une notion degain permet de ŕeint́egrer une certaine idée de ”v́erité” :
un comportement est vrai quand il contient un dessein gagnant, faux quand son orthogonal
est vrai. Avec cette caractérisation, deux desseins incarnant deux comportements ortho-
gonaux ne peuvent pasêtre vrais tous les deux. Ou alors, s’ils sont gagnants, ils ne sont
pas orthogonaux, ce qui veut dire que leur dispute se poursuit indéfiniment. Mais il peut y
avoir des comportements ni vrais ni faux, c’est le cas si les deux joueurs abandonnent.
Notons ici que la notion de ”v́erité” pour un comportement n’est pas très ad́equate... Peut-
être devrait-on parler de comportementfructueux?

4.1.2 Formules et comportements

Il faut noter qu’un comportement est un ensemble de desseins exactement comme, en
logique intuitionniste, on interprète une formule comme l’ensemble de ses preuves. On est
ainsi conduit̀a la correspondance :

formule comportement
preuve dessein

Parler de l’intersection de deux comportements, c’est parler de l’intersection de deux for-
mules. En logique intuitionniste, cela a un sensévident : unélément de cet ensemble
prouve A et prouve B donc prouve A∧B, mais en ludique, les choses ne fonctionnent pas
aussi simplement. La notion deformule, en tant qu’entit́e ”spiritualiste” s’est́evapoŕee,
remplaćee par celle delieu. Il y a donc deux manières de parler d’intersection ou d’union,
l’une prend en compte cet aspect matériel, ”concret” des formules (leur emplacement) et
l’autre prend en compte la capacité qu’on a de les ”d́elocaliser” (en particulier au moyen
duFax).

4.1.3 Point de vue ”localiste” vs point de vue ”spiritualiste”

Il est clair qu’en th́eorie des ensembles, l’union estlocaliste: elle d́ependétroitement
(et pour cause !) deśeléments que chaque ensemble renferme. Si on prend deux isomor-
phismes quelconqueφ etψ, on n’aura pas en géńeralX∪Y = φ(X)∪ψ(Y ). Par exemple,
il ne suffit pas de connaı̂tre le nombre d’́eléments deX et celui deY pour connâıtre celui
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deX ∪ Y .
Par contre, on peut faire la somme disjointe de deux ensemblesX et Y . Pour cela, il va
falloir justement choisir deux bijectionsφ etψ telles queφ(X) etψ(Y ) soient d’intersec-
tion vide et on aura bien sûr :Card(X+Y ) = Card(X)+Card(Y ). La somme disjointe
est doncspiritualiste.
On a la m̂eme chose pour le produit. Le produit cartésien classique est spiritualiste, on
a : Card(X × Y ) = Card(X) × Card(Y ). Qu’est-ce, dans ce cas, que l’analogue de
l’union (localiste) ? Girard donne comme exemple le ”produit” de deux ensembles de par-
ties℘(X) et℘(Y ), not́e℘(X)

⊔
×℘(Y ) et d́efini comme℘(X∪Y ), autrement dit l’ensemble

{x ∪ y;x ∈ X ∧ y ∈ Y }.
En ludique, on peut faire comme dans le cas de l’union disjointe. Si un lieuσ est donńe,
on peut d́efinir deux applications particulièresφ etψ, qui seront desdélocalisations:

φ(σ ? i ? τ) = σ ? 2i ? τ ψ(σ ? i ? τ) = σ ? (2i+ 1) ? τ

Les images parφ etψ d’un dessin seront encore des dessins. SiG etH sont des comporte-
ments de m̂eme baseσ, alorsφ(G) etψ(H) sont disjoints (comme dans le cas de l’union
disjointe entre deux ensembles X et Y). Ou plus exactement, lorsqu’il s’agit de comporte-
ments positifs, leur intersection se limite au plus petit comportement possible sur une base
positive,à savoir0 = {Dai} et quand il s’agit de comportements négatifs, tout desseinD
appartenant aux deux est tel que l’intersection entre son incarnation par rapportà l’un et
son incarnation par rapportà l’autre est vide.

4.1.4 Sommes et produits

Si A est un ensemble arbitraire de desseins, alors A⊥ est un comportement (puisque
A⊥⊥⊥ = A⊥). Réciproquement, tout comportement sur une base<>` ou sur une base
`<> est l’orthogonal d’un ensemble de desseins. Par exemple, si A =∅, A⊥ va être l’en-
semble des desseins qui convergentà partir d’aucun autre, c’est-à-dire qui ne convergent
contre rien d’autre queDai. C’est>, le comportement qui contient lesconse(ou : dont le
sconseest l’incarnation).
Maintenant, puisque les comportements sont des ensembles, rien n’empêche d’en faire les
unions, intersections et produits. On peut démontrer :

– L’intersection de deux comportements est un comportement
On peut aussi d́efinir un comportement̀a partir d’une union, bien que ce ne soit pas direct.
On va poser :

G tH = (G ∪H)⊥⊥

Ceci va nous permettre de retrouver les connecteurs de la logique linéaire.
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4.1.5 Additifs

Le cas des additifs correspond au cas où les comportements sont disjoints. Que signifie
le fait que deux comportements soient disjoints ?

Définition 10 On appeller épertoire un sous-ensemble de℘f (N) (= un ensemble de ”ra-
mifications”). SiG est un comportement positif sur`<>, alors le ŕepertoire deG, qu’on
noteDir(G) est l’ensemble des ensembles d’indicesI tels que :
(+, <>, I) soit la premìere action d’un dessein figurant dansG.
Si G est un comportement négatif surξ `, alors le ŕepertoire deG est l’ensemble des
ensembles d’indicesI pour lesquels, quel que soit le dessein incarné dansG, il a comme
action initiale une action(−, ξ, I).

Cette d́efinition entrâıne (P. L. Curien p.43) :
– le ŕepertoire deG et celui deG⊥ sont identiques.

Définition 11 Deux comportementsG et G’ sur la m̂eme base sont dits disjoints si leurs
répertoires sont disjoints.

Si deux comportements négatifs sont disjoints et siD1 et D2 sont des incarnations de
ces comportements, alors leur union est bien définie, et c’est un dessein deG ∩ H. Sa
premìere action a pour ensemble de ramifications l’union de celui deD1 et de celui deD2,
c’est donc bien un desseinà la fois dansG et dansH, mais c’est en m̂eme temps un couple
de desseins, ce qui conduità :

|G| × |H| = |G ∩H|

où |G| dénote l’ensemble des incarnations par rapportà G. Autrement dit, tout dessein
incarńe deG ∩ H s’obtient en prenant un dessein incarné dansG et un dessein incarné
dansH en faisant l’union des chroniques. C’est ce que Girard appelle... lemyst̀ere de
l’incarnation !... (le fait que l’intersection cöıncide avec le produit cartésien).
On peut alors d́efinir les connecteurs additifs.

Définition 12 SiG etH sont deux comportements négatifs disjoints, alors on pose :

G&H = G ∩H

S’ils sont positifs, on pose :
G⊕H = G tH
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D’une manìere ǵeńerale, on peut dire que⊕ est un connecteur ”spiritualiste”, au même
sens que l’union disjointe puisque, dans le cas géńeral, il faut proćederà des d́elocalisations
pour le d́efinir, alors quet est toujours d́efini et est ”localiste” dans le m̂eme sens que
l’union ensembliste.
Par exemple, siH est un comportement positif, on peut définir sans difficult́e le compor-
tementH t H (il est égal H), mais on peut aussi utiliserφ etψ pour obtenir deux copies
isomorphes de chaque dessein deH et fabriquerH⊕H.
Pour le cas ńegatif, reprenons un exemple proposé par Myriam.
Soit G={Dc}⊥⊥ la donńee d’un couple de coordonnées etH={Ff}⊥⊥ la donńee d’une
forme (on suppose par exemple que5 code un cercle). Les desseinsDc et Ff peuvent
respectivement s’interpréter comme les ”attitudes”̀a avoir pour̂etre pr̂et à ŕepondrèa une
question portant sur les coordonnées et̀a une question portant sur la forme. Une fois que
ces desseins sont définis, ils peuvent̂etre ameńes à interagir, produisant alors̀a titre de
tracesde leur interaction, des dialogues comme :

Dc :
– donne-moi deux coordonnées
– je te donne 3 pour l’abscisse et 4 pour l’ordonnée
– t’es cool

Ff :
– donne-moi une forme
– je te donne un cercle
– super !

c’est-̀a-dire :
Dc :

1.3 ` 1.4 `

` 1

<>`

Ff :

2.5 `

` 2

<>`

Ces deux comportements sont disjoints (intuitivement, les réponses possibles̀a la ques-
tion de la forme ne sont pas bonnes pour la question des coordonnées et vice-versa),
leur conjonction additive est donc leur intersection, laquelle s’obtient en prenant pour
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répertoire l’union des deux répertoires (le ŕepertoire ”coordonńees” et le ŕepertoire ”forme”)
et en faisant le dialogue sur cette base, ce qui donnerait :

1.3 ` 1.4 `

` 1

2.5 `

` 2

<>`

où le proposant peut demanderau choixles coordonńeesou la forme.
On peut noter ce qui se passe si les comportements ne sont pas disjoints, par exemple si
les deux desseins qui sont censés les incarner ont tous les deux la même ramification (ici
{1}) au d́epart (dans l’exemple, cela veut dire qu’il s’agit de deux fois la même question,
celle des coordonńees), alorśevidemment, les réponses peuvent ne pasêtre stables, ce qui
pourrait conduirèa de f̂acheuses contradictions, par exemple :

1.3 ` 1.4 `

` 1

1.2 ` 1.4 `

` 1

<>`

Dans ce cas, on aG∩H = >. Rappelons que> désigne le comportement incarné par le
sconse, lequel est un dessein négatif dont l’ensemble de ramifications est vide. SiD1 est
le dessein qui donne la réponse (3, 4) etD2 celui qui donne la ŕeponse (2, 4), alors siG
est le comportment engendré parD1 et H celui engendŕe parD2, G ∩ H ne contient ni
D1 ni D2. Par exempleG contient tous les desseins négatifsD tels que si leur ensemble
de ramifications contient{1}, alorsD se continue commeD1. Ce n’est bien ŝur pas le cas
deD2, mais c’est le cas dusconse. Ainsi le sconseest le seul dessein dansG ∩H, donc
G ∩H = {sconse} = >.

4.1.6 Multiplicatifs

Définition 13 SoientU etB deux desseins positifs, on définit le produit tensorielU � B
par :

– si un des deux est le daimon, alorsU � B = Dai,
– sinon, soient(+, <>, I) et (+, <>, J) les premìeres actions respectives deB etU ,

si I ∩ J 6= ∅ alorsU �B = Dai. Sinon on remplace dans chaque chronique deB et
U la premìere action par(+, <>, I ∪ J), ce qui donne respectivementB′ etU ′, et
alorsU � B = U ′ ∪ B′.

On peut ensuite d́efinir le produit tensoriel⊗ entre deux comportements au moyen de
délocalisations. Ces délocalisations (par exemple les fonctionsφ etψ vues plus haut, qui
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envoient les biais qui suivent le lieu de la base soit vers des entiers pairs soit vers des
entiers impairs) permettent de faire en sorte que les premières actions respectives des deux
desseins qui incarnent les deux comportements aient des ramifications disjointes. Ensuite
on peut d́efinir le produit� de deux comportements par :F�G = {A � B;A ∈ F,B ∈
G}, puis le tenseur proprement dit par :F⊗G = (F�G)⊥⊥.
Sous ŕeserve de complétude (au sens defull completeness), qui signifiera qu’en ŕealit́e, on
ne gagne rien en prenant le bi-orthogonal, on aura le fait que tout desseinD dansF ⊗G
peut se d́ecomposer selonD = D1 �D2 avecD1 ∈ F etD2 ∈ G.
Prenons un exemple. SoitG = {D⊥⊥}, oùD est le dessein :

(0, ∅)
0 `

(<>, {0})
`<>

autrement dit : je pose la question 0, puis je n’ouvre aucune possibilité de ŕeponsèa mon
opposant, donc bien sûr, je gagne ! CalculonsG � G. CommeI ∩ J 6= ∅, la d́efinition
nous donne :G � G = Dai, autrement dit le comportement qui contient comme unique
dessein :

†
`<>

C’est le comportement qui perd d’emblée ! D’où le fait qu’on puisse tr̀es bien avoir :

vrai� vrai = faux

Myriam donne l’interpŕetation suivante. Imaginons queG soit le comportement engendré
par un desseinD consistant en la possibilité d’avancer un argument0 à partir de la situation
localiśee en<>. SoitH le comportement engendré par le desseinE suivant :

...
†

` n ...
(−, <>, {{n};n ∈ N})

<>`

qui peut s’interpŕeter comme :
donne-moi un argument (n) - et quand tu me l’auras donné, j’abandonnerai - je ferai usage
de mon daimon
Bien ŝur, D et E sont orthogonaux, doncD ∈ H⊥, ce qu’on traduit en disant queG
est gagnant contreH. De plus,G est vrai puisqu’il a un dessein gagnant. MaisG ne
contient pas queD, il contient aussi des desseins délocaliśes deD. par exemple, nous
avons vu que l’argument donné dansD était 0, on peut maintenant imaginer une variante
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avec l’argument́etant 1. SoitD′ cette variante, c’est un dessein de base<>` et sa seule
chronique est :(<>, {1}), (1, ∅). Etudions alorsD � D et D � D′. D � D′ n’est plus
orthogonalà E , donc il n’appartient plus̀a H⊥. A quoi est-il orthogonal ?̀a ce qu’on
obtient avec un autre dessein,E ′ du genre :

...
†

` n, n′ ...
({{n, n′};n, n′ ∈ N, n 6= n′})

<>`

qui, cette fois, s’interpr̀ete comme ”donne-moi deux arguments, et j’abandonne”.D �D′

étant orthogonal̀aE ′,D�D′ appartient̀a l’orthogonal du comportementH′ engendŕe par
E ′. Mais si nous consid́eronsD � D, alors par d́efinition, on obtientDai, et G � G =
{Dai}, il ne peut donc paŝetre gagnant. Si je n’ai qu’un seul argumentà donner, je ne
peuxévidemment pas en donner deux... D’où le fait que siG est gagnant contredonne-
moi un argument, pour queG � G soit vrai, il faudrait qu’il converge avec unH’ qui
s’interpŕeterait commedonne-moi deux arguments, ce qui n’est pas le cas.
Le produit tensoriel marque ainsi, comme on s’y attendait, une sensibilité aux ressources.
Du point de vue d’un dialogue ”parfait” (notion à définir plus tard !), chaque question
appelle une (et une seule ?) réponse et il est rare qu’une réponse satisfasseà deux questions
en m̂eme temps !

5 Uniformit é et logique des pŕedicats

5.1 Qu’est-ce que l’uniformité ?

Nous avons aperçu au paragraphe 4.1.5 la possibilité d’une contradiction entre les
réponses̀a une m̂eme question (par exemple poséeà deux moments différents). Il est im-
portant de se prémunir contre une telléeventualit́e. La d́efinition donńee des connecteurs
y parvient. En effet, dans le cas où on fait la conjonction & de deux comportements sur la
même base (ou plus géńeralement non disjoints), s’ils s’incarnent dans des desseins qui ne
donnent pas la m̂eme ŕeponsèa la question localiśee dans les deux desseins au même en-
droit, on obtient>, c’est-̀a-dire le comportement qui ne contient que lesconse, autrement
dit l’ être asocial.
Le probl̀eme est beaucoup plus sérieux d̀es que nous acceptons la possibilité qu’il y ait
des variables, soit du premier ordre, soit du second ordre. En ce cas nous devons avoir
des adresses pour ces variables. Chaque chronique peut porter mention de telles adresses,
auquel cas il faut s’assurer que la réaction est constante d’une chroniqueà l’autre.
Reprenons ici l’exemple donné par Marie-Reńee Fleury lors du śeminaire de Grenoble.
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Supposons que Suzy ait un certain nombre de fichesà remplir. Ces fiches sont des en-
semblesI de questions. Certaines questions peuvent très bien revenir sur plusieurs fiches
(par exemple la date de naissance). Un dessein pour Suzy est le suivant :

···

` ξ ? J ...

···

` ξ ? I
(ξ, ℘f (N))

ξ `
Autrement dit, elle doit̂etre pr̂eteà remplir les fichesI, J, etc.
Le dessein sera dituniformesi, chaque fois qu’une m̂eme questioni apparâıt, Suzy ŕepond
de la m̂eme façon.
Grâceà une condition d’uniformit́e, la ludique peut s’adapterà la logique lińeaire du se-
cond ordre (MALL 2). Rappelons qu’au commencement de ce texte, nous sommes partis
des preuves en logique linéaire propositionnelle, pour ensuite les ”désincarner”. Le but
poursuivi par les travaux sur l’uniformité consistèa faire la m̂eme chose mais en partant
de la logique lińeaire du second ordre. On atteint d’ailleurs en procédant de cette manière
le sens profondde la ludique. En ”d́econstruisant” les preuves, on ne s’attend pasà trou-
ver des ”propositionśelémentaires”, mais des variables du second ordre. Il n’y a pas de
comportementśelémentairesa priori. On a le th́eor̀eme suivant (”full completeness”) :

SoitF uneΠ1-formule deMALL 2. Un ”bon” dessein du comportement as-
socíe à F de basè ξ correspond̀a une preuve deF dansMALL 2.

Nous caract́eriserons intuitivement ce qu’on entend par un ”bon” dessein dans le compor-
tement associé à une formuleF en disant qu’il s’agit d’un dessein

– qui ne se termine pas par ledaimon,
– qui se termine par desFax,
– et qui estuniforme

Pouréclairer encore cette dernière notion, voici d’autres exemples. Supposons qu’un gar-
çon,Bobs’appr̂eteà ŕepondrèa la questionσ = est-ce que tu fumes ?, pośee par des per-
sonnes diff́erentes, par exemple sa mère, sa copine et sa soeur, représent́ees respectivement
par les ensembles d’adressesI, J , K. Bien ŝur, selon la personne qui pose la question, la
réponse peut varier entreσ1 (oui) etσ2 (non). Le dessein deBob, que nous noteronsF est
donc un dessein de baseξ ` σ qui prend l’allure suivante :

...

···
(σ, I)

` ξ ? I, σ ...

···
(σ, J)

` ξ ? J, σ ...
(ξ, ℘f (N))

ξ ` σ
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Formellement, l’uniformit́e se traduira ici par le fait que chaque fois que nous ”couperons”
ce dessein avec un dessein partiel deF, nous obtiendrons lamêmepreuve.
Or, ici, selon la ”personne”I ouJ (repŕesent́ee par son propre dessein qui consisteà poser
àBobla questionσ en s’attendant̀a une ŕeponse oui ou non), on va obtenir une interaction
diff érente, puisque si cette personne est la mère deBob, la réponse est non et si elle est la
copine, la ŕeponse est oui. Ici,F = {DI ,DJ}⊥⊥, c’est le comportement de questionnement
deBob, il contient le dessein de la m̀ere et le dessein de la copine, soit :

DI =

···
(ξ, I)

` ξ
DJ =

···
(ξ, J)

` ξ
En normalisant, on obtient respectivement :

···

σ ? 1 `
(σ, I)

` σ

···

σ ? 2 `
(σ, J)

` σ
ce qui ”montre” la non-uniformit́e puisqueσ ? 1 = non et queσ ? 2 = oui.
Un autre exemple est celui d’un desseinF de baseξ ` σ correspondant̀a une preuve de
F ` G ⊕ H. Par exempleBob a un appartement̀a Marseille et une maisoǹa La Ciotat,
plusieurs administrations lui demandent son adresse principale. Selon l’organisme, sa
réponse peut varier. Son dessein est alors :

F =

···

σ ? 1 ` ξ ? I
(σ, 1)

` ξ ? I, σ

···

σ ? 2 ` ξ ? J
(σ, 2)

` ξ ? J, σ
(ξ, ℘f (N))

ξ ` σ
On lui pose la questionσ. Il répond soit 1 (Marseille), soit 2 (La Ciotat) selon l’organisme
I ouJ qui pose la question.
Si on coupe, comme préćedemment, le desseinF par les desseins partiels{DI ,DJ} définis
ci-dessus, et si on normalise, on obtient respectivement :

···

σ ? 1 `
(σ, 1)

` σ

···

σ ? 2 `
(σ, 2)

` σ
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et on ne peut pas associer de preuveàF puisque dans un cas, on obtient un dessin pour
F ` G et dans l’autre un dessin pourF ` H

5.2 Logique des pŕedicats du premier ordre

Aux formules usuelles avec quantificateur∀xP (x) et∃xP (x), on associe les compor-
tements :&d∈DCd et⊕d∈DCd.

à continuer...

6 Ludique et Pragmatique

Nous avons d́ejà donńe plusieurs indications dans ce qui préc̀ede concernant les liens
entre la ludique et la notion de dialogue, notammentà partir de deux petits exemples
choisis pour leur capacité illustrative : celui de la demande de renseignements sur la vente
de biens immobiliers, et celui d’une argumentationà partir d’une proposition formulée par
un proposantP faceà un opposantO. Ces deux exemples sont bien sûr réduits et il peut
sembler aventureux de prétendre en tirer de grands enseignements. Ils ont pourtant mis en
lumière plusieurs observations théoriques utiles pour une théorie du dialogue.

6.1 Une notion d’interaction formellement d́efinie

On a mis eńevidence une notion deconvergencedans le dialogue, qui possède une
définition entìerement formelle, internèa la dynamique du dialogue et ne reposant sur au-
cune r̀egle dialogiquea priori. Cette notion de convergence repose sur celle d’interaction,
rendue possible par la dynamique d’élimination des coupures. Il y a convergence quand
cette dynamique conduità un dialoguéelémentaire, qu’on peut voir comme l’essence du
consensus (nous sommes d’accord pour arrêter la discussion en un point particulier)

6.2 Une reformulation des principes de la pragmatique

On sait que, depuis Grice ([7]), la pragmatique repose sur des axiomes, dont fait partie
le Principe de Cooṕerativit é (”que votre contribution conversationnelle correspondeà
ce qui est exiǵe de vous, au stade atteint par celle-ci, par le but ou la direction acceptés
de l’échange parĺe dans lequel vouŝetes engaǵe” ). Ce principe est totalement représent́e
dans le processus de normalisation dans le cas d’un réseau clos. DansFrom foundations
to Ludics, Girard admet une interprétation de la ludique comme ”sémantique des jeux”.
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L’usage dudaimoncorrespond̀a l’abandon et, de ce fait, autorise une notion degaindans
le dialogue (par exemple dans le cas d’une argumentation), c’est alors un cas particulier de
dialogue consensuel (puisque les deux joueurs se mettent au moins d’accord pour savoir
qui gagne et qui perd), mais il peut y avoir des dialogues non consensuels, c’est-à-dire qui
ne convergent pas au sens de la procédure de normalisation. Girard dit : ”nous imposerons
la chose suivante : les deux joueurs peuvent bien faire ce qu’ils veulent, pourvu qu’ils res-
tent consensuels, c’est--dire que toutes leurs disputes convergent. C’est l’idée dejeu par
consensus”.
On sait aussi que l’hypothèsedu sujet rationnelest souvent faite dans les travaux sur le
dialogue et sur la conversation sans que l’on puisse bien savoir d’où peut provenir cette ra-
tionalité ni comment on peut la caractériser oṕerationnellement. Dans saThéorie de l’Agir
communicationnel([8]), Habermas tente de s’affranchir de toute définition métaphysique
de la rationalit́e et fait de cette dernière un produit de l’interaction, plutôt qu’un point de
départ. Si l’intention est louable, il n’est pas sûr que le philosophe réussissèa accom-
plir son projet car il semble qu’il y ait toujours une circularité qui s’introduit quelque
part, l’hypoth̀ese de rationalité étant toujours d́ejà au moins en partie faite dès qu’on veut
étudier un dialogue de manière concr̀ete. On peut peut-être sortir de ce cercle en faisant
une hypoth̀ese beaucoup plus faible que la rationalité, qui serait alors simplement le fait
de l’uniformité. Nous avons vu en section 5 que cette notion intuitive (reposant sur l’idée
que les desseins représentatifs de comportements sont stables au travers du temps, que
par exemple, il sera répondu de manière constantèa la m̂eme question ŕeṕet́ee plusieurs
fois) pouvait aussi rev̂etir une d́efinition formelle. Ainsi que l’ont explicit́e Claudia Fag-
gian, Marie-Reńee Fleury et Myriam Quatrini ([4]), un dessein est uniforme si chaque fois
qu’on essaie de le mettrèa l’épreuve de certains tests (les desseins partiels), on obtient
le même ŕesultat. La condition d’uniformité suffità retrouver une authentique logique des
prédicats.

6.3 Une nouvelle double articulation du langage

La notion delieu nous a permis de nouśeloigner (au moins un temps) de la syntaxe
concr̀ete des formules : unerègle dialogiquen’est pas une règle guid́ee par l’emploi d’un
connecteur de la logique classique, c’est quelque chose de beaucoup plus géńeral et abs-
trait, se caractérisant par une certainegéoḿetrie. On peut sans doute faire l’inventaire de
ces formes ǵeoḿetriques. De m̂eme que du point de vue strictement logique (celui de Gi-
rard) on ne sait pasa priori sur quelle logique on va tomber, du point de vue du dialogue,
on ne sait pas non plusa priori quelles sont lesfiguresqui vontémerger.
Les oṕerations sur les comportements, vues dans la dernière section, montrent comment
on peut fabriquer de nouveaux comportements (donc des dialogues)à partir de briques

40



élémentaires. Par exemple, deux dialogues portant sur une demande de renseignements
peuvent donner lieu par un& à un dialogue offrant davantage d’alternatives, ou par un
tenseur̀a un dialogue cumulé.
Une ambition du projet PRELUDE serait de montrer commentà partir d’un dialogue
concret, on peut le d́ecomposer en de telles briquesélémentaires.
D’où l’id ée d’une nouvelledouble articulationdu langage. La première, on le sait, áet́e
formulée par A. Martinet ([13]), et elle existe entre le niveau de laphonologieet celui de
la grammaire. Elle prend en compte le fait qu’à ces deux niveaux, des unités minimales
(phoǹemesd’un côté, morph̀emesou moǹemesde l’autre) s’organisent pour produire des
unités plus grandes. Mais, d’où viennent ces unités elles-m̂emes ? Elles sont le produit d’un
découpage qui part d’une substance sonore géńerale organiśee dans le but de communi-
quer dusenset qui trouve son fondement dans l’interaction verbale (à la base de l’action
concert́ee etc.). Le langage aussi contient des indices de polarité (cf. l’expośe de Claire
Beyssade), qu’on peut peut-être voir comme les résidus d’une interaction dialogique.
Au niveau le plus fondamental, on pourrait considérer que les unités de langue proviennent
d’une combinaison de mouvements dans le dialogue, dont on rechercherait les plusélémen-
taires. Ces unités de dialoguéelémentaires contiendraient elles-mêmes des unités d’un
autre plan, celui des présuḿeessignifications litt́erales, combińees au moyen d’un autre
syst̀eme (ici, on peut reprendre la sémantique de Montague, améliorée avec la th́eorie des
continuations pour la rendre dynamique, et avec la notion d’hyperintensionpour la rendre
moins grossìere ([14]).

6.4 Vers une th́eorie des formes de l’argumentation

Les exemples donnés dans le corps de ce texteétaient d́ejà quelques indications sur les
”briquesélémentaires” du dialogue. Par exemple, nous avons vu :

• demande de renseignement :
– pouvez-vous me donner l’heure ?
– il est 13h45
– merci (= daimon)

• argumentation simple, avec une concession :
proposant φ,
opposant non, carψ,
proposant pourtantη (allant dans la direction de¬ψ),
opposant tu as raison, mais (autre argument) : ξ,

On peut noter que, dans le premier cas, on peut avoir aussi :
– pouvez-vous me donner l’heure ?
– je n’ai pas de montre.
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– ah, bon, excusez-moi (= daimon)
Cela d́epend de l’ensemble d’adresses initial sur lequel s’entame le dialogue. Notre théorie
du dialogue baśee sur la ludique ne dit rien sur le caractère normal ou anormal d’un dia-
logue. Dans le dialogue présent, deux cas peuvent se présenter. Soit le premier locuteur
(le questionneur) n’a pas prévu que la personnèa qui il s’adresse puisse ne pas avoir de
montre, soit il l’a pŕevu. Dans le premier cas, il y a dissensus, mais pas dans le deuxième.
On peut m̂eme pŕevoir des situations plus marginales (en apparence) comme :

– pouvez-vous me donner l’heure ?
– je vous en prie, cessez de m’importuner.
– ... (= daimon)

où ledaimonest bien litt́eralement l’abandon ! ici, pour que le dialogue converge en dépit
de son apparence dissensuelle, il faut simplement supposer que le questionneur avait un
tout autre but (un tout autre dessein !) que savoir l’heure, par exemple draguer la personne
à qui il ou elle s’adresse. L’enrichissement des répertoires des desseins joue ainsi le rôle
d’un accroissement des connaissances sur la situation au sein de laquelle se déroule le
dialogue. La notion deprésuppośedoit pouvoir entrer dans cette vision des choses.
Les formes de l’argumentation contiennent aussi lesparalogismes(cf. 1.2), ce que les
auteurs anglo-saxons nomment aussifallacies(cf [9]). Il sera int́eressant de voir si on peut
développer une th́eorie de cesraisonnements fallacieux, en les d́ecomposant au sein de la
ludique, montrant en cela que ledaimonest un paralogisme suffisant pour engendrer les
autres. Mais peut-être n’est-ce pas le cas, alors il faudra voir quels paralogismes introduire,
quitteà faire d́evier la logique ”naturelle” sous-jacenteà la ludique.
Exemple de paralogisme:
A uneémission de radio dont l’invité était P. de Villiers (22/08/06) :

Question d’une auditrice: Pour vous, quelle est la définition de ”̂etre français” ?
Réponse de l’homme politique: Etre français, c’est avoir la nationalité française.

D’ailleurs, je ferai changer les conditions d’attribution de la nationalité.
Ce dialogue est de la forme suivante :

A : Donnez-moiφ,
B : Pour vous donnerφ, je vous donneψ, mais pour avoirψ, il faut que vous ayezφ

Exercice( !) : donner une représentation de ce dialogue en ludique.

6.5 Une th́eorie ”procédurale” de la signification

La notion de lieu a d’autre part ceci de fondamental qu’elle obligeà consid́erer chaque
énonciation dans le dialogue comme une inscription particulière en un temps et une place
détermińes. A la lettre, aucunéenonciationn’est identiquèa une autre, m̂eme s’il existe
des proćedures (ici leFax) permettant de lesspiritualiser, c’est-̀a-dire de reconnaı̂tre une
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”identité de signification” entre deux́enonciations, mais l’accent est mis ici sur la nécessit́e
d’une proćedure pour cela. L’identité de signification ne va pas de soi, elle est construite.
Nous retrouvons dans cette approche un point de vue proche de celui de Wittgenstein
sur le sens, qui n’a jamaiśet́e beaucoup d́evelopṕe dans le cadre desétudes formelles, et
qui surtout, n’a jamaiśet́e vraiment rendu oṕerationnel, point de vue selon lequel lesens
d’une expression est dans son usage. Ce qui fait, en ludique, le ”sens” d’undessein, c’est
l’ensemble de ceux avec lesquels il converge (ou normalise). Autrement dit, il n’y a pas
d’attribution de signification en dehors de la mise en contact avec d’autres desseins, qui,
tous, agissent comme desépreuvesvis-à-vis du dessein testé.

6.6 Vers uneétude des types de strat́egie dans le dialogue

Nous avons fait surgir la notion decomportement. Pour cela,́etant donńe une strat́egie
dans un dialogue, nous cherchons toutes celles,émanant de l’autre participant, qui peuvent
converger avec elle, puis toutes les stratégies qui convergent avec ces dernières : on obtient
un ensemble ”complet” et stable qui définit une sorte de classe de stratégiesà laquelle on
donne le nom decomportement. Certains comportement sont d’ores et déjà ŕepertoríes (le
sconse2 par exemple, connu pour son caractère asocial : aucune stratégie de dialogue ne
converge avec lui ! c’est le comportement le plus radical, celui de l’impossibilité d’une
entente), mais on peut tenter de faire une analyse fine des types de stratégie conduisant
à faireémerger des ”comportements” qui pourraient correspondreà des types clairement
identifiés de mouvements dans le dialogue, comme laconcession, le retrait, l’acceptation
d’un compromisetc.
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qui serait de faire fuire tout le mondèa cause du liquide d’odeur repoussante qu’il est capable d’émettre.
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[14] Carl Pollard. Hyperintensional semantics in a higher-order logic with definable sub-
types. Technical report, The Ohio State University, 2006.

[15] S. Rahman and H. R̈uckert. Dialogical connexive logic.Synthese, 127 :105–139,
2001.

44


