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L’espace des phases électoral et les statistiques quantiques.
Application a la simulation numérique.

Marc R. FEIX ! et Jean-Louis ROUET 2

ABSTRACT — We consider different voting scheme giving the collective choice from the lists ranking the preferences
of each voter. These different methods do not give always the same result and, consequently, we try to evaluate the
frequency of possible conflicts. For that purpose, an electoral phase space of dimension N = n! (where n is the num-
ber of candidates) is introduced. Thus all possible lists are taken into account. In this space, we determine the points
corresponding to the votes of M electors. Hypothesis on the distribution of these points leads to distributions known, in
physics, under the name of Mazwell-Boltzmann and Bose-Einstein. We show how they can be obtained in a numerical
simulation with a special attention to the case where N or M or both go to infinity. We end the paper with a study of
the frequency of the “Condorcet effect” as a function of the number of candidates and in the limit of a very large number
of voters.

RESUME — On considére des méthodes de vote déterminant le choiz collectif a partir des listes de candidats placés
par ordre de préférence fournies par chaque électeur. Les différentes méthodes d’agrégation ne donmnant pas toujours
le méme résultat on cherche a déterminer la fréquence des conflits. Pour cela on introduit un espace des phases de
dimension N = n! (ot n est le nombre de candidats) correspondant & toutes les listes possibles. On détermine ensuite
les points représentatifs du vote de M électeurs. Les hypothéses sur la répartition de ces points conduisent & considérer
prioritairement les deuzr distributions connues en physique sous les noms de Mazwell-Boltzmann et Bose-Einstein. On
précise alors comment les obtenir dans un probléme de simulation en s’intéressant particuliérement au cas asymptotique
ou M et N tendent vers linfini. On termine en étudiant la fréquence de l’effet Condorcet en fonction du nombre de
candidats dans le cas d’un trés large électorat.

1. INTRODUCTION

La méthode de vote la plus couramment utilisée est le scrutin uninominal majoritaire & un ou deux tours.
L’électeur inscrit le nom de son candidat préféré et celui qui récolte le plus grand nombre de voix est élu.
Eventuellement un deuxiéme tour est organisé ou seuls subsistent les candidats ayant recu un nombre suffisant
de voix (pour les présidentielles ce sont méme les seuls deux candidats arrivés en téte qui sont retenus). Ce sec-
ond tour permet donc aux électeurs dont le candidat préféré a obtenu un nombre de voix insuffisant d’indiquer un
deuxieme choix. Il est tres probables que ce systeme favorise une bipolarisation que ’on constate dans beaucoup
de démocraties (républicains-démocrates aux USA, travailliste-conservateur en Grande Bretagne, gauche-droite
en France ...) avec parfois, soit des scissions, soit des regroupements dans une des deux composantes.

Toutefois des méthodes plus sophistiquées existent depuis plus de 200 ans initiées par Borda [4] et Con-
dorcet [5]. La mise en ceuvre de ces méthodes implique que chaque électeur classe les n candidats par ordre
de préférence. Cela donne une masse d’informations tres importante. Cependant, le traitement, et méme la
collecte de cette information, est rendu maintenant possible par le vote électronique. Mais selon la méthode
utilisée pour 'agrégation de ces listes on peut, dans certains cas, obtenir des résultats différents et parfois méme
pas de résultat. Il est intéressant d’évaluer la fréquence de ces difficultés. Pour cela il est nécessaire de se donner
un modele probabiliste donnant les fréquences des différentes listes et d’expliciter les méthodes de simulation.
C’est l'objet de cet article dont 'organisation est la suivante.

A la suite de cette introduction, la partie 2 présente I’espace des phases électoral et sa structure (dimension,
nature discrétisée ou continue, nombre de points). Partie 3 nous montrons comment cette structure corre-
spond dans les deux cas les plus utilisés aux statistiques quantiques de Maxwell-Boltzmann et Bose-Einstein
(et pourquoi celles de Fermi-Dirac ne sont pas & considérer). La partie 4 décrit un modele d’urne qui donne les
trois statistiques (F-D, M-B, B-E). Partie 5 nous donnons quelques résultats portant sur les écarts quadratiques
moyens des trois modeles. La partie 6 présente une nouvelle méthode spécialement efficace dans le cas B-E. Les
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parties 7 et 8 s’intéressent aux problemes soulevés par les cas asymptotiques M — oo et N — oc respectivement
pour les cas B-E et M-B. Le réalisme de ces modeles y est également discuté. La partie 9 présente une application
portant sur ’évaluation de la fréquence de “I’effet Condorcet” cependant que la partie 10 donne nos conclusions.

2. L'ESPACE DES PHASES ELECTORAL

Considérons n candidats. Il est nécessaire de prendre en compte toutes les listes possibles soit N = nl.
Toutefois dans cette étude nous considérons le cas ou IV est simplement entier : Il y a deux raisons a cela. La
premiere est qu’une certaine “rationalité” (spontanée ou imposée a I’électeur) pourrait conduire a une réduction
du nombre de listes. Par exemple si A est un candidat de “gauche”, B du “centre” et C de “droite” on peut
espérer qu’'un électeur “rationnel” de gauche ne choisit pas la liste ACB ni qu'un électeur de droite la liste
CAB. En revanche ABC, BCA, BAC et CBA sont possibles et, ainsi, le nombre de listes passerait de 6 & 4.
Cette hypothese, reliée a la condition de Black [3] est tres structurante mais, probablement, assez irréaliste. La
seconde raison pour prendre N simplement entier est que, pour fixer nos idées, nous utiliserons les cas N = 2,
N =3 et N =4 ou des représentations géométriques sont possibles et permettent d’obtenir des résultats plus
ou moins facilement généralisables. Le deuxiéme parametre du probleme est M le nombre d’électeurs.

Nous supposons que ces électeurs ont tous le méme poids et les méme prérogatives (ce n’est pas toujours le
cas : au conseil de sécurité de ’O.N.U., par exemple, les membres permanents ont le droit de veto, mais pas
les autres). Dans ces conditions, ce qui importe, ce sont les nombres My, My, ... M;..., My, d’électeurs ayant
choisi respectivement les listes 1, 2, ...7..., N. La situation est donc représentée par ces N nombres et I’espace
a pour dimension N. En fait, il est plus intéressant de normaliser ces valeurs et de considérer I’ensemble des p;
ol p; = M;/M. Dans ces conditions, le point représentatif se situe sur ’hyper-triangle délimité par I’hyper-plan
> ;pi = 1 et par les hyper-plans p; = 0 (dans le cas N = 3, ce sont des plans et un triangle que I'on considere).
Les figures 1 donnent les cas N = 2 (fig. 1a), pour lequel le point est sur le segment AB, N = 3 (fig. 1b) ou le
point est sur le triangle équilatéral ABC et N = 4 (fig. 1c) ou le point est & U'intérieur du tétraedre dont les 4
faces sont les 4 triangles équilatéraux. Une propriété intéressante apparait. Considérons le cas N = 3 (fig. 1), la
probabilité p; de la 3%™€ liste est donnée par Mm. Or, le segment M N, obtenu en abaissant la perpendiculaire
de M sur AB, est telle que MN = /3/2Mm. Un simple changement d’échelle nous permet donc de rester
dans le plan dans le cas N = 3 et dans ’espace pour N = 4. Dans ce dernier cas, le point représentatif est situé
dans le tétraedre (les 4 hauteurs valant chacune 1'unité) et les 4 probabilités sont données par la longueur des
segments joignants le point a ses projections sur les 4 faces. Automatiquement on a 2?21 pi = 1.
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Figure 1: Espace des phases électoral pour un nombre N de listes égale a : (a) N = 2, (b)
N =3et (c) N=4.

La facon dont est rempli cet espace de dimension N dépend et de N et du nombre M délecteurs. Si M est
fini, seuls un nombre fini de points sont accessibles (cf partie 3). Pour M — oo, 'espace des phases est continu
et tout point du segment, triangle, tétraedre, hyper-triangle peut-étre obtenu.

3. CAS OU M EST FINI
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Table 1: Points de ’espace des phases a N = 4 dimensions dans le cas de M = 4 électeurs.

Que devient cet espace des phases quand M est fini 7 Pour le voir traitons tout d’abord le cas N = M = 3.
Il y a 3% = 27 possibilités mais certaines donnent le méme point de 'espace des phases. Par exemple le point
central (1 vote pour chacune des trois listes) est obtenu 6 fois (toutes les permutations associant les trois électeurs
aux trois listes). Un moyen algébrique d’obtenir tous les points ainsi que leur poids respectif dans la statistique
M-B est donné par une généralisation de la formule du binéme qui permet, par exemple, de déterminer la
fréquence de pile et face pour M jets. Ici il suffira de développer de préférence avec un langage manipulant
I’algebre.

Traitons le cas N = M = 3 apres avoir rebaptisé z; en a, o en b et x5 en ¢

(a+b+c) =a®+0°+c +3(a’b+ ab® + a’c + ac® + b*c + be?) + 6abe (2)

Les différents mondmes indiquent les points du triangle : b* par exemple indique trois votes pour B ; bc?
1 vote pour B et 2 pour C ; abe 1 vote pour chaque etc ... Les figures 2 et 3 indiquent la position des points
dans le triangle pour N =M =3 et N =3, M =4 : il y a respectivement 10 et 15 points.

[ ] [ ]
1223 1233

222 @ 4 333 2222 ) ® ®
223 233 2223 2233 2333 3333
Figure 2: Localisation des points dans I'espace Figure 3: Idem que la figure 2 pour N = 3 et
des phases électoral pour N = M = 3 (dans M =4.

le triangle ABC de la figure 1(b)).

Un autre moyen de lister les points de I’hyper-triangle est d’énumérer tous les nombres de M digits, chaque
digit prenant les valeurs de 1 & N. Toutefois dans notre énumération nous veillerons a ce que les digits successifs
n’aillent jamais en décroissant : ainsi, dans le cas N = M = 4 apres 1124, nous inscrivons 1133. En effet, 1131
qui, a priori, devrait succéder & 1124 a déja été pris en compte par 1113 & une permutation pres des votes des
électeurs 3 et 4. La table (1) donne, a titre d’exemple, les 35 points du tétraedre correspondant & N =4 M = 4.

Rappelons que ijkl est associé a un vote pour les listes i, j, k et [ respectivement. La figure 4 représente
les différents étages de tétraedre : la base (0 vote pour la liste 4), le 1¢F étage (1 vote pour 4), les 2°¢m€  3eme
et 4°M€ étages, avec respectivement 2, 3 et 4 votes pour la liste 4.

Comment obtenir le nombre de points pour N et M quelconques ? Pour cela on dispose les M électeurs
et on place les N — 1 séparations qui indiquent le nombre d’électeurs sélectionnant respectivement les listes
1,2,..., N (voir figure 5). Sur cette derniére on voit que les listes 1, 2, 3, 4, 5, 6 sont choisies respectivement
par 2, 1, 0, 3, 2, 0 électeurs. Combien de configurations obtient-on ? Les N — 1 séparations et les M électeurs
donnent lieu & (N + M — 1)! permutations mais il faut diviser par (N — 1)! puis par M! pour tenir compte que



(d)

(b)

Figure 4: Différents étage du tétracdre avec N = M = 4 (cf figure 1(c)). (a) “Rez-de-
chaussée”, (b) 1¢F étage, (c) 2°™¢ étage, (d) 3¢ étage, (e) 4°™M€ étage (1 point).

dans le comptage des points de l'espace des phases toute permutation des électeurs et des séparations donne le
méme point. Le nombre de points est donc donné par :

(N + M —1)!
(N — 1)IM! ®)

On vérifie, bien sir, que (3) redonne bien le nombre de points obtenus dans les exemples précédents.

e o o000 oo
liste: 1 2 3 4 5 6

Figure 5: Décomptage du nombre de points de ’espace des phases pour N = 6, M = 8. Les
ronds représentent les M électeurs choisissant l'une des listes représentée par un intervalle
délimité par un trait.

Tout physicien a reconnu en (3) une des célebres formules de la statistique quantique (voir par exemple [8]).
De facon plus générale, il est possible d’établir un pont entre la physique statistique et la théorie des votes.
Cela commence par le langage et le petit dictionnaire suivant traduit les termes employés par les physiciens en
langage “électoral” :

particule — électeur

occuper — sélectionner

niveau, site — liste

stat. Maxwell-Boltzmann — “culture identifiable”
stat. Bose-Einstein —  “culture anonyme”

On voit tout de suite pourquoi les statistiques de Fermi-Dirac ne sont pas considérées en théorie des votes :
La phrase définissant cette statistique via le principe d’exclusion dit que deuzx particules ne peuvent occuper le
méme niveau d’énergie, soit, deux électeurs ne peuvent choisir la méme liste. Il n’y a, bien siir aucune raison a
une telle interdiction. Quant aux cultures “identifiable” et “anonyme”, il s’agit d’un jargon dont l'origine est
assez obscure.

Deux remarques s’imposent :

- Pour N fixé et M — oo les points tendent & remplir uniformément le triangle (N = 3), le tétraedre
(N =4) et 'hyper-triangle.

- La statistique de Bose-Einstein consiste & supposer une égale probabilité pour tous ces points.



Tl existe, bien entendu, une autre statistique (appelée statistique de Maxwell-Boltzmann). Elle consiste pour
des valeurs données de N et M a introduire les mémes points que pour la statistique de B-E mais au lieu de leur
donner & tous le méme poids, de supposer des probabilités différentes. En fait, ces probabilités sont proportion-
nelles aux coefficients des différents monomes obtenus en explicitant (1). Par exemple les cas N =3, M = 3
et N = 3, M = 4 redonnent les deux schémas des figures 2 et 3 avec les probabilités indiquées sur les figures 6 et 7.

Reste & traiter le cas de F-D pour lequel il est nécessaire que N > M. Le nombre de points est tout
simplement le nombre de combinaisons possibles de M éléments choisis dans un ensemble en contenant N,
soit CM = N!/[M!(N — M)!]. Ces points forment donc un sous ensemble de points des statistiques de M-
B et B-E et ils sont affectés du méme poids (tout comme pour B-E). Pour N = M il n’existe qu’un point
p1 =p2 =...=pn = 1/N. Rappelons que F-D ne joue aucun réle dans les problemes de vote.

1 ® 4 1
3 3
Figure 6: Maxwell-Boltzmann avec N = M = Figure 7: Maxwell-Boltzmann avec N = 3,
3. Les probabilités ont été multipliées par M = 4. Les probabilités ont été multipliées
27 = 33, par 81 = 3%,

Il est curieux de constater que les deux principales distributions utilisées pour les études probabilistes des
votes sont connues sous les noms respectifs de “cultures anonymes” (pour B-E) et “identifiable” (pour M-B).
Afin de mieux comprendre la signification de ces deux statistiques, il est intéressant de les connecter & un
probleme de tirage dans une urne. Nous reviendrons aussi sur leur réalisme partie 8.

4. OBTENTION DE 3 STATISTIQUES PAR TIRAGE DE BOULES DANS UNE URNE

Le cas de M-B est le plus simple & réaliser. On place dans une urne N boules numérotées de 1 & N, chacune
correspondant & une liste. Le premier électeur tire une boule, choisit la liste correspondant au numéro de la
boule et replace cette derniere dans 'urne, les autres électeurs font de méme. Il est alors clair que si M — oo
on se rapproche arbitrairement prés du point p; = ps = ... = pny = 1/N. En principe pour un jeu de valeurs p;
la méthode de vote, quelle qu’elle soit, désignera un et un seul vainqueur, mais le point p; = 1/N est un point
de bifurcation et la moindre fluctuation peut mener au choix de n’importe lequel des candidats. Il reste que,
pour M grand, cette statistique n’explore que le voisinage du point central de I’hyper-triangle.

La méthode de tirage conduisant a la statistique de B-E est plus curieuse. Son schéma est di a Polya.
Comme précédemment, I'urne contient initialement N boules. Le premier électeur choisit une boule qui indique
son choix de liste et remet dans 'urne outre la boule qu'’il a tirée, une autre boule portant le méme numéro.
Les suivants procédant de la méme maniere, le nombre de boules augmente d’une unité apres chaque tirage.

Nous montrons dans le cas N = M = 3 que nous recouvrons bien la statistique de B-E. La figure 8 donne
I’arborescence décrivant les tirages successifs : une branche de gauche indique le tirage d’une boule numérotée
1, une branche verticale celui d’une boule numérotée 2 et une branche de droite celui d’'une boule numérotée
3. Le schéma s’explique de lui-méme avec les probabilités calculées a chaque tirage qui prend en compte les
tirages précédents. Les deux derniéres lignes indiquent le résultat obtenu ainsi que les probabilités respectives.
On récupere les 10 cas de B-E chacun avec la méme probabilité 1/10.

La statistique de F-D s’obtient encore plus simplement. Nous partons toujours de la méme urne contenant
les N boules numérotées de 1 a N. Il suffit, apres tirage, de ne pas remettre la boule dans 'urne. La figure 9
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Figure 8: Arborescence de la succession des tirages dans 'urne dans le cas B-E pour N =
M = 3. 1% ligne : nom du point obtenu (cf. figure 2), 2*7€ ligne : probabilités respectives.

qui donne l'arborescence pour N = 4, M = 2, illustre I’équirépartition des points 12 13 14 23 24 34 avec pour
chacun la probabilité 1/6.

12 13 14 12 23 24 13 23 34 14 24 34

Figure 9: Arborescence de la succession des tirages dans I'urne dans le cas F-D pour N =4
et M =2.

Si 'on prend maintenant N = 4 et M = 3, ces 6 possibilités donnent la figure 10. Apres un troisieme tirage,
les 4 possibilités équiprobables 123 ; 124 ; 134 ; 234 sont obtenues. Un dernier tirage amenerait 1234 de facon
certaine.

34 2 23 da da

123 124 123 134 124 123 234 124 234

Figure 10: Derniere branche de I’arborescence dans le cas F-D pour N =4 et M = 3.

Ainsi, 'urne de Polya contenant initialement N boules, permet d’obtenir les 3 statistiques en procédant a
M tirages qui donneront respectivement :

. la statistique de Fermi-Dirac, si on ne remet pas la boule tirée,
. la statistique de Maxwell-Boltzmann si on remet la boule,
. la statistique de Bose-Einstein si, en plus de la boule tirée, on en ajoute une autre identique.

Enfin, le modele de 'urne montre que si N > M, la composition de I'urne est, dans les trois cas, peu
modifiée et les trois statistiques tendent & se confondre.

5. ECARTS QUADRATIQUES POUR LES TROIS STATISTIQUES

Il est évidemment intéressant de voir comment varie avec N et M le volume de ’espace des phases ou se
trouve la majorité des points, majorité pondérée pour M-B ou les schémas des figures 6 et 7 indiquent clairement
la concentration des poids sur les points entourant le point central. Il est nécessaire de bien distinguer la
probabilité P; du point ¢ de I'hyper-triangle de la fréquence p;; d’apparition de la liste j au point . L’indice j
varie de 1 au nombre total de listes IV, et 'indice ¢ varie de 1 au nombre total de points de I'espace des phase
donné par (3) pour M-B et B-E et par C¥ pour F-D. Bien entendu
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<p;>=) Ppij = N Y (4)
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par raison de symétrie. Un exemple explicite ces idées. Soit la statistique de F-D avec N =6 et M = 3.
Les points possibles, au nombre de C§ = 20, sont listés ci-dessous

123 ;124 ; 125 ;126 ; 134 ; 135 ; 136 ; 145 ; 146 ; 156 ;
234 ; 235 ; 236 ; 245 ; 246 ; 256 ; 345 ; 346 ; 356 ; 456

Nous cherchons ¢} I’écart quadratique de la probilité de la liste 1 (mais par raison de symétrie tous les o7
sont égaux) :

20 1 2
of:ZPi <p“_ﬁ> ()
i=1

Les dix premiers points listés contiennent une et une seule liste 1 sur les 3 choisies. Par conséquent, pour
ces 10 points p;; = 1/3. Quant au 10 autres, aucun des trois électeur n’a choisit la liste 1 et p;; = 0 pour ceux

la. On a donc
1 1 1\’ 1\’ 1
2= — 110 — = 1 — = ==
71 20[0<3 6) +0<0 6)] 36 (©)

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que pour la statistique de F-D on obtient
N-M
2
o = — 7
F-D MN2 ( )

On retrouve sur (7) la nécessité d’avoir N > M et le fait que si N = M on obtient seulement le point central
1/N1/N...1/N avec of = 0.

Le cas de M-B se traite d’une maniéere analogue. On obtient

N -1
s = Jrve ®)

Mais maintenant il n’y a pas de restriction sur les valeurs que peut prendre M et si M — oo, 012\,[_}3 —0et
la distribution devient de plus en plus piquée autour du point central. Enfin, pour M = 1 les relations (7) et
(8) donnent le méme résultat ce qui est évident sur le modele de l'urne.

Pour le modele B-E, I'écart quadratique est donné par

- _N—-1N+M ©
BE™ N1+1 MN?

On note, en particulier, que les fluctuations ne décroissent pas vers zéro si M — oo et dans cette limite
0123-E — (N = 1)/[N?*(N +1)].

La figure 11 donne dans le cas B-E et pour N = 3, la trajectoire du point représentatif de 1’état de 'urne au
fur et & mesure du vote des électeurs. Comme il fallait s’y attendre ce sont les premiers tirages qui déterminent
le point du triangle qui sera atteint apres les M choix. Cependant, il n’y a pas convergence vers un point précis :
simplement la trajectoire est de plus en plus “paresseuse” et le poids du passé de plus en plus lourd.

Enfin, on retrouve que les trois statistiques se confondent dans la limite N > M soit puisque M est un
entier positif, N — co. Dans cette limite, 0} x = okj.5 = 0f., = 1/MN.

6. SIMULATION DANS LE CAS D’UNE STATISTIQUE B-E (2¢™me METHODE)

L’utilisation de la méthode de 'urne pour étudier le cas M — oo (opérationnellement en prenant M
suffisamment grand) amenerait des calculs inutilement longs. Dans tous les cas (M fini ou infini) il est préférable



Figure 11: N = 3, trajectoire du point représentatif de la constitution de 'urne au fur et a
mesure du vote des électeurs (M = 1000).

de fixer un point de I'hyper-triangle qui correspond au cas M — oc. On fixe ensuite un nouveau point, puis
un troisieme, etc... et c’est I'ensemble de ces points qui doit étre équiréparti sur I'hyper-triangle. Enfin c’est a
partir de ces points définis pour M — oo que 'on traitera également le cas M fini. Les étapes sont les suivantes :

- On procede au tirage de N — 1 nombres aléatoires répartis uniformément sur Uintervalle 0 — 1,

- On trie ces nombres aléatoires par valeur croissante. Appelons €, €, ..., ey_1, les nombres ainsi triés :
onae <e<...<€EN—1,

- On prend alors p1 = €1, po = €3 — €1, ...P; = €; —€i_1, ..., PN =1 —€en_1.
On a ainsi obtenu un point p;,...,pnx tel que > p; = 1 et qui est équiréparti sur I’hyper-triangle.
Maintenant si M est fini nous pouvons utiliser ces valeurs p;, ..., pn pour déterminer le choix de chacun des

M votants. Nous explicitons ce calcul pour le cas N = M = 3. Il permet de mieux comprendre la signification
de la statistique de B-E (ou de la culture anonyme). Puisque N = 3, nous tirons pour commencer deux nombres
aléatoires § et € dans l'intervalle 0 — 1. Nous appelons € le plus petit et § le plus grand. Nous devons vérifier que
les 10 possibilités 111, 112, 113, 122, 123, 133, 222, 223, 233, 333 sont bien équiprobables. Pour des raisons de
symétrie (voir figures 2 et 3) il suffit de calculer les probabilités pour 111 112 et 123. Il est d’abord nécessaire
de calculer le coefficient de normalisation a savoir

/Old(i/:de:l/Z (10)

Le calcul pour 111 est simple. Pour € et § donné la probabilité de 111 est € et compte tenu du coefficient
de normalisation donné par (8) la probabilité vaut

1 [
2/ d§/ e3de = 1/10 (11)
0 0

La probabilité de 112 se calcule en disant que pour € et § donnés la probabilité de 112 est €2(§ — €) mais
qu’il faut tenir compte des trois combinaisons possibles et, bien sir, du facteur de normalisation. Ce qui donne

6/01 d5/062(5—e)de: 1/10 (12)

Enfin, la probabilité pour 123 est obtenue en intégrant ¢(d — €)(1 — J) affecté du coeflicient 12 (2 pour la
normalisation, 6 pour les permutations).



12/1d6/6e(6—e)(1—5)de:1/10 (13)

Vérifions le bien fondé de ce calcul sur un exemple un peu plus complexe : N = M = 4 qui donne 35 points
dans le tétraedre et donc une probabilité de 1/35. Le facteur de normalisation est donné par

/Oldn/ond6/06de:1/6 (14)

ou les trois nombres aléatoires fixant les 4 probabilités sont €, §, 5 avec € < § < 7. Supposons que nous
nous intéressions a la probabilité de 1224. 1l y a 12 combinaisons menant & ce résultat. Pour une combinaison

il faut calculer
1 n [ ) 1
21— -
/0 dn/o d5/0 €(d—¢€)( n) de 5530

Ce résultat multiplié par 6 x 12 redonne bien la probabilité de 1/35.
7. RETOUR SUR LE CALCUL M — oo

Pour N listes possibles on calcule tout d’abord le facteur de normalisation : on a tiré au hasard N — 1
nombres que 1’on ordonne

€1 <€y <€3...<EN-1

Le facteur de normalisation est donné par

1 EN-1 €2 1
den / den_ / de; = —+ (15)
/0 "o S N S ]

et la valeur moyenne d’une quantité f est donnée par :

1 EN—1 €2
(N — 1)'/ dEN_l / dEN_Q . / fd61 (16)
0 0 0

On calcule ainsi la valeur moyenne de py = ¢; = f. On obtient < py >=1/N comme il fallait s’y attendre.

En fait < p; >=<py >=...=<pny >=1/N. L’écart quadratique moyen de p; est donné par
! eN-1 €2 1 N-1
N -1)! den_ den_s ... - —)de) = ————— 17
V=1 [Cdenay [ denma [ - 00 = g an)
En fait
1, N-1
o - - 18

Ce dernier résultat est intéressant puisque nous retrouvons par ce calcul qui traite directement le cas M — oo
celui obtenu en travaillant sur les positions des points discrétisés de ’hyper-triangle (voir partie 5). Il confirme
I'intérét de ce deuxieme modele pour les larges électorats.

Les formules (17) et (18) recoupent un résultat connu en théorie des probabilités. Si un nombre infini de
points sont répartis au hasard sur une droite avec une densité n (c’est-d-dire si N points sont répartis uni-
formément sur un segment L et si N et L tendent vers l'infini (avec n = N/L constant), alors les intervalles x
entre deux points tendent vers une répartition de Poisson de parametre n. De plus la caractéristique d’une loi
de Poisson est que ’écart quadratique moyen est le carré de la moyenne. Ici pour N — oo on voit qu’en effet
I'écart quadratique moyen est 1/N? cependant que la moyenne est 1/N.

On peut vérifier en effet que si N est suffisamment grand (pratiquement a partir de 10), les p; suivent la

loi de Poisson N exp —Np;. Cela n’est évidement pas vrai pour des N petits. Par exemple pour N = 2, p;
et po sont équirépartis dans 'intervalle 0 — 1. 1l est d’ailleurs possible de calculer la probabilité d’obtenir la



probabilité p;. Par exemple pour N = 4, nous tirons 3 nombres v, §, €, avec v > § > ¢ et p; = ¢. La probabilité
que p; soit supérieur a une valeur a de l'intervalle 0 — 1 est

6/ald7/;d6/jd5=(1—a)3 (19)

Ce résultat se généralise aisément et donne pour N listes

Prob(p; > a) = (1—a)V (20)

La relation (20) doit étre comparé a la limite Poissonnienne Prob (p; > a) = exp(—Na).

Curieusement on peut, quelque soit IV, utiliser la formule de Poisson pour tirer les N probabilités p; et
récupérer une distribution identique & celle obtenue par le tri de N —1 nombre pris dans I'intervalle 0—1 (cf. partie
6). Ce résultat étrange a premiere vue vient de la nécessité de normaliser les nombres tirés de la Poissonnienne
tandis que la méthode du tri assure automatiquement cette normalisation. Si donc on a tiré py,...,p, & partir
d’une distribution de Poisson, il faut en fait considérer py = pi1/ >, pi, ..., PN = pn/ D> ; pi- La figure 12
explicite la construction dans le cas N = 2 (pour lequel nous devons transformer la Poissonnienne 2 exp(—2p1)
en distribution uniforme sur U'intervalle 0—1). Si p; et py sont les valeurs issues du tirage Poissonnien, les valeurs
normalisées sont obtenues a l'intersection de OM et du segment joignant les points (0,1) et (1,0). Appelons
A le point d’abscisse a situé sur ce segment, la probabilité d’avoir p; < a est donnée par la probabilité d’avoir
M dans ’angle formé par OA et 'axe ps. Ce calcul est effectué en considérant 1’élément de surface hachuré
compris entre 'axe ps, la droite O A et les deux droites p1 + p2 = £ et p; +py = £+ d€. La longueur du segment
BC est a\/2¢ et la hauteur du trapeze hachuré est d¢/+/2. La probabilité cherchée s’écrit :

/ a\/_§4 exp(—2¢) =a (21)
donnant une probabilité 1 — a que p; > a, en accord avec (20).

Le cas N = 3 est encore justifiable d’une interprétation géométrique dans un espace & 3 dimensions (voir
fig 13). Le plan CDE est défini par ps = a. Pour que p3 soit inférieur a a, le point (p1,p2,p3) doit se trouver a
Iintérieur de la pyramide définie par les quatre droites OA, OB, OCet OD. Le trapeze ABCD a pour surface
av/3(1 — a/2). On définit I’élément de volume entre les plans p; + ps + p3 = & et p1 + po + p3 = & + d€, sa
hauteur est d¢/ V3. On doit alors calculer :

/ —a\/_ 1- —)5233 exp(—3¢) = 2a — a® (22)
donnant une probabilité 1 — 2a + a®> = (1 — a)? que p; > a, en accord avec (20).

Le tirage dans la distribution de Poisson des probabilités des N listes, suivie de la renormalisation appropriée
est une alternative conceptuellement plus simple que le tirage et le tri des N —1 nombres aléatoires et si les deux
algorithmes sont de rapidité comparables, la méthodes de la Poissonnienne est beaucoup moins gourmande en
place mémoire que celle du tri.

8. STATISTIQUE DE M-B (CULTURE IDENTIFIABLE), CAS DE M — oc

La statistique M-B dans la limite ot M — oo concentre la quasi totalité des poids dans une zone centrée
autour du point ( ..... N) et dont la taille décroit comme M ~'/2. Contrairement au cas B-E o1 nous explorons
I’hypertriangle, nous restons dans le voisinage d’un point. En revanche ce point est tres particulier et son
voisinage aussi petit qu’il soit (c’est-a-dire aussi grand que soit M) présente une variété de situations analogues
a celles rencontrées dans l'exploration de 'hypertriangle de B-E. La raison est la suivante. Supposons M — oo
on aura pour p; la valeur 1/N + ea; ol € est un nombre qui décrit la taille des fluctuations (il varie donc en
M’1/2) et a; précise cette fluctuation. Considérons pour fixer les idées le duel AB dans le cas de trois candidats.
Son issue dépend des valeurs respectives de p; + po + ps et de p3 + ps + pg c’est-a-dire de

1 1 1 1 1 1
- - - - - - 2
6+6+6+6(a1+a2+a5)etde6+6+6+6(a3+a4+a6) (23)
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listen°|0 1 2 3 4 5|6 7 8 9 10 11|12 13 14 15 16 17|18 19 20 21 22 23|
AAAAAABBBBBIB|CCCOCOCC|DDDUDTUDTD
BBCCDDAACCDD|AABBDUDIAABIBTCC
CDBDBCICDADAC|BDADAIB|BCATCATB
DCDBCBIDCDACA|DBDABA|CBOCAZBA

Table 2: Enumération des N = 24 listes dans le cas de n = 4 candidats notés A, B, C et D.

On voit que la valeur de € ne joue aucun role et que seules comptent les valeurs relatives de ay + as + as et
de a3 + a4 + ag. On vérifie qu’il en est de méme non seulement pour tous les duels mais également dans toutes
les comparaisons de points liés a I’emploi de regles positionnelles. Pour réaliser une simulation dans la limite
M — oo il suffira de se rappeler que ’on peut utiliser le théoreme centrale limite et que, par conséquent, les a;
seront tirés au hasard et indépendemment les uns des autres dans la distribution Gaussienne.

1 a?

Q) = —— exp —— 24
pla) = = exp - (24)
Si on se rappelle que l'on avait normalisé avec Y p; = 1 on doit procéder a la correction
Di
bi = = 25
d.Di (25)
ol
_ 1 _
Pi = N + eq;. (26)
En tenant compte du fait que ¢ — 0 il vient
1 _ 1 _
piZN-FE(ai—NZai). (27)

On voit donc que, une fois tiré les N a; dans une répartition Gaussienne, il suffit de les recentrer de telle
sorte que Y «a; = 0 avec o; = &; — (1/N) >_ @&;, on remarquera ’analogie avec le cas précédent : les N valeurs
décrivant la situation sont maintenant tirées dans une distribution de Gauss au lieu d’une distribution de Poisson.

Pour terminer ces considérations sur la technique de simulation mentionnons la solution d’un probleme de
taille mémoire d’ordinateur. Si n est grand (et il n’a pas besoin d’étre bien grand), il faut considérer N = n!
listes de n noms. La saturation vient rapidement. L’idée est alors de donner un numéro a ces listes permettant
de retrouver rapidement sa structure. A titre d’exemple, prenons n = 4 (N = 24). La table (2) donne les listes

classées par ordre alphabétique de 0 a 23.

Notons tout d’abord la structure auto-similaire de cette liste. Si on retire la premiere ligne, chaque bloc de
6 listes (listes de 0 & 5, de 6 a 11 etc...) est ’ensemble des listes obtenues pour 3 candidats pris dans la liste
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B.C,D ou A,C,D etc.. (le candidat de la premiere ligne A, B, etc... a été retiré de la liste A,B,C,D). De méme
en retirant la deuxieme ligne et en considérant les listes par bloc de 2, on se retrouve avec les listes a 2 candidats.

L’ordre alphabétique, choisi ici, permet d’élaborer l’algorithme suivant : supposons que nous désirions
connaitre la structure de la liste 16. On divise ce nombre par (n — 1)! (ici 3! = 6), on a

16=2x6+4

Le quotient - forcément inférieur & n - donne le nom du candidat placé en premiere position. Pour cela on
choisit le candidat occupant le rang quotient (ici 2) dans la liste ABCD renumérotée 0 1 2 3, c’est donc C. On
retire C de la liste qui comporte maintenant A,B,D de rang 0,1,2 respectivement. On réitére en prenant le reste
que l'on divisera par (n — 2)! Ici il vient

4=2x%x24+0

Le nouveau quotient 2 désigne maintenant D dans la liste ABD. Le nouveau reste 0 implique pour le
troisieme quotient 0 et donc le choix A dans AB. Enfin on obtient B qui indique CDAB pour la liste numéro
16 en accord avec la table (2).

L’algorithme inverse, trouver le numéro d’une liste donnée, ne pose, lui-aussi, aucun probleme.

L’un des apports de ce papier est de donner I’éclairage de la physique sur l'aspect statistique de la théorie
des votes. Ainsi, en poursuivant I’ébauche de dictionnaire de la partie 3, il est possible d’apporter quelques
commentaires sur la réalité des différents modeles qui permettent de se situer dans les distributions B-E, M-B
ou F-D, a savoir le tirage dans I'urne ou le tri de N — 1 nombres aléatoires comme indiqué partie 6. Cette
discussion est assez peu abordée, toutefois, parmi d’autres, deux articles [2] [10] avancent des explications basées
sur le modele de I'urne (cf section 4) généralisée en ajoutant & chaque tirage non pas une boule, mais a boules.
B-E apparait alors comme le cas particulier « = 1 et F-D comme le cas a = —1. Grace a ce degré de liberté
supplémentaire, les auteurs interprétent la “culture anonyme” (généralisée avec a > 1) comme correspondant
a un degré d’homogénéité social. Tiré de [10], nous citons : “Clearly a is a contagion parameter, a measure of
the mutual influence between voters ... then increasing o will increase the propensity of voters to have similar
preference and will reflect increase social homogeneity”. Conséquemment, la “culture identifiable” (M-B) pour
laquelle « égale 0 refléterait alors 'indépendance des électeurs.

Certainement la “contagion” liée au modele de I'urne est d’une nature tres étrange. Ainsi, c’est le vote des
premiers électeurs qui va déterminer le pourcentage des listes et pour a tendant vers 'infini, on peut méme
vérifier que l’issue du scrutin est imposée par le seul premier électeur. La connection avec I'idée d’homogénéité
du corps électoral est alors assez délicate & interpréter.

Afin de mettre les principes de la physique & contribution, il est préférable de s’en tenir & la description
des cultures en termes de statistiques, ces dernieres ayant l'avantage d’étre reliées & des modeles précis. En
physique, ces statistiques permettent notamment de bien clarifier la facon dont on doit considérer les votes
pour les deux cultures : elles sont établies en supposant des particules sans interaction (c’est-a-dire, en langage
électoral, des électeurs votants de fagon indépendantes). L’influence entre particules (électeurs) traduite par la
présence de forces attractrices ou répulsives crée des corrélations qui sont indépendantes des effets associés aux
statistiques quantiques. Ainsi la condensation de Bose-Einstein, pour laquelle un grand nombre de particules
tombent sur le méme niveau d’énergie (beaucoup d’électeurs choisissent la méme liste) n’a pas pour origine les
interactions entre particules (influence entre électeurs) mais le cadre mathématique de la mécanique quantique.

Malgré un traitement similaire, les deux cultures “anonyme” et “identifiables” associées aux statistiques
de B-E et M-B sont de nature tres différentes. La statistique de M-B est liée au cas classique pour lequel les
phénomenes quantiques ne se manifeste pas et M électeurs indépendants choisissent chacun au hasard 'une des
N listes de maniere équiprobable. Pour un large électorat, le point de I'espace des phases se place tres pres
du point central qui est un point hypercritique : un faible changement dans le choix des électeurs peut faire
basculer I’issue du scrutin.

Maintenant, si une partie des électeurs vote délibérément de fagon identique, les listes ne sont plus équiprobables.
Le point quitte alors la région du point critique et I'issue du scrutin n’a plus 'extréme sensibilité aux fluctuations
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D1 D2|P3 P4|Ps5 Pé

Table 3: Les N = 6 listes établies pour n = 3 candidats notés A, B, C avec leurs probabilités
p; respectives.

comme précédemment.

La distribution de B-E, quant-a elle, est de nature quantique et fait donc appel & des arguments probabilistes.
Il n’est plus possible de localiser le systeme en un seul point de ’espace des phases électoral. Il faut maintenant
réaliser une moyenne sur plusieurs scrutins afin d’obtenir une information pertinente. C’est bien ce qui a été
fait lors des simulations numériques et cela appelle les remarques suivantes :

- Pour chaque scrutin (qui donne un point de 'espace des phases) les électeurs votent indépendamment les
uns des autres.

- Pour un scrutin, les probabilités des listes (prise dans la distribution de Poisson) peuvent-étre notablement
différentes.

- Cependant, la moyenne des probabilités du choix d’une liste i sur ’ensemble des scrutins donne bien
< p; >=1/N comme calculé partie 5.

On voit que les remarques précédentes sont tres liées a l'utilisation du modele introduit partie 6 (tirage et
tri de nombres aléatoires) et, bien sur, a la “culture physique” des auteurs.

Encore une fois, pour tenir compte de 1’éventuelle présence d’'une homogénéité sociale, il faudrait biaiser le
tirage dans la Poissonnienne afin de faire apparaitre un effet systématique pour la liste privilégiée.

9. INFLUENCE DU NOMBRE DE CANDIDATS SUR L’EFFET CONDORCET

La méthode préconisée par Condorcet est une généralisation des duels binaires & partir des listes fournies
par les électeurs. Montrons sur 3 candidats comment procéder et quels sont les problémes rencontrés. Soit A,
B, C les candidats. Les 6 listes sont indiquées tableau 3 (avec sur la ligne du haut le candidat préféré) ainsi
que les pourcentages obtenus. Trois duels sont a envisager : le résultat du duel AB est décidé en comparant
Pp1 + p2 +ps avec ps +ps+ pe. De méme AC implique la comparaison de p; + p2 +p3 et de py+ps +pg. cependant
que le duel BC' a son issue décidée en comparant p; + p3 + ps et pa + ps + pg. Se peut-il alors qu’un candidat
gagne tous ses duel ? Il serait alors normal de le déclarer élu (encore que d’autres méthodes d’agrégation a
priori aussi “légitime” que celle de Condorcet peuvent amener un autre prétendant & la victoire). Mais déja, en
se restreignant & la méthode de Condorcet, des difficultés apparaissent avec, par exemple, un résultat cyclique
ot A bat B, B bat C et C bat A. On vérifiera que c’est le cas, avec pour chaque duel un score de 52% au
vainqueur contre 48%, pour le jeu de valeurs : p; = .42, ps = .09, p3 = .07, py = .13, p5s = .11, pg = .28. Ce
résultat, un peu surprenant de prime abord, n’a rien de vraiment paradoxal et nous préférons la dénomination
“d’effet Condorcet” & celle de “paradoxe de Condorcet”.

Dans le cas n = 3 (N = 6), la fréquence de “I’effet Condorcet” pour un nombre M impair et fini de votants
a pu étre calculé analytiquement pour une statistique du type B-E (culture anonyme) [7]. La probabilité qu'un
vainqueur existe est donnée par

15 (M +3)?
PB3M)=——————, 28
(8, M) 16 (M +2)(M +4)’ (28)
avec M =1,3,5,.... On vérifie que M = 1 donne P(3,1) = 1 (un seul votant, ou dictateur simplifie toujours

le processus électoral !).
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Nous avons procédé & I’étude des cas n = 3, 4, 5, 6 pour différentes valeurs de M et a celles des cas n =7
et n = 8 pour M infini. Rappelons que pour n = 3 (28) donne ’expression analytique dans le cas d’une
statistique B-E et que pour n = 3 et 4 et M = 3,5,7 les valeurs exactes ont été obtenues par énumérations et
examen de tous les points de I’espace des phases électoral (un peu plus de 2 x 10¢ points pour le cas M = 7, n = 4.

Les résultats sont présentés sur les figures 14 (culture anonyme) et 15 (culture identifiable). Sur la figure
14 et pour n = 3, on a tracé en pointillé la courbe théorique donnée par (28). On notera ’excellent accord y
compris pour la valeur théorique 0.0625 (soulignons que nous avons porté la probabilité P de ne pas avoir de
vainqueur Condorcet). La comparaison des résultats pour n = 3 et n = 4 dans le cas des cultures identifiables
confirmes la relation de May P (4, M) = 2P (3, M). En revanche, il est hors de doute que cette relation n’est pas
valable dans le cas d’une culture anonyme contrairement a ce qui est affirmé en [7]. Notons que ce désaccord
avait déja été souligné en [1].
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Figure 14: Probabilité P(n, M) de conflits Condorcet dans le cas d’une culture anonyme
(statistique B-E), pour un nombre M fini de votants et pour n = 3,4,5,6. Les croix
correspondent aux valeurs théoriques, la droite est la valeur obtenue pour M — oc.

Les tables 4 et 5 donnent P(n,co) pour n variant de 3 4 8 et pour les deux “cultures”. Un point intéressant,
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Figure 15: Probabilité P(n, M) de conflits Condorcet dans le cas d'une culture identifiable
(statistique M-B), pour un nombre M fini de votants et pour n = 3,4,5,6. Les croix
correspondent aux valeurs théoriques, la droite est la valeur obtenue pour M — oc.

prédit en [1]. est la pratique identité des résultats relatifs aux deux cultures des que n > 6. Ceci mérite un
commentaire. On a vu que la statistique B-E entrainait pour la distribution des p; (la probabilité d’associer
la probabilité p; & la liste i) une loi de Poisson de moyenne % et de variance # dans la limite N — oc.
L’utilisation de la statistique de M-B introduit pour p; une répartition Gaussienne de valeur moyenne 1/N et
dont lécart type décroit comme M ~1/2. Donc, a priori les deux statistiques sont différentes. L’identité des
résultats finaux sur P(n, c0) avec n! — oo vient, une fois de plus, du théoréme central limite. L’issue d’un duel
dépend de la comparaison de deux sommes comprenant chacune si N — oo un grand nombre de p;. Dans les

deux cas on obtiendra pour ces sommes des distributions Gaussiennes.

On notera enfin que la précision obtenue est d’environ 102 et parfois meilleure. Il a fallu pour cela procéder
4 107 expériences. Les calculs a priori les plus longs concernent le cas B-E ot il faut & chaque expérience trier
N — 1 nombres (si I'on renonce & tirer dans la Poissonnienne). Il est alors nécessaire d’utiliser les techniques de
tri rapide pour retrouver des temps de calculs comparables dans tous les cas.
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n | 3| 4| 5] 6] 7|8
P(n, 00) | 9376 .8384].7523].6857|.6309 | 583

Table 4: Probabilité P(n, M = oo0) de vainqueur Condorcet dans le cas d’une culture
anonyme (statistique B-E), pour un nombre M infini de votants.

n |3 | 4| 5] 6|7 |s
P(n, 00) | 9123].8244].7487| .6848].6306 | 536 |

Table 5: Probabilité P(n, M = o) de vainqueur Condorcet dans le cas d’une culture iden-
tifiable (statistique M-B), pour un nombre M infini de votants.

La méthode de tri rapide de N réels procede d’une variante du tri des N premiers entiers par adressage
[9]. Dans cette derniere méthode, le pointeur de la mémoire place le nombre & trier dans la case mémoire
dont l'adresse est donnée par le nombre lui-méme. Pour étendre cette méthode au tri de N réels x; répartis
dans l'intervalle [0, 1] par exemple, on dispose d’un vecteur de k cases, avec k > N. On appellera ce vecteur
table rapide. Ce vecteur représente le segment [0, 1[ divisé en k intervalles égaux. Trier le nombre z;, revient
a lattribuer & la case numéro Ent(kz;) + 1 de la table rapide (ou Ent(z) désigne la partie entiere de x). Pour
limiter les cas pour lesquels deux nombres proches sont attribués a la méme case, on pourrait prendre des
tables telles que & > N. Cependant, si un conflit arrive, on le régle en procédant & un décalage en chaine
du plus grand des nombres vers une case vide de la table rapide. Pour obtenir un bon compromis entre pren-
dre une table grande, mais quasi-vide et une table courte, mais sujette a de nombreux conflits, on adopte k = 4N.

10. CONCLUSION

L’espace des phases électoral a pour dimension N = n!, ou n est le nombre de candidats. Des que n > 4,
tout traitement (et méme toute collecte de l'information) fait nécessairement appel au vote électronique.

Trois modeles ont été présentés. Le premier inspiré du comptage qui en physique statistique mene & la
distribution de Maxwell-Boltzmann (qualifié de “culture identifiable”), explore, pour un tres large électorat,
le voisinage du point hyper-critique p; = ... = p; = ... = py = 1/N. En ce sens, il n’est pas vraiment
représentatif d’une distribution. Le deuxieéme associé a la statistique de Bose-Einstein (qualifié de “culture
anonyme”) correspond, méme pour un électorat infini, a 'exploration de tout le volume accessible de 1’espace
des phases. Le troisieme associé a la statistique de Fermi-Dirac n’est pas utilisé en théorie des votes, mais
pourrait avoir un intéret dans des problemes de choix unique.

Pour simuler ces deux cultures (ou en physique ces trois statistiques) deux modeles ont été décrits. Le
premier est basé sur un tirage de boules dans une urne dont la composition varie au cours du tirage pour
les statistiques de Fermi-Dirac et Bose-Einstein. La seconde méthode s’applique au cas M — oc et est basée
sur le tri de N — 1 nombres tirés au hasard dans lintervalle [0, 1] ou, alternativement, sur des tirages dans la
distribution de Poisson ou de Gauss.

Les résultats obtenus pour n variant de 3 & 8 confirment et précisent ceux obtenus et discuté auparavant a
savoir la validité de la formule de May P(4, M) = 2P(3, M) mais uniquement dans le cas des cultures identifi-
ables et I’égalité de P(n, 00) pour les deux cultures dés que n > 6. Enfin, la probabilité d’avoir un “vainqueur
Condorcet” décroit régulierement quand n augmente mais reste encore égale & 58% quand n = 8 (pour les deux
cultures et pour un électorat infini).

Il existe d’autres modeles. Dans I'un d’entre eux, le nombre M; d’électeurs ayant choisi la liste 1, est tiré
au hasard parmi les entiers 0,1,...,N. De méme, on détermine les nombres M,,..., My. On remarquera,
que, dans cette approche, M n’est pas fixé (comme pour les ensembles grands canoniques). Dans la limite
ou N' — oo, on obtient les pourcentages de la liste ¢ en tirant au hasard €; et en normalisant p; = €;/ ), €;.

L’obtention des p; est, dans ce cas, particulierement simple.
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