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« Now we are waiting for nothing to happen »

Mautizio Brocato
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Résumé

Le contexte actuel engage les différents acteurs du domaine de 'architecture et de
la construction a réinterroger de plus en plus les méthodes de conception et les
techniques de production architecturales, au regard des problématiques liées au
changement climatique et a la raréfaction de certaines ressources. Dans cette optique, la
réhabilitation de I'utilisation du matériau pierre par rapport aux matériaux dits
contemporains semble bénéficier d'un intérét grandissant, depuis quelques décennies,
pour plusieurs raisons : qualités mécaniques, durabilité importante, potentielle ressource
de proximité. On s’intéresse notamment aux structures clavées, c'est-a-dire constituées
de claveaux en pierre, géométriquement déterminés, taillés et appareillés.

Ce type de structures constitue une importante proportion du patrimoine bati
historique : arcs, voutes, domes, plates-bandes, etc. Leurs propriétés mécaniques
fascinantes font encore aujourd'hui l'objet d'une grande diversité de travaux de
recherches qui mettent en ceuvre différentes approches pour l'étude de leur stabilité,
selon les cas. La modélisation avancée de ces monuments permet ensuite d’alimenter
une réflexion poussée sur la conception de typologies de structures en pierre inédites
(structures mixtes, structures réciproques, collages, optimisation de la forme, de
I'utilisation de la matiere) et plus seulement sur le diagnostic mécaniques de I'existant.

Pour cela, deux types de modélisations dites bloc a bloc sont implémentées dans ce
travail. La méthode des éléments finis (MEF) permet de simuler de maniere détaillée les
déformations et contraintes dans les blocs et dans les joints de mortier, via des routines
mathématiques solidement ancrées dans la recherche structurelle depuis les tout
premiers ordinateurs. Une modélisation avancée par la MEF est notamment réalisée
dans le cadre du chantier scientifique pour I’évaluation de la stabilité des voutes de la
cathédrale Notre Dame de Paris, suite a I'incendie de 2019.

L'utilisation conjointe de la modélisation par analyse limite (AL) permet de
contourner les difficultés inhérentes a la MEF : gourmandise en ressources de calculs,
implémentation et traitements des résultats complexes. I’AL permet, au contraire, de
déterminer relativement aisément et rapidement un domaine de stabilité a partir des
seules hypotheses (i) de géométrie des blocs, considérés comme infiniment rigides, (ii)
des criteres de rupture aux interfaces de joints et (i) des chargements extérieurs.
L'application de cette méthode a trouvé écho dans une longue tradition d'études des
structures en macgonneries patrimoniales qui ont ainsi pu faire les preuves de son
efficacité, malgré un compromis sur la nature et la précision des réponses qu’elle permet
de donner selon les cas, relativement a d’autres méthodes non-linéaires comme la MEF.

On se propose donc d'implémenter numériquement Papproche en AL de la maniere
la plus générale possible en s'appuyant sur des outils de résolutions mathématiques
avancés (programmation conique), dans le but de rendre son utilisation accessible au
plus grand nombre. Plusieurs études de cas concrets utilisant en paralléle 'approche par



MEF et approche par AL permettent de rendre compte des avantages et limites de
cette derniere selon les applications.

Mots-clés :  pierre structurelle, calcul a la rupture, analyse limite, méthode aux
¢léments finis, Notre-Dame de Paris, optimisation conique



Abstract

The current context urges the various players in the field of architecture and
construction to increasingly question architectural design methods and production
technologies, regarding issues linked to climate change and the scarcity of resources.
That's why for a few decades there has been a renewed interest for using stone material,
for several reasons (mechanical qualities, important durability, potential local resource...)
and in particular for stereotomic masonry structures made up of stone voussoirs, cut

and fitted.

The fascinating properties of these different types of structures (arches, vaults,
domes, jack arch, etc.) are still the subject of a great research diversity today which
implements different approaches in order to model their stability, depending on the
different cases. The advanced modeling of these monuments then makes it possible to
fuel in-depth reflection on the design of new typologies of stone structures (mixed
structures, reciprocal structures, collages, optimization of shape, use of material) and
not only on the mechanical diagnosis of the existing.

Two types of block-to-block modeling are thus implemented in this work. The
finite element method (FEM) makes it possible to simulate the deformations and
stresses into blocks and mortar joints, via mathematical routines firmly anchored in
structural research since the very first computers. Advanced modeling by the FEM is
carried out as part of the scientific project to evaluate the stability of the vaults of Notre
Dame de Paris cathedral, following the 2019 fire.

The use of limit analysis modeling (LA) makes it possible to circumvent the
difficulties in FEM: greedy calculation resources, complex implementation and
processing results. LA is used, on the contrary, to determine relatively easily and quickly
a stability domain based solely on the assumptions of (i) the geometry of the blocks,
considered as infinitely rigid, (ii) the failure criteria at the joint interfaces and (iii) ) the
external loads. The application of this method has found echo in a long tradition of
heritage masonry structures studies which have thus been able to demonstrate its
effectiveness, despite a compromise on the nature and precision of the answers, relative
to other non-linear methods such as FEM.

The AL approach is therefore implemented in the most general possible way by
relying on advanced mathematical resolution tools (conic programming), with the aim
of making its use accessible to as many users as possible (architects, historians, stone
cutters, engineers...). Several concrete case studies using the FEM approach and the
AL approach in parallel show the advantages and limitations of the latter depending on
the applications.

Keywords :  structural stone, yield design theory, limit analysis, finite element
method, Notre-Dame de Paris, conic optimization
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Lettres latines

Ay - alre de la surface triangulaire d’une facette d’un joint

A, : aire du polygone de charge distribuée oy

A : matrice des coefficients pour les contraintes égalités d’un probléme d’optimisation
linéaire

A : matrice de connectivité d’une structure bloc a bloc

B : matrice des coefficients pour les contraintes inégalités d’un probleme d’optimisation
linéaire

b : épaisseur hors-plan d’une structure dans le cas 2D

c : cohésion au joint ; également vecteur colonne, coefficients d’une fonction objectif
d’un probléeme d’optimisation linéaire

d: vecteur colonne, membre de droite des contraintes égalités d’un probleme
d’optimisation linéaire

E : module d’Young

e : excentricité de la résultante au joint dans le cas 2D ; également vecteur colonne,
membre de droite des contraintes inégalités d’un probleme d’optimisation linéaire

e;, €, e; : axes absolus de lespace, de telle sorte que (ej;e,; e;) soit une base
orthonormée directe

e(U,) : excentricité de la résultante au joint par rapport a un axe U, dans le cas 3D
e(Y) : excentricité de la résultante au joint par rapport a 'axe Y dans le cas 3D

e(Z) : excentricité de la résultante au joint par rapport a 'axe Z dans le cas 3D
fu force généralisée au joint j exprimée selon I'axe absolu e;

f,; : force généralisée au joint j exprimée selon I'axe absolu e,

f4; : force généralisée au joint j exprimée selon I'axe absolu e,

f, : résistance de la pierre seule en compression

f, : résistance totale du complexe pierre mortier

f,, : tésistance du mortier seul en compression

G, : centre de gravité du bloc i

H : poussée exercée sur les sommiers d’une plate-bande
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H; : centre de gravité de la surface du joint j

H,, : centre de gravité¢ du polygone de la charge distribuée oy

H,,., : poussée maximale admissible

H,;, : poussée minimale admissible

h : hauteur d’une plate-bande

K : domaine de stabilité potentielle

K¢y : seconde raideur normale

K yeom : facteur multiplicateur correspondant au coefficient de sécurité géométrique
Ky : raideur normale du joint

K : raideur de cisaillement au joint

Kq: + facteur multiplicateur correspondant au coefficient de sécurité statique
k : nombre de blocs dans une plate-bande

L; : demi-longueur du joint j

L, : distances entre le centre de gravité H; du joint j et chacune des k arétes constituant
la frontiere convexe polygonale du joint

m,; : moment généralisé au joint j exprimé au centre de gravité du joint selon I'axe
—
absolu e

m,; : moment généralisé au joint j exprimé au centre de gravité du joint selon I'axe

absolu e,

ms; : moment généralisé au joint j exprimé au centre de gravité du joint selon I'axe

absolu e,

my; : moment de torsion exprimé au centre de gravité du joint j

my, j : moment fléchissant autour de I'axe U; exprimé au centre de gravité du joint j
my; : moment fléchissant autour de I'axe Y exprimé au centre de gravité du joint j

my; : moment fléchissant autour de I'axe Z exprimé au centre de gravité du joint j

n,; : effort normal généralisé pour la formulation concave, exprimé au sommet 4; du
joint j

Njp : nombre de blocs dans une structure

N, : nombre de joints dans une structure

N : nombre d’arétes du joint convexe qui en possede le plus dans la structure

maxEdges

N axracers © nombre de facettes du joint qui en possede le plus dans la structure
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L,, : longueur moyenne d’une plate-bande

n; : effort normal généralisé au joint j

P; : point d’application de la force appliquées du mode de chargement sur le bloc i
P;*!: cone puissance de dimension 3 et de paramétre a

Q : mode de chargement en forces appliquées

q, : force appliquée du mode de chargement sur le bloc i

Q" : cone de Lorentz de dimension n

Q" : cone de Lorentz tourné de dimension n

s; : parameétre de taille (« size ») pour un bloc i, égal a la surface du bloc pour le cas 2D,
égal au volume du bloc pour le cas 3D

—

Uj. : vecteur unitaire dirigé suivant la direction de la k-¢me aréte définissant le contour
polygonal du joint j

V : charge verticale répartie appliquée sur une plate-bande, définie négative vers le bas
et positive vers le haut

vy; : effort tranchant généralisé au joint j selon 'axe Y
vy, « effort tranchant généralisé au joint j selon I'axe Z
W : charge verticale totale appliquée sur une plate-bande, égale a W =V — W,

W, : charge de poids propre vertical appliqué sur une plate-bande, définie positive vers
le bas

d . . . . . . N P .
X; : vecteur unitaire dans la direction perpendiculaire a la surface du joint plan j
x; : variables indépendantes d’un probléme d’optimisation linéaire

d .

. . . ~ 4
Y, : vecteur unitaire perpendiculaire a I'axe X ]

y : vecteur des variables duales associées aux contraintes égalités dun probléme
d’optimisation linéaire sous forme standard

=4 . . . < 1 - <15 — - o o
Z; : vecteur unitaire perpendiculaire a I'axe X ;eta Paxe Y, de telle sorte que (X Y5 Z j)
soit une base orthonormée directe

Lettres grecques
B : angle de la direction de sollicitation sismique horizontale
Y120 ¥y3> V5,  cOmposantes de cisaillement du tenseur des déformations 3D

8¢y« seuil de fermeture normale pour le modele de "joint Coulomb"
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8y : déplacement normal relatif au plan du joint

€11, €92, €33 : composantes normales du tenseur des déformations 3D
¢ : amplitude totale du déplacement tangentiel relatif au plan du joint
{,, ¢, : composantes du déplacement tangentiel relatif au plan du joint

A : multiplicateur de charge ou combinaison linéaire des réactions d’une structure, valeur
d’une fonction objectif

Amay : multiplicateur de charge maximal

u : coefficient de frottement de Coulomb

. : minimum du coefficient de frottement admissible pour une structure
v : coefficient de Poisson

¢ : longueur de la partie comprimée du joint dans le cas 2D

p : masse volumique de la pierre

o, 0y, 0y - composantes du tenseur des contraintes 3D diagonal, exprimé dans sa base
principale

011, 093, 033 : composantes normales du tenseur des contraintes 3D

o, : contrainte maximale admissible en compression au joint

O nin * Minimum de la contrainte de compression maximale au niveau des joints
oy : limite de contrainte de résistance finie en traction au joint

oy : contrainte normale au plan du joint

7 : amplitude totale de la contrainte tangentielle au plan du joint

Tyy, Tg3, T31 ¢ cOmposantes de cisaillement du tenseur des contraintes 3D

Ty, T; : composantes des contraintes tangentielles au plan du joint

¢ : angle de frottement de Coulomb

@ : angle formé entre I’axe vertical et le joint de contact entre le sommier et le contre-
sommier d’une plate-bande

Q : région fermée du plan ou de 'espace

Acronymes
AD : « Anno Domini », apres Jésus-Christ
AL : analyse limite

ALpgsse + analyse limite menée avec hypothése de moment de torsion nul aux joints
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ALpgyte : analyse limite menée avec Phypothése de moment de torsion non borné aux
joints
BRG : « Block Research Group » de ’ETH Zirich

CEA : Commissariat a I'énergie atomique et aux énergies alternatives

Cérema : Centre d'études et d'expertise sur les risques, l'environnement, la mobilité et
I'aménagement

CNRS : Centre national de la recherche scientifique

CRIANN : Centre Régional Informatique et d'Applications Numériques de Normandie
CSND : chantier scientifique Notre-Dame

CZM : « cohesive zone model », modéle d’interface en zone cohésive

DAO : dessin assisté par ordinateur

ELU : états limites ultimes

ELS : états limites de service

ENSA : école nationale supérieure d’architecture

ETH Ziirich : « Eidgenssische Technische Hochschule Ziirich », Ecole polytechnique
fédérale de Ziirich

FEM : « finite element method », méthode aux élément finis

GAIA : Grands Ateliers Innovation Architecture, situé a Villefontaine

GSA : laboratoire Géométrie Structure Architecture de TENSA Paris-Malaquais

GT Structure : groupe de travail génie civil et calcul de structure du CSND

I2M : Institut de mécanique et d'ingénierie de I'Université de Bordeaux

INSA : Institut National des Sciences Appliquées

LA : « limit analysis », analyse limite

LMDC : Laboratoire Matériaux et Durabilité des Constructions de 'INSA de Toulouse
LMGC : Laboratoire de Mécanique et Génie Civil de I'Université de Montpellier

MEF : méthode aux éléments finis

MiMeTICS : « Modelisation in Mechanics : Toward Innovating Computing Solutions »,
entreprise de calculs numériques

MIT : Massachusetts Institute of Technology
MITT : Mission pour les Initiatives Transverses et Interdisciplinaires du CNRS

MONUMENTUM : MOdélisation NUMérique et gEstion de donNées pour la
conservaTion des strUctures Maconnées

MPEC : « mathematical programming with equilibrium constraint »
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SOCP : « second order cone programming », programmation conique du second ordre
TNA : « thrust-network analysis »

['TT : Toulouse Tech Transfer, Société d’Accélération du Transfert de Technologies de
I’Académie de Toulouse
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Introduction

L’essor récent de la réutilisation du matériau pierre nécessite, entre autres, un
accompagnement théorique ayant pour objectif la compréhension et la description
mécanique des structures clavées, c’est-a-dire constituées de claveaux en pierre dont la
forme est géométriquement déterminée par rapport a leur agencement dans la
construction globale. L’objectif de cette thése consiste a proposer deux outils de
mod¢élisations mécaniques dites "bloc a bloc", a la fois comparables de par certaines de
leurs hypothéses géométriques et mécaniques, et distinctes de par leurs cadres
d’utilisation et de mise en ceuvre.

Pour préciser cet objectif en fonction du contexte actuel et de I’état de 'art des
connaissances liées aux modélisations mécaniques des structures en pierre, la partie I
expose dans un premier temps, par le biais de certains monuments emblématiques,
quelques illustrations de l'utilisation du matériau et des typologies de structures mises
en ceuvre, du point de vue de I'analyse mécanique de leur stabilité. Le développement
historique de ces méthodes a contribué a I'installation de différentes pratiques actuelles
quant au diagnostic mécanique des édifices patrimoniaux, avec notamment utilisation
plébiscitée de la statique graphique. Les différents exemples contemporains de
structures en pierre, réalisées dans un cadre académique ou de conceptions
architecturales, témoignent par ailleurs du lien existant entre le modele mécanique pris
en compte et le caractere innovant de ladite structure, dans le contexte actuel.

On s’intéresse ensuite a la description du comportement mécanique particulier des
matériaux constitutifs des structures en pierre étudiées dans ce travail, que sont la pierre
elle-méme et l'interface entre les blocs. Celle-ci est souvent en pratique remplie par du
mortier, méme si, dans le cadre de ce travail, I'interface sera toujours considérée, de
maniére conservative, comme un joint sec sans cohésion dans les modélisations mises
en ceuvre. Les modélisations implémentées dans ce travail sont caractérisables (i) par
leur échelle de description, I’échelle "micro", qui décrit séparément le comportement
des blocs et des interfaces entre blocs, et (ii) pat leur classification générale, dite "bloc a
bloc", dans le panel des méthodes de modélisations existantes des structures en
magonneries (D’Altri et al. 2020). Une présentation des différentes méthodes de
I'utilisation de I’analyse limite pour les structures en magonneries, ainsi que I’exposition
de logiciels et codes de calculs mettant en ceuvre I’'analyse limite bloc a bloc, permettent
de préciser encore le contexte de ce travail, vis-a-vis des outils théoriques et numériques
déja existants et accessibles actuellement.

L’exposition préalable d’un contexte conjoncturel, d’'une part, et d’'un contexte
mécanique, d’autre part, permet de dégager les objectifs de ce travail. I s’agit de
proposer des méthodes d’intégrations d’analyses mécaniques bloc a bloc au sein méme
des processus numériques de conception de structures en pierre ou de diagnostic de
structures existantes. Deux méthodes bloc a bloc, possédant chacune des avantages et
des faiblesses, sont implémentées. La méthode aux éléments finis, complexe dans sa
mise en ceuvre et dans son bagage théorique, peut étre utilisée pour décrire avec
précision le comportement de la structure au fur et 2 mesure de son chargement, et ce
jusqu’a un chargement limite de rupture. L’analyse limite, flexible et rapide dans son
exécution, permet d’obtenir uniquement des résultats concernant la rupture certaine de
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la structure. L’utilisation des deux méthodes en paralléle, toutes deux implémentées
pour prendre en compte n’importe quelle typologie de structure en pierre soumises a
divers types de chargements, permet alors d’évaluer leur utilisation selon les cas de
géométries et d’hypothéses mécaniques.

La mise en ceuvre de la méthode aux éléments finis appliquée a ce type de structures
bloc a bloc est présentée dans la partie II. Sans rentrer dans les spécificités théoriques
générales propres a la méthode aux éléments finis, largement détaillés dans des ouvrages
tels que (Bathe 1982), les mode¢les de comportement utilisés au sein du code de calcul
aux ¢éléments finis Cast3m sont néanmoins précisés : le modele élastique linéaire
isotrope pour les blocs de pierre volumiques, et un modele de joint surfacique dit "joint
Coulomb", implémenté dans Cast3m par Pegon (Pegon et al. 2001). Ce modele permet
de prendre en compte plusieurs comportements non-linéaires des interfaces entre blocs
: (i) la pénalisation liée a I'interpénétration de deux blocs, (ii) le suivi de 'ouverture en
traction de linterface et (i) le comportement ¢élasto-plastique non associé
(comportement non standard) du joint en sollicitations mixtes normales et tangentielles,
par lutilisation dun critere de Mohr-Coulomb. Quelques détails pratiques de
I'implémentation concrete d’un calcul non linéaire sous chargement quasi-statique a
'aide du code Cast3m sont ensuite exposés, ainsi que les choix de procédures de post-
traitement mises en ceuvre pour ce travail.

Pour pouvoir traiter de maniére optimale une structure a la géométrie quelconque,
et notamment celles traitées dans le cadre de ce travail, a ’aide d’une telle modélisation
mécanique par éléments finis en bloc a bloc, un travail de structuration des données
géométriques est nécessaire. I’acquisition géométrique et topologiques des sommets et
des faces constituants chaque bloc, de maniere a définir correctement les éléments de
calcul pour les interfaces de joints, constitue un volet de développement a part entiere.
Cette acquisition permet également de faciliter la définition des hypotheses d’entrées du
calcul par éléments finis (attributions de valeurs de caractéristiques matériaux différents
selon les blocs, densités de maillages, définition de conditions limites, etc.). Les
conditions pratiques de la convergence des boucles de résolution, propres aux
algorithmes du code Cast3m, ainsi que les stratégies numériques développées
spécifiquement pour la bonne convergence de ces modélisations non linéaires, sont
également abordées. Ces particularités développées dans le cadre de ce travail sont
illustrées dans différentes annexes.

La partie III présente 'implémentation de la deuxieme méthode bloc a bloc menée
dans cette these : 'analyse limite. Pour bien préciser les possibilités et les limites du
calcul a la rupture, théorie dans laquelle s’inscrit 'analyse limite des structures bloc a
bloc, on en rappelle les deux types d’approches : 'approche statique par 'intérieur et
cinématique par I'extérieur. Le qualificatif de "potentiel" accolé au domaine de stabilité
donné par le calcul a la rupture est notamment illustré. On présente ensuite les outils
directement issus de la théorie du calcul a la rupture (Salengon 1983), qui permettront
d’implémenter I'analyse limite a des structures constituées de blocs qu’on considere
comme infiniment rigides, séparés par des joints sur lesquels on évalue les critéres de
résistance. Deux types de modes de chargements (maximisation d’une force extérieure
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et maximisation d’une combinaison linéaire des réactions aux appuis), ainsi que deux
types de coefficients de sécurité (géométrique et statique) sont alors définis de maniere
générale pour des structures 2D ou 3D quelconques.

Un chapitre est ensuite consacré a I'introduction des concepts de programmation
conique utilisés dans ce travail pour implémenter P'analyse limite appliquée aux
structures en magonneries. Ce point de vue permettra d’établir une correspondance
entre le probleme mécanique dans sa formulation générale et les outils mathématiques
offerts par Poptimisation conique : théoréme de dualité forte et unicité de la solution
donnée par les approches statique par l'intérieur et cinématique par 'extérieur menées
de maniere optimales, nature de la non faisabilit¢ du probléme d’optimisation
interprétée comme une structure instable ou infiniment résistante, variables primales
interprétées en termes d’efforts internes, variables duales des contraintes égalités vues
comme les amplitudes des déplacements relatifs des blocs dans le mode de rupture,
variables duales des contraintes inégalités vues comme les multiplicateurs plastiques des
mode de rupture locaux au niveau des joints, etc. Les différentes options offertes par
cette écriture, et notamment les possibilités d’analyse et d’interprétation d’un probleme
d’analyse limite appliqué aux structures bloc a bloc sous la forme d’un probleme
d’optimisation conique, déja évoquées dans (Ferris et al. 2001), sont illustrées par un
exemple simple d’application, résolu analytiquement.

A la suite de cette illustration sur un cas particulier, on présente finalement
I'implémentation générale du probléme d’analyse limite appliqué a une structure bloc a
bloc quelconque, dans le cas 2D ou 3D, sous la forme d’un probléme d’optimisation
conique. Cette implémentation est réalisée par I'expression d’une approche statique par
I'intérieur menée de manicre optimale, et donc équivalente a l'approche duale
cinématique optimale qui lui est associée : les contraintes égalités linéaires traduisent les
équations d’équilibres de chacun des blocs de la structure, tandis que les contraintes
inégalités, linéaires ou coniques, traduisent les criteres de résistances établis en chacun
des joints. Ces criteres peuvent étre définis comme dans (Heyman 1966) : la résistance
a la traction au niveau de l'interface de joint est nulle, la résistance au glissement et a la
compression y sont infinies. Pour répondre aux besoins soulevés par certains cas
d’études possibles, et notamment par les exemples d’applications traités par la suite, des
variantes de ces critéres sont également proposées, toujours dans les cas généraux 2D
et 3D : un critere de Coulomb pour prendre en compte une éventuelle rupture en
glissement aux joints, ainsi qu’un critere de résistance finie en compression pour lequel
une formulation équivalente sous forme de contraintes coniques, inédite a notre
connaissance, est proposée. On évoque également les difficultés théoriques engendrées
par la prise en compte du critere de Coulomb dans le cadre de I’analyse limite d’un
matériau dont le comportement en glissement est considéré a tort comme standard
(Drucker 1954). L’'implémentation générale du calcul d’analyse limite bloc a bloc est
réalisée au sein d’un module, appelé Stabilithos, intégralement développé dans le cadre
de ce travail et directement intégré au logiciel de dessin assisté par ordinateur
Rhinoceros.
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Quatre exemples différents de structures bloc a bloc sont traités dans la partie IV.
IIs ont pour objectif de mettre a I'épreuve les capacités de calculs mécaniques de la
modélisation par analyse limite proposée lorsqu’elle est appliquée a un panel varié de
typologies de structures en pierre, parfois complexes. Dans un premier temps, ’étude
paramétrique géométrique d’une plate-bande permet de retrouver les domaines de
résistance a deux dimensions (poussée et charge verticale) déja déterminés de manicre
analytique dans (Fantin 2017). Cette méme modélisation par analyse limite est ensuite
utilisée avec un recul critique sur une plate-bande particulicre, appelée plate-bande a
joints en X. En analysant les différences entre (i) les résultats d’une approche statique
par lintérieur analytique et (ii) ceux obtenus par 'approche par analyse limite proposée,
on peut mieux comprendre les implications consécutives aux hypotheses respectives
des approches (i) et (ii), et notamment les questions liées a la prise en compte d’un critere
de frottement de Coulomb dans le cadre de I'analyse limite.

Cette question s’avere aussi centrale dans la deuxieme étude présentée, celle du
dome elliptique de la cathédrale de Pise soumis a un chargement simulant la composante
horizontale quasi-statique de I'accélération maximale d’un séisme. L’utilisation
conjuguée des approches bloc a bloc par éléments finis et par analyse limite permet de
déduire des ordres de grandeurs et tendances relatives des chargements maximaux
admissibles, en fonction de plusieurs parametres (choix de discrétisation du dome,
direction de la sollicitation horizontale, valeur du coefficient de frottement, valeur de la
résistance finie en compression). Les effets attendus de I’hypothéese nécessaire du
matériau standard en analyse limite sont alors particuliecrement mis en évidence pour ce
cas détude, trés dépendant des hypothéses faites concernant la modélisation du
frottement : (i) une surestimation de la charge maximale potentielle et (ii) des modes de
rupture associés faisant apparaitre un comportement dilatant au joint (déplacement dans
la direction normale au joint, en plus du glissement dans la direction tangentielle).

Les deux méthodes bloc a bloc sont également utilisées conjointement pour
déterminer le comportement en poussée active et passive d’un arc-boutant type de la
cathédrale Notre-Dame de Paris. L’intérét de ce troisieme cas d’étude réside notamment
dans sa description géométrique équivalente a un cas purement 2D. On mesure ainsi
isolément effet de I’hypothese du matériau standard en analyse limite, en comparant
avec les résultats a la limite de la méthode par éléments finis, obtenus par une approche
pas a pas non linéaire. Cette comparaison des deux méthodes en parallele permet de
mettre en évidence les nombreuses similarités entre les résultats obtenus (champs
d’efforts aux interfaces et modes de rupture) pour des modes de chargement limite a
I'aide des deux approches calculatoires pourtant bien différentes. On peut également
quantifier les ordres de grandeurs des surestimations des charges maximales
potentiellement admissibles, plus ou moins importantes selon les différents cas de
chargements.

Enfin, on propose dans le quatriéme cas d’étude une modélisation mécanique d’un
quart de voute sexpartite de la cathédrale Notre-Dame de Paris, obtenu par symétrie.
De la méme maniere que pour I’étude de I'arc-boutant, I'utilisation conjointe des deux
méthodes bloc a bloc permet de valider I'utilisation de ’analyse limite bloc a bloc sur un
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tel cas d’étude complexe, tout en gardant un certain recul au sujet des hypotheéses
nécessaires pour obtenir ces résultats. LLes modes de chargements étudiés correspondent
a des chargements en poussée passive et active des appuis de la votte. Ces résultats sont
finalement mis en paralléle avec ceux obtenus dans le chapitre précédent pour I'arc-
boutant afin de déterminer le point de fonctionnement, tel que décrit dans (Parent
2015), de Pensemble du quart de travée, constitué (1) du quart de voute et (i) de
I'ensemble constitué des deux demi arcs-boutants.
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Chapitre 1
Systémes constructifs en pietre :

pratiques d’analyses et de conceptions

Ce chapitre introduit le contexte dans lequel s’effectue ce travail, du point de vue
des pratiques de constructions en pierre passées et récentes. Dans un premier temps,
I’évolution historique des techniques de construction de ces structures est présentée de
maniere succincte, sous 'angle de I’évolution des représentations mécaniques et de
I'appréhension de la stabilité des édifices au cours des époques. Cette évolution est
llustrée par quelques exemples de monuments emblématiques. Les pratiques
contemporaines d’analyses des structures existantes sont ensuite exposées, avec une
focalisation sur le diagnostic structurel des constructions patrimoniales. Enfin, quelques
exemples de conceptions contemporaines récentes et de leur liens avec les questions
mécaniques sont présentées, dans un cadre de conception architecturale dans un
premier temps, puis de recherches académiques dans un second temps.
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L’histoire de la construction et en particulier histoire des techniques constructives
décrivent, au fil des siecles, I’évolution de I'art de batir. L’'un des spectres possibles pour
aborder cette évolution consiste a analyser quels matériaux ont été utilisés en fonction
des usages, des contextes et des époques. En particulier, utilisation du matériau pierre
prédomine majoritairement jusqu’au début de I'époque moderne, pour décliner
progressivement 2 partir du XIX™ siecle (Avenier 2009). Le délaissement de son usage
se fait au profit de matériaux tels que le béton et le métal, dont l'utilisation n’est pas
particulierement nouvelle a cette époque.

En effet, certaines formulations de béton trouvent leur origine dans la civilisation
romaine et les renforts métalliques étaient déja utilisés a '’époque de la construction des
cathédrales gothiques dés le XII*™ siécle. Ces agrafes métalliques, dans 'exemple de la
cathédrale Notre-Dame de Paris, furent installées non pas en tant qu’éléments de décors
visibles passifs mais en tant qu’éléments cachés et actifs de la structure (Figure 1.1). On
comprend aujourd’hui que ces agrafes ont pour but de solidariser les pierres du lit
supérieur du mur bahut en les empéchant de glisser individuellement sous une action
horizontale éventuellement imposée par les entraits de la charpente, dans certains cas
de chargement, comme en attestent les derniers avancements du chantier scientifique
de la cathédrale Notre-Dame de Paris suite a 'incendie de 2019.

Figure 1.1 - Agrafes métalliques dans la partie supérieure du mur bahut de la
cathédrale Notre-Dame de Paris, au niveau du cheeur en partie sud (IHéritier et al.
2023)

Le ralentissement de I'utilisation de la pierre de taille a partir de la seconde moitié
du XIX®™ siecle ne peut donc s’expliquer par une supposée nature innovante des
matériaux concurrentiels de I’époque, relativement au matériau pierre. I’accélération de
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la productivité industrielle nécessite toujours plus de standardisation et d’optimisation
économique de I'utilisation des ressources (sans que cette optimisation des processus
n’implique forcément une diminution du volume total de ressources utilisées, par
ailleurs). Par conséquent, dans un tel contexte, un matériau peu économe a court terme
dans sa mise en ceuvre tel que la pierre de taille ne peut concurrencer d’autres matériaux
comme le métal ou le béton, candidats idéals selon ces critéres.

Cependant, le paradigme nouveau de ces derniéres décennies concernant les
méthodes de construction dominantes, par rapport au role de leur fabrication dans les
émissions de gaz a effet de serre et dans la raréfaction de certaines ressources, oblige les
différents acteurs a réinterroger en profondeur les méthodes industrielles dominantes
en y intégrant de nouvelles contraintes et de nouvelles variables. Le premier réflexe
consiste alors a redécouvrir et a réintégrer, par les connaissances archéologiques, des
techniques de construction oubliées pour nourrir la réflexion de nouvelles méthodes de
mises en ceuvre. Par exemple, certaines recherches menées aujourd’hui tendent a
redécouvrir consciemment ou inconsciemment le méme type de problématiques et
d’usages liés aux typologies de structures mixtes pierre-métal, déja abordés par les
constructeurs des cathédrales gothiques plusieurs si¢cles avant notre ere moderne. Dans
le cas de la structure réalisée par les architectes Elias et Youssef Anastas, en
collaboration avec Maurizio Brocato, a Abu Gosh (Figure 1.2), la dalle, réalisée en
structure pierre bloc a bloc a laide d’un appareillage a la Joseph Abeille, est
dimensionnée pour résister a des sollicitations sismiques grace a des tiges de métal,
incluses dans les blocs eux-mémes (AAU Anastas 2018).
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Figure 1.2 — Dalle en structure mixte pierre-métal, abbaye d’Abu Gosh a proximité de
Jérusalem, architecte AAU Anastas, 2018

Ainsi, de maniere générale, 'analyse et la réappropriation des techniques de
constructions propres au patrimoine bati constitue une piste pour inspirer des méthodes
et idées originales de conceptions actuelles. Cette exploration, menée de concert avec
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une compréhension mécanique des principes structurels, est par ailleurs facilitée par
Papport des outils numériques de calculs et de représentation.

Précisons, par ailleurs, que cette démarche de mise a jour des systemes constructifs
contemporains ne peut pas seffectuer uniquement selon un angle strictement
technique. Il ne semble pas inenvisageable que les impacts de certaines pistes nourries
par des réflexions sociales, économiques, sociologiques ou anthropologiques puissent
étre bien plus optimales et efficaces que n’importe quelle innovation technologique,
pour poursuivre un objectif de diminution de 'impact des activités liées a I'architecture
et a la construction (par exemple, ré-interrogation de la nécessité du mode d’occupation
de I'espace et du mode d’habitat contemporain occidental, remises en question de
I'extractivisme, de la concentration du capital immobilier, de 'organisation néo-libérale
du marché de la construction et de 'immobilier, etc.).

1.1 Systémes constructifs en pierre emblématiques et
leurs méthodes d’analyses structurelles

Dans loptique de remise en contexte des techniques de modélisations actuelles des
structures en pierre de taille, on se propose d’explorer différents systémes constructifs
au travers des époques. On s’appuie notamment sur les travaux historiques menés sur
les structures en pierre et sur I’évolution de ’état des connaissances scientifiques au
cours des siecles : (Viollet-le-Duc 1858), (Noél 1948), (Benvenuto 1991), (Choisy et al.
1996), (Benvenuto 1997), (Heyman 1998), (Sakarovitch 1999), (Sakarovitch 2005),
(Huerta 20006), (Sakarovitch 2008) et (Gargiani 2012). En effet, la connaissance actuelle
des principes de mécaniques des structures permet de nourrir en partie la réflexion sur
I’évolution des typologies des constructions en pierre ayant subsisté jusqu’a aujourd’hui.

Notons bien que ce seul angle d’étude par le biais de la mécanique des structures ne
peut pas suffire a cerner de manicre exhaustive I’évolution des typologies, puisque
celle-ci est également dépendante de facteurs anthropologiques, symboliques, sociaux,
culturels, économiques, etc.

111 Exemples d’approches empiriques: systéme trilithique,
voltes en encorbellements et structures clavées

Le systeme trilithique représente un exemple particulicrement instructif de cette
interdépendance entre questions structurelles et formelles. Consistant en deux blocs
verticaux soutenant un bloc horizontal, ce systeme, tel qu’analysé avec les outils
théoriques dont on dispose actuellement, consiste a solliciter la pierre horizontale en
cisaillement et en flexion, et les pierres verticales en compression (Figure 1.3). Le
dimensionnement consisterait alors a déterminer si la hauteur du linteau est
suffisamment haute pour éviter la rupture et si les colonnes sont suffisamment larges
pour ne pas rompre par instabilité (la résistance en compression étant un critére non
dimensionnant ici).

Ce dimensionnement n’était pas effectué sur les bases des théories mathématisées
mécaniques et statiques dont on dispose aujourd’hui mais sur des criteres géométriques
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multiples, dont certains probablement symboliques et religieux. Une connaissance
empirique des capacités du matériau et des proportions suffisantes, alliée avec une
transmission et une amélioration des savoirs par essais-erreurs, permettait alors
d’assurer, dans ces cas-1a, la stabilité de la structure.

Figure 1.3 — Colonnes et linteaux constituants le systeme trilithique, temple d’Amon a
Louxor, Egypte, 1550 AC (photo freepik.com)

L’exemple des structures en encorbellement Figure 1.4 représente un systeme
structurel plus proche du systeme trilithique, que des vottes clavées. Cependant, méme
si elles sont constituées de blocs soumis a des sollicitations de cisaillement, de la méme
maniere que les structures trilithiques, leur stabilité n’est pas tant assurée de maniere
limite par la résistance du matériau lui-méme, mais plutét par les conditions d’équilibres
des blocs entre eux, notamment assurées par les volumes de remplissages en extrados,
a fortiori lorsque ces structures sont enterrées.

Figure 1.4 — Trésor d'Atrée, civilisation mycénienne, 1250 AC, coupe et plan tiré de
(Fergusson 1872)
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L’irruption progressive de la nouveauté technologique que représente l'arc
appareillé et son homologue tridimensionnel, le dome, entrainent des changements
importants de morphologies structurelles permises par cet agencement bien particulier
des blocs de pierre, relativement a encorbellement. Néanmoins, 'approche d’analyse
pour la conception de la structure reste toujours similaire et consiste en une série
itérative d’essais-erreurs. Cette méthode aboutit parfois a des démonstrations
structurelles, des chefs-d’ceuvre inattendus qu’on pourrait presque qualifier
d’anachroniques, tant leur anticipation de certains principes constructifs, qui ne seront
généralisés que plusieurs siccles plus tard, est importante. Cette anticipation permet a
ces monuments singuliers une démarcation particulicrement importante en termes
d’optimisation du dimensionnement, relativement a leurs époques respectives :
longueur de portées franchies, épaisseurs des sections, hauteur des volumes. On peut
citer entre autres le Panthéon a Rome ou encore Hagfa Sophia a Constantinople, deux
exemples de démes qui bénéficient de principes structurels particulierement avancés
pour leurs deux époques respectives (Figure 1.5).
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Figure 1.5 — (a) Panthéon, Rome, Italie, 27 AD, coupe de (Piranesi 1790) , (b) Hagfa
Sophia, Constantinople, Turquie, 537 AD, photo tirée de (Nelly Shafik Ramzy 2014)
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Figure 1.6 - Cathédrale Saint-Etienne de Bourges, 1230 (photo stock.adobe.com)
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Ce type d’approche empirique, par améliorations successives, peut également étre
illustré par I'importante série de constructions des principaux édifices religieux de
I’époque gothique a partir du XTI
d’ingéniosité pour obtenir toujours plus de hauteur et de finesse dans les morphologies
des cathédrales (exemple de la cathédrale de Bourges Figure 1.6).

siecle, durant laquelle les constructeurs rivalisaient

Cette exploration, facilitée par une maitrise efficace de la stéréotomie (méthode de
détermination du tracé géométrique permettant de détailler localement la découpe de
chaque bloc selon son emplacement dans la structure globale), se faisait par les
découvertes et les mises en ceuvre d’innovations particulierement florissantes : arcs-
boutants, vottes a nervures quadripartites, sexpartites, pinacles, armatures en fer,
maitrise des formulations des mortiers de chaux selon les besoins, etc. Cette méthode
de conception empirique n’a pas empéché, dans les cas d’édifices encore debout
aujourd’hui, une maitrise importante du bon usage des systemes de reprise de poussées,
grace a une compréhension intuitive de la stabilité et des équilibrages suffisants, encore
basés sur la bonne connaissance et la transmission de regles de proportions
géométriques.

Notons que l'estimation du niveau de virtuosité que lon pourrait préter aux
batisseurs de ces époques successives est fortement biaisée par la subsistance des
édifices dont on dispose encore aujourd’hui pour en juger, et donc par apparente non
existence des échecs successifs qui ont permis d’ériger ces structures. Si on peut admirer
et documenter relativement aisément les objets finaux survivants qui ont tenu depuis
plusieurs siecles, il est beaucoup plus complexe, voire impossible, de retrouver
I'intégralité des traces historiques et archéologiques des expérimentations successives,
de la succession des essais-erreurs nécessaires a la réussite de certaines exceptions.

1.1.2  Exemples de premiéres approches prédictives : ’analogie de
la chainette

C’est seulement a partir de 1679 et d’une approche intuitive proposée par Robert
Hooke que les principes constructifs, de maniere générale, peuvent bénéficier pour la
premicre fois d’un savoir théoriquement établi qui permet de renseigner les décisions
morphologique pour une structure donnée et de se libérer, en théorie, d’une approche
constructive totalement empirique jusque-la. Hooke écrivait ainsi, sous forme d’un
anagramme ici décodé : « Ut pendit continuum flexile, sic stabit contiguum rigidum
inversum » (Hooke 1679), ce qui signifie « Pareillement qu’un fil flexible qui pend, se
tient ’arche rigide de manicre inversée ».

Notons que I'analogie intuitée par Robert Hooke entre la chainette pendante, qui
est un objet matériel, et une arche en compression, a précédé la démonstration exacte
de cette conjecture et la détermination de 'équation mathématique formelle permettant
de décrire la forme de la chainette sous son poids propre, travail réalisé par la suite par
Gregory et Bernoulli. Néanmoins, Papplication pratique de cette conjecture est tout de
méme rendue possible par T'utilisation de maquettes physiques de funiculaires en
traction et/ou d’approximations de I’équation de la chainette.
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Figure 1.7 - Analogie entre une chainette pendante et la ligne de pression,
démonstration en statique graphique tirée de (Block, DeJong, et al. 2000)

De par ce principe simple d’analogie entre un funiculaire soumis aux poids de
masses ponctuelles, subissant par conséquent une traction pure, et la ligne de pression
d’un arc composé de plusieurs claveaux en compression pure ayant chacun une certaine
masse (Figure 1.7), il devient possible, non seulement de modéliser suffisamment
correctement les constructions déja existantes afin de nourrir les études de diagnostics
structurels (exemple de I'analyse du dome de la basilique Saint-Pierre de Rome par
Poleni, Figure 1.8 (b)), mais aussi de concevoir trés simplement des morphologies de
structures optimales, fonctionnant majoritairement en compression. Par exemple, le
profil du dome intermédiaire qui soutient la lanterne de la cathédrale Saint Paul a
Londres (Figure 1.8 (a)) fut dessiné par Christopher Wren, en collaboration avec Robert
Hooke, a l'aide d’une approximation analytique de la chainette déformée par
I'application de poids représentant la masse de la lanterne.
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TAVOLA. E.

Figure 1.8 — (a) Coupe du dome de la cathédrale Saint-Paul a Londres, 1673, (b) étude
du dome de la basilique Saint-Pierre de Rome par Poleni, 1748

1.1.3 Installation des approches prédictives dans le processus de
construction

A la suite de la théorie de Hooke, la compréhension du comportement mécanique
des arches et des voutes s’enrichit au fur et a mesure des avancées mathématiques en
mécanique et en statique graphique. Notons 'apport en particulier de De La Hire (de La
Hire 1712) ainsi que de Coulomb, publié dans la deuxieéme partie du XVIII*™ siecle
(Coulomb 1773).

Cependant, paradoxalement, la conception formelle des structures en pierre ne
profitera que trés rarement de ces découvertes florissantes, souvent utilisées pour le
dimensionnement de squelettes structurels cachés, ou reléguées parfois a la vérification
de regles purement géométriques basées sur des ratios de dimensionnements
conservatifs. Par exemple, de la méme manicere que la cathédrale Saint Paul a Londres,
le Panthéon de Jacques-Germain Soufflot et de Jean Rondelet a Paris relegue la fonction
structurelle en arriere-plan, cachée entre deux trompe-l'ceil esthétiques : un deuxieme
dome intérieur et un troisieme dome extérieur de couverture (Figure 1.9). C’est pourtant
bien ce doéme intermédiaire, dont la forme est optimisée grace aux théories
mathématiques issues de I'analogie de la chainette, qui soutient la charge de plusieurs
tonnes constituée par la lanterne et la distribue directement aux quatre piliers.

Par ailleurs, I'exemple de la construction du Panthéon illustre parallelement les
débuts d’'une démarche pérenne de dimensionnement systématique d’une structure
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selon des critéres objectifs précis : charges a supporter, résistances des matériaux utilisés,
pour lesquels des tests de résistance sont alors exécutés.

Figure 1.9 - Coupe du dome du Panthéon a Paris 1757-1790, dessin tiré de (Chabat
1881)

Cest a partir du XIX"™ siecle que se développe la standardisation des méthodes de
construction modernes, au profit des typologies de constructions métalliques dans un
premier temps, puis du béton et du béton armé dans un second temps. Leur facilité et
leur économie de mise en ceuvre a court terme, relativement au matériau pierre, auquel
on préfere I'utilisation de la brique standardisée, suffisent a reléguer progressivement ce
dernier dans un contexte d’accélération capitaliste des modes de production industriels.

De plus, ces nouvelles méthodes constructives bénéficient d’un accompagnement
théorique avancé, basé sur les théories de la statique graphique et de Iélasticité, qui
nourrissent méme parfois les conceptions architecturales et leurs esthétiques formelles,
pour lesquelles le fonctionnement structurel est alors assumé et mis en valeur. Les
progres théoriques participent également a asseoir la domination de ces matériaux dits
contemporains en assurant systématiquement une méthode mathématique rationnelle
de conception prédictive quant a leur stabilité, dans la lignée du travail réalisé pour le
chantier du Panthéon a Paris.

Le changement progressif de paradigme concernant 'esthétique de la structure et
son importance dans I'expression formelle architecturale fera réémerger au cours du
XX siecle le principe astucieux de I'analogie entre le funiculaire pendant sous son
poids propre en traction et la ligne de pression d’une arche en compression, non
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nécessairement en pierre. L’exemple de la Sagrada Familia imaginée par Gaudi au début
du XX*™ siecle en constitue I'illustration la plus emblématique (Giralt-Miracle 2002).
On verra par la suite, en 1.3.2, comment les conceptions et recherches récentes se sont
également emparées de cette idée, pour mieux s’en détacher parfois.

1.2 Pratiques d’analyses mécaniques pour le diagnostic
des structures en pierre existantes

L’analyse des systemes existants repose notamment sur la modélisation de la
structure. Le terme de “modélisation” désigne, dans son sens le plus large, un schéma
général défini, que 'on applique ensuite a des cas particuliers dans le but de prévoir des
comportements, par exemple statiques ou dynamiques. On s’assure par ailleurs que la
structure particulicre a laquelle on applique un schéma de modélisation défini
corresponde a priori suffisamment aux hypotheses théoriques, axiomes de la
modélisation.

On peut identifier aujourd’hui deux types de pratiques concernant le diagnostic des
structures existantes a 'aide de modélisations mécaniques, selon la classification
suivante : des approches plus simples dans leur mise en ceuvre et aisées dans leur
interprétation mécanique, et des approches plus complexes gourmandes en ressources
et en connaissances théoriques préalables.

Sans rentrer dans le détail des caractéristiques des différentes modélisations
mécaniques utilisées dans ces deux types de pratiques qui seront détaillées dans le
chapitre suivant, on donne simplement ici quelques exemples des acteurs impliqués et
des contextes dans lesquels ces deux types de pratiques sont utilisées.

1.2.1 Approches statiques et lignes de pressions

La place de l'utilisation de la pierre de taille dans les édifices du patrimoine
historique est prédominante. En France, les architectes en chef des monuments
historiques (ACMH) et les architectes des monuments historiques sont missionnés par
I'Ertat pour assurer le maintien et la restauration des monuments classés. Leur
connaissance du matériau et des capacités de la structure portante est donc primordiale
dans ce cadre-la. Ils s’appuient alors sur une bonne maitrise des approches basées sur la
statique graphique (exemple d’utilisation en Figure 1.10), telle que I’épure de Mery et ses
adaptations (Fantin 2014), méthode pratique et efficace, initiée depuis plus d’un siecle
et toujours transmise depuis lors.

Ce type de méthode, également privilégié parmi les Compagnons tailleurs de pierre,
permet de donner rapidement des ordres de grandeur et une premicre compréhension
intuitive correcte du cheminement des efforts dans une structure appareillée, composée
d’arcs successifs.
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Figure 1.10 - Utilisation de la statique graphique dans un extrait de theése de concours
ACMH (Rebiere 1997)

Elle souffre cependant de deux faiblesses principales. Dans un premier temps, elle
peut étre relativement lourde a mettre en place sans 'utilisation d’outils numériques. Par
exemple, 'augmentation de la complexité de la connectivité de la structure (plusieurs
arches et arcs-boutants reposant les uns sur les autres, parfois dans les trois dimensions)
augmente d’autant la complexité de cette mise en ceuvre graphique bidimensionnelle,
basée sur une méthode itérative (plusieurs tracés successifs sont parfois nécessaires pour
aboutir a un tracé solution).

La seconde faiblesse réside dans 'occultation parfois conséquente des hypotheses
préalables a ce type de modélisation. En effet, il est rare de voir précisé, en vis-a-vis de
ces modélisations en statique graphique, si le tracé en question est réalisé dans le cadre
de Papproche statique par lintérieur du calcul a la rupture ou dans le cadre d’une
approche élastique linéaire du matériau avec présupposition d’une distribution de
contrainte strictement linéaire dans la section de la structure. Cette dernicre hypothese
alliée avec un critere de résistance nulle en traction, qu'on peut qualifier mécaniquement
comme trés (trop) conservatif dans beaucoup de situations, implique la régle bien
connue du tiers-central : la structure serait considérée comme stable s’il existe une ligne
de pression contenue dans le tiers central des joints de la magonnerie, instable sinon.
Cette regle est utilisée assez souvent a tort pour évaluer le niveau de stabilité ou
d’instabilité d’une structure en pierre, a la suite d’'une confusion entre une approche
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élastique et approche du calcul a la rupture (Fantin 2018). Ce point précis sera abordé
dans les chapitres suivants, lorsqu’on définira de manicre générale, le coefficient de
sécurité géométrique d’une structure bloc a bloc.

Plusieurs travaux de recherche de ces derniéres dizaines d’années se sont attachés a
fournir aux historiens et aux architectes du patrimoine des propositions d’outils
d’analyses structurelles adaptées aux structures magonnées, c’est-a-dire non basée sur
les théories de I’élasticité linéaire. L’approche de Jacques Heyman et la publication de
son fameux article « The stone skeleton» (Heyman 1966) fut un point de départ
important pour de nombreuses autres recherches. En se basant sur les travaux de
(Kooharian 1952), Heyman y applique la théorie de 'analyse limite et la détermination
des lignes de pressions pour étudier les questions de stabilités de diverses structures
constitutives de 'architecture patrimoniale : arcs-boutants de morphologies différentes
issues de cathédrales gothiques (Figure 1.11), vottes a nervures, domes, piliers.

—
Fia. 26. Passive and active lines of thrust, Amiens. FiG. 24. Passive line of thrust, Lichfield

FiG. 22. Passive line of thrust, Notre-Dame.

Figure 1.11 — Modg¢les d’arcs-boutants étudiés par Heyman (Heyman 1966)
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Figure 1.12 - Utilisation des lighes de pression pour évaluer I’état d’équilibre d’une
chapelle 2 Guimarae avant et apres déformation (Huerta et al. 1997)
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De nombreux travaux utiliseront dans le sillage de Heyman les théories de I’analyse
limite pour diagnostiquer I’état de stabilité d’une structure en fonction de I’évolution de
sa géométrie suite a des aléas tels que des séismes (Huerta et al. 1997) (Figure 1.12). On
peut également citer entre autres, le travail d’Oikonomopoulou (Oikonomopoulou
2009) réalisé préalablement au projet de recherche multidisciplinaire MONUMENTUM
(MOd¢élisation NUMérique et gEstion de donNées pour la conservaTion des strUctures
Magonnées), dans lequel plusieurs domaines de stabilités sont explorés pour des
typologies de constructions gothiques, selon différents parametres géométriques, en

utilisant les polygones funiculaires (Figure 1.13).
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Figure 1.13 - A gauche, combinaisons de poussées horizontales minimales
et maximales ; a droite, variation d’un domaine de stabilité avant et apres adjonction
d’un arc boutant intermédiaire pour une géométrie inspirée de la section de la basilique
de Saint Quentin dans ’Aisne (Oikonomopoulou 2009)

1.2.2  Approches utilisant des modélisations numériques avancées

En regle générale, une collaboration concertée entre ingénieurs, historiens et
architectes est a méme d’obtenir des résultats de grand intérét, tant sur la définition du
probleme et des hypotheses de départ, que sur la quantité, la précision et 'analyse de
résultats issus de modélisations avancées. C’est notamment lapproche qui est
préconisée lors du chantier de reconstruction de la cathédrale Notre-Dame de Paris,
suite a I'incendie du 15 avril 2019. Plusieurs chercheurs, ayant développé en parallcle,
depuis plusieurs dizaines d’années parfois, des compétences dans différentes approches
de modélisations mécaniques avancées des structures en pierre, collaborent pour fournir
a la maitrise d’ceuvre des clés de compréhensions a la fois qualitatives et quantitatives
sur le comportement des voutes sexpartites de la cathédrale et de leurs appuis (Figure
1.14), notamment sur les questions des chargements horizontaux (vents), des
conséquences de I'incendie ou de 'eau d’extinction sur la structure en pierre ou encore
sur les problématiques liées a la confortation des voutes (Parent et al. 2023). Le caractere
exceptionnel de ce chantier explique une telle mise en ceuvre de moyens scientifiques
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adaptés, méme si ce processus est encore rarement implémenté en regle générale sur des
diagnostics de structures magonnées patrimoniales.

Contraintes de von Mises :

Figure 1.14 - Comparaison des trois méthodes de modélisations de I'arc-boutant pile
forte du cheeur de Notre-Dame de Paris pour un déplacement imposé de 'appui vers
I'extérieur, déformée d’un facteur 50 ; de gauche a droite : (1) modélisation continue
¢éléments finis, matériau homogénéisé élastique endommageable par LMDC Toulouse
(if) modélisation bloc a bloc éléments discrets, matériau élastique avec contacts
dynamiques adoucissants aux interfaces par Mimetics et LMGC Montpellier (iii)
modélisation bloc a bloc éléments finis, matériau non-linéaire avec critére de Moht-
Coulomb aux interfaces par GSA Paris (Morel et al. 2021)

On peut citer notamment parmi la grande variété de travaux qui ont participé a
initier ce genre d’approche, les recherches développées par (Parent et al. 2017) sur le
diagnostic des structures du patrimoine en magonnerie et 'introduction de la méthode
du point de fonctionnement (Parent 2015). Cette méthode est mise en ceuvre a l'aide
d’un modele aux éléments finis en matériau homogénéisé orthotrope, dans lequel est
implémenté une loi élasto-plastique endommageable (Figure 1.15), dont les parameétres
numériques sont directement renseignés a partir d’essais expérimentaux exhaustifs. En
général, ce type d’approche permet d’obtenir des résultats complets et précis, méme si
en contrepartie, leur implémentation nécessite une maitrise importante des méthodes
numériques avancées en modélisation mécanique des structures.
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Figure 1.15 - Maillage et simulation d’un déplacement d’appui vers 'extérieur pour une
voute a nervures quadripartite (Parent 2015)
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1.3 Pratiques d’analyses mécaniques pour la
conception de structures en pierre

1.3.1 Conceptions de structures dans un contexte de conception
architecturale contemporaine

A la suite des travaux de Jacques Heyman, et notamment de I'édition du trées
pratique manuel « The Masonry Arch» (Heyman 1982), plusieurs architectes et
ingénieurs s’emparent de ces méthodes de modélisations particulicres, assumant ainsi
I'adoption d’approches différentes de celles usuellement utilisées pour le
dimensionnement et la vérification des structures contemporaines lorsqu’elles sont
réalisées dans d’autres matériaux que la pierre appareillée. Ces appétences pour une
réflexion de la mise en ceuvre structurelle moins standardisée qu’habituellement permet
de générer, dans le cadre de programmes architecturaux contemporains ambitieux, des
rappels en continuité formelle avec les voutes a nervures gothiques.

En effet, la méthode d’Heyman et ses hypothéses sont préconisées a 'origine pour
I’étude des structures clavées patrimoniales basées sur les principes d’équilibrages des
poussées. I’utilisation d’une théorie structurelle donnée pour des conceptions
contemporaines entraine donc une tendance a reproduire forcément le méme type de
structures que celles pour I'étude desquelles cette théorie a été congue a la base. Seules
changent les considérations esthétiques portant sur la mise en scene architecturale de
I'importance structurelle de ces éléments et les conditions d’applicabilité pratiques des
résultats des modélisations utilisées. En effet, par rapport au XII®™ siecle, les progres
techniques et industriels permettent de s’assurer d’un certain niveau de sécurité dans la
mise en ceuvre, couplée dans le méme temps avec des échelles architecturales
ambitieuses.

On peut citer dans cet ordre d’idée le pavillon de 'Exposition universelle a Séville,
achevé en 1992, par Peter Rice. Celui-ci met en scéne un systeme mixte de cables, de
butons en acier et de pierres appareillées en arches successives, dans une maitrise
géométrique ingénieuse des équilibres entre traction et compression. La structure mixte
autoportante et auto contreventée reprend méme en partie la charge verticale de la
toiture, par I'intermédiaire des aciers en tension (Figure 1.16).

Un autre exemple monumental est représenté par la chapelle de San Giovanni
Rotondo de Renzo Piano, achevée en 2004. Une collection de 22 arches (Figure 1.17)
aux caractéristiques remarquables (portées de plusieurs dizaines de metres, hauteurs de
blocs non constantes, géométries globales non régulieres) permettent de soutenir la
couverture abritant le passage des pelerins. Une telle réalisation n’est possible qu’au
moyen d’une maitrise complete du fonctionnement mécanique constitué par les arches
appareillées, d’autant plus que celles-ci en particulier ont da étre dimensionnées selon
des réglementations séismiques rigoureuses.
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_ i) il
Figure 1.16 - Pavillon de I'Exposition universelle de Séville, 1992, Peter Rice

Figure 1.17 - Construction de la chapelle San Giovanni Rotondo, 2004, Renzo Piano

En France, plusieurs architectes contribuent depuis quelques dizaines d’années au
renouveau de la filiere pierre et a la redynamisation progressive de tous ses acteurs. On
peut penser au travail de Iarchitecte Gilles Perraudin qui accompagne sa conception
architecturale d’une volonté pédagogique efficace (Figure 1.18), dans la méme lignée
que Jean-Paul Laurent, par exemple (Laurent 2011).
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Figure 1.18 — Principes de construction d’un linteau, tiré de (Perraudin 2013)

La conception architecturale de la structure est principalement guidée par les
contraintes réglementaires et par les stratégies d’interprétations de celles-ci. En effet, les
réglementations actuelles s’appuient principalement sur des logiques adaptées au
dimensionnement des éléments architecturaux usuels dominants, ce qui rend leur
adaptation difficile lorsqu’il devient nécessaire de les appliquer a des matériaux dont la
reprise de 'exploitation est toute récente, pour ce qui concerne la pierre. Souvent les
exigences économiques liées a lextraction en carrieres du matériau impliquent
également une standardisation des blocs utilisés. Les blocs sont donc principalement
des modules de grande échelle et, si possible, aux dimensions semblables, voire unifiées.

Pour se donner plus de liberté dans le processus de conception et justifier la bonne
tenue d’un systeéme constructif innovant mais peu couvert par les angle morts des
réglementations, une solution consiste a se réimprégner d’'une méthode de conception
moins basée sur les résolutions quasi algorithmiques et successives des questions
constructives, comme un bureau d’étude pourrait en avoir ’habitude, mais plus fondée
sur une réflexion globale, comparable a un travail concerté de recherche et
développement (Weill 2021). Dans ces cadres-la bien particuliers, quelques acteurs
notables sont a méme de fournir un certain niveau de savoir-faire en termes de
modélisation préalable des structures, pour accompagner ce processus de conception-
recherche architecturale.
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Figure 1.19 - Mur voile en pierre massive post-contraint modélisé géométriquement et
mécaniquement par le bureau d’é¢tudes STONO, tiré de (« chai de la maison Delas -
Stono » 2023), chai de la maison Delas Freres, 2019, architecte Carl Fredrik Svenstedt

On peut citer, entre autres le travail du bureau d’études STONO qui développe
I'utilisation de modélisations mécaniques complexes, types éléments discrets, appliquées
aussi bien aux structures neuves (exemple en Figure 1.19) qu’aux monuments du
patrimoine en pierre. La maitrise de toute la chaine d’information depuis la définition
ou lacquisition géométrique, jusqu’a la réalisation concréte, en passant par la
modélisation, permet de considérer la réalisation structurale dans un ensemble cohérent
entre les décisions de conception et leurs implications dans la réalité (Bagnéris 2017).
Dans le méme ordre d’idée, on peut également citer les méthodes aux éléments discrets
utilisées par Pentreprise MiMeTICS, qui valorise les savoir-faire algorithmiques et
mécaniques dans l'objectif d’'une amélioration constante de l'usage des outils de
modélisation, ici le code de calcul aux éléments discrets LMGC90 (Figure 1.20).
L approche se préte également au diagnostic structurel des monuments historiques en
pierre de taille.

Figure 1.20 - Modélisation au contreventement des arches en pierre du marché
couvert de Saint Dizier par Uentreprise MiMeTICS, 2023, architectes Christophe
Aubertin et Aurélie Husson, studiolada

Que ce soit pour STONO ou MiMeTICS, I'expérience au sein de ces entreprises
spécialisées dans I'utilisation des modélisations, ici basées sur la méthode aux éléments
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discrets, est directement liée a des travaux de recherches universitaires, ici le Laboratoite
de Mécanique et Génie Civil (LMGC) a Montpellier, avec lesquels ont été introduites,
développées puis optimisées ces méthodes complexes, dans le but de les appliquer
ensuite a des cas d’applications concrets. C’est 'exemple d’une collaboration et d’un
transfert de compétences réussi, qui est amené a se développer plus encore au fil des
années grace a l'organisation de rencontres fructueuses de ces différents acteurs
(Journées Nationales de la Magonnerie, par exemple).

1.3.2 Conceptions de structures dans un contexte de recherche

Sauf les quelques exceptions dont on a vu des exemples dans le paragraphe
précédent, le contexte compétitif et réglementaire actuel rend trés difficile 'émergence
d’une véritable réflexion expérimentale prospective concernant les structures en pierre
dans le cadre de la pratique architecturale méme. Le contexte de la recherche
universitaire et notamment de la recherche en construction et en architecture semble
plus favorable a ’émergence de nouvelles modélisations, en dialogue avec des modes de
conception fondés sur la structure. Certaines universités et laboratoires de recherche
internationaux (MIT aux Ftats-Unis, ETH Zurich en Suisse, King’s College en
Angleterre, entre autres) ont donc développé, parmi leurs spécialités, une véritable
culture de la conception, souvent assistée par les outils numériques, et guidée par la
compréhension et la modélisation mécanique du matériau pierre.

L’un des exemples de réalisations nourries par les recherches sur la modélisation
numérique de la structure bloc a bloc est représenté par le Collier Memorial a
Cambridge, dessiné par Meejin Yoon et structurellement dimensionné par John
Ochsendorf et ses éléves. Cing branches de dimensions massives se rejoignent au niveau
d’une clé principale pour s’équilibrer totalement dans leurs poussées. Différentes
vérifications ont été réalisées uniquement a I'aide des théories de statique graphique
implémentées sur les logiciels de dessin assisté par ordinateur et de géométrie
dynamique. Structurellement, on retrouve ainsi le principe d’une voute clavée de type
funiculaire, composée de blocs soumis principalement a des sollicitations compressives.
Le travail d’équilibrage des composantes horizontales des efforts au niveau de la clé
principale est un rappel des développements de I’équipe de recherche de TETH Zurich

sur les structures en maconneries.
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Figure 1.21 - Sean Collier Memorial a Cambridge, 2015 et étude structurelle en
statique graphique (Fivet et al. 2018)

On peut également citer, comme 'un des laboratoire les plus influents de ce
mouvement de conceptions morphologiques de ce type, le « Block Research Group »
de l'université de Zurich, au sein duquel expérimentation a plusieurs échelles se
développe systématiquement conjointement a la théorie. Le développement d’outils et
de bibliotheques numériques efficaces (Rhinovault, COMPAS) permet de nourrir des
conceptions de structures en magonneries innovantes et structurellement efficaces.
C’est 'approche du funiculaire, initiée par Robert Hooke au XVII**
jour a I'aide des outils théoriques et numériques actuels qui est alors privilégiée. La
théorie des réseaux de forces, connue sous le nom de « Thrust Network Analysis »
(TNA), est développée par O’ Dwyer (O’Dwyer 1999) puis par Block (Block 2009) dans
le but d’analyser le cheminement des forces dans les formes de coques en compression

siécle, et sa mise a
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pure et d’optimiser ainsi la quantité de maticre utilisée dans leurs conceptions. Ces
développements ont amené notamment au développement du logiciel Rhinovault par
Rippman (Rippmann et al. 2013). Cet outil numérique utilise les propriété duales du
polygone des forces, non seulement pour évaluer le niveau de contrainte dans ce type
de structure, mais également pour influer sur sa géométrie méme. Les variables du
probleme mathématique sont donc, non seulement les efforts circulant dans la structure,
mais également certains parametres géométriques déterminés pour minimiser les forces
visibles sur le polygone dual (Figure 1.22). Ce jonglage inédit entre I'objet géométrique
et objet des forces qui le parcourent est rendu possible par I'utilisation de la théorie des
réseaux de forces et le respect de ses hypothéeses nécessaires, tout au long du processus
de conception.

(&

_]
E!

Figure 1.22 - Coque en compression dessinée a I'aide du logiciel Rhinovault (Davis et
al. 2012) ; au-dessous, de gauche a droite : (i) polygone funiculaire en axonométrie
(if) polygone funiculaire en projection horizontale (iii) dynamique des composantes

horizontales du polygone funiculaire

Notons que cette orientation des recherches autour de la question de I'équilibre
funiculaire permet également de nourrir des réflexions sur I'utilisation des matériaux
prédominants aujourd’hui. Par exemple, il devient possible d’imaginer que le systéeme
constructif usuel d’une dalle en matériau béton armé d’aciers, fonctionnant usuellement
en flexion, soit suffisamment optimisé dans sa conception pour ne fonctionner
principalement qu’en compression. C’est cette idée de transition d’un systéme structurel
fonctionnant usuellement en flexion vers un systeme au comportement mécanique
principalement en compression, qui a pu nourtir la création de prototypes tels qu'une
dalle dont la géométrie est générée par la direction privilégiée des contraintes de
compression lorsque la dalle est chargée sous son poids propre (Figure 1.23). Ce
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processus, en plus d’éviter 'insertion d’armatures en acier reprenant la traction, noyées
au sein méme du matériau, permet d’économiser jusqu’a 70% de maticre par rapport a
une dalle équivalente pleine (Rippmann et al. 2018).

8.79 kN 0.01 kN
_ J— ]

Figure 1.23 — Dalle béton imprimée en 3D (Rippmann et al. 2018) ; a droite, de haut
en bas : (a) polygone funiculaire en axonométrie (b) polygone funiculaire en projection
horizontale (c) dynamique des composantes horizontales du polygone funiculaire

Le processus de transition inverse, consistant a concevoir une structure, non pas en
béton, mais en pierre de taille, fonctionnant principalement en flexion plutot que selon
un fonctionnement de funiculaire comme c’est usuellement le cas pour les structures en
pierre, est également exploré dans plusieurs travaux relativement récents. Ce type de
démarche a par exemple été initié par Joél Sakarovitch et Giuseppe Fallacara avec la
redécouverte d’un systéme, décrit par Joseph Abeille 2 la toute fin du XVII*™ siécle
(Fallacara 2009). Une dalle, composée de claveaux trapézoidaux tous identiques,
fonctionne d’apres un schéma statique de structure réciproque (Figure 1.24). Chaque
bloc, de par son clavage particulier, s’appuie ainsi sur deux claveaux voisins, tout en
soutenant les deux autres claveaux voisins situés dans la direction perpendiculaire.
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Vanite Plate

Figure 1.24 - Représentation du systeme de dalle en pierre de taille reposant sur le
principe du clavage autobloquant de Joseph Abeille, tiré de (Gallon 1702)

Un tel systeme permet de mobiliser chacun des blocs, non plus principalement en
compression comme on a pu voir dans les exemples de voutes et de domes en pierre
présentés en 1.1, mais principalement en flexion. Par conséquent, 'amplitude des
poussées sur les périphéries d’un tel plancher se trouve alors diminuée, par rapport a
une voute surbaissée ayant les mémes caractéristiques géométriques (Brocato et al.
2015).

Plusieurs expérimentations constructives menées aux Grands Ateliers a
Villefontaine ont permis d’explorer les possibilités de morphologies et de mise en ceuvre
de ce systeme. Ces expérimentations sont menées de concert avec des modélisations
bloc a bloc aux éléments finis permettant de simuler I’élasticité des blocs ainsi que la
raideur élastique et le comportement plastique des interfaces (Figure 1.26). Plusieurs
applications concretes sous la forme de réalisations architecturales ont également pu
voir le jour, toutes basées sur ce principe constructif, comme par exemple la réalisation
d’une voute a Jéricho, dont les interfaces périphériques sont collées pour assurer la
stabilité globale de la structure (Figure 1.27).
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Figure 1.25 - Plancher fragmenté plat concu d’apres 'invention d’Abeille,
expérimentation constructive aux Grands Ateliers (Sakarovitch 2000)
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Figure 1.26 - Modélisation géométrique et mécanique a 'aide du code de calcul aux
éléments finis Cast3m (contraintes de Von Mises), paramétrée en fonction des
variations de certains parametres géométriques (Brocato and Mondardini, 2015)
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Figure 1.27 - Stone Matters, architecte AAU Anastas, 2017

Pour rappel, le terme "stéréotomie" (du grec « stéréo » : solide, « tomé » : coupe)
définit la maniere de découper chaque face d’un bloc de pierre, en fonction de son
emplacement particulier dans la structure globale. Les méthodes de conception
dominantes dans la maniere de concevoir les structures en pierre, depuis les toutes
premicres structures clavées, s’appuient principalement sur (i) la stéréotomie, parfois
actualisée par les apports des outils numériques, et sur (i) la capacité de résistance a la
compression du matériau, en se basant sur le principe mécanique de I'arche et ses dérivés
(conception par le funiculaire, par exemple). Ces approches sont progressivement mises
a jour grace a de nouvelles méthodes de conception s’appuyant sur les outils numériques
de la génération de la géométrie (usage de la géométrie dynamique, par exemple, avec
Grasshopper ou Geogebra) et sur la modélisation mécanique avancée du matériau et de
la structure. Les progres de ces modélisations mécaniques permettent d’envisager de
réinterroger le point (i), puisque celui-ci exclut des typologies de structures ayant
pourtant historiquement fait leur preuves, telles que les linteaux ou les structures en
encorbellement. Il devient alors possible d’explorer un plus large espace de conception.

L’une de ces méthodes présentées ici, qui consiste a faire travailler le matériau pierre
plutot dans ses capacités de reprise en flexion, que dans ses capacités de reprise en
compression, est désignée par le néologisme de "stéréoplexie", du latin « plectere » :
tresser, entrelacer (Brocato 2020). Ce type de conception de structures bloc a bloc en
pierre nécessite I'utilisation d’outils génératifs différents du funiculaire, utilisé plutot
pour des structures soumises principalement a des contraintes de compression (Figure
1.28). Une proposition consiste a exploiter l'analogie entre (i) la compatibilité
cinématique d’un origami et (i) 'équilibre en traction-compression combinés d’une
structure bloc a bloc réciproque associée (Brocato 2023).
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Figure 1.28 - Exemples de différents systemes constructifs et caractérisation de la
"stéréoplexie" par rapport (i) au matériau mis en ceuvre, la pierre, et (i) au type de

56

sollicitation principalement engagée dans la structure, la flexion




Chapitre 2
Comportements et modélisations

Ce chapitre présente dans un premier temps les résultats d’expérimentations liées
au comportement des éléments constitutifs des structures clavées : le bloc de pierre et
le joint de mortier. Le comportement de cette interface, pour des sollicitations
perpendiculaire (sollicitations de mode 1) et longitudinale (sollicitations de mode 2) a
son plan, est illustré par un exemple d’instrumentations précises réalisées sur un joint
de mortier (Venzal 2020), introduisant ainsi ses capacités de résistances transitoires
cohésives initiales, méme si, par la suite, le joint sera modélisé comme purement frottant,
sans résistance cohésive ni résistance en traction initiales. Dans un second temps, un
tour d’horizon des différents types de modélisations adaptées au structures en pierre est
présenté. Les différents types d’approches utilisées en analyse limite sont introduites,
avec la précision notamment des implémentations numériques des approches bloc a
bloc par I'analyse limite, sous forme de logiciels accessibles au public.
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La magonnerie est un matériau complexe du fait de son hétérogénéité, son
anisotropie, ses nombreuses variétés et possibilités de mise en ceuvre. Pour comprendre
son comportement mécanique, il est nécessaire de se pencher sur le comportement local
de I'interaction entre le bloc de pierre et le joint de mortier. A partir de ces observations
et mesures, on peut appliquer a un modele global de la structure ces considérations
locales et construire un certain nombre de modeles théoriques ayant chacun leurs
spécificités, leurs avantages et leurs inconvénients selon les cas d’étude.

2.1 Expérimentations du comportement

Les structures en pierre sont généralement décrites par deux composants
principaux : le bloc et le joint. Plusieurs considérations concernant 'agencement de ces
deux éléments selon la géométrie, la typologie, 'objectif de mise en évidence d’un
phénomeéne en particulier, vont permettre de déterminer quelle est la modélisation la
plus adaptée selon les situations.

Les modélisations, constituées par des équations mathématiques idéalisant le
comportement, sont nourries par un nombre fini de constantes physiques, déterminées
par Pexpérimentation. I’utilisation suffisamment rigoureuse de la métrologie permet de
déterminer le comportement de chacun des deux constituants, le joint et le bloc, et de
leur couplage. Deux modes de comportements peuvent étre identifiés a ’échelle d’'un
joint plan entre deux pierres, au sens du formalisme de la mécanique de la rupture : le
"mode 1" est défini comme une sollicitation perpendiculaire au plan du joint, le
"mode 2", comme une sollicitation tangentielle au plan du joint.

Les résultats d’expérimentations présentés dans cette partie sont principalement
issus de la these de Vincent Venzal (Venzal 2020), dont les essais récents ont permis de
nourrir notamment les modélisations menées pour le diagnostic structurel des vottes et
des appuis de la cathédrale Notre-Dame de Paris suite a 'incendie de 2019. Les résultats
d’expérimentations sont systématiquement mis en paralléle avec une approche de
modélisation donnée, ici 'approche éléments discrets avec contacts frictionnels de type
« Cohesive Zone Model » (CZM) utilisée par Venzal. De par sa nature de modélisation
bloc a bloc, ce modele est relativement proche des approches bloc a bloc par éléments
finis implémentées dans ce travail, qui seront présentées par la suite, en 4.1.2. Les
expérimentations associées peuvent donc également nourrir ces approches (Parent et al.
2023). Quelques illustrations qualitatives sont également issues de I'étude de
caractérisation de plusieurs types de magonneries par Pere Roca (Roca 2018) pour le
chantier de construction de la Sagrada Familia a Barcelone.

2.1.1 Mode de sollicitation en compression et traction
2.1.1.1 Pierre seule

Le bloc de pierre seul est modélisable comme un géo-matériau au comportement
¢lastique quasi-fragile en compression. Les tests instrumentés de mise en compression
d’éprouvettes de différents types de pierre permettent de mettre en évidence le module

d’élasticité initial du matériau. Lorsque le test est mené jusqu’a la rupture, on peut
déterminer la résistance maximale en compression. Selon la nature ductile
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(comportement comparable au béton) ou fragile (comportement comparable au verre)
de la pierre, la rupture des éprouvettes cylindriques se fait selon un schéma de
fissuration, respectivement conique ou vertical (Figure 2.1).

@) )

Figure 2.1 — Exemples d’éprouvettes de pierres suite a un essai de chargement en
compression (Roca 2018) : (a) pierre de Vargas a Cantabria, Espagne, fissuration
conique, comportement ductile, (b) gres d’arkose de Blavozy en Auvergne, fissuration
verticale, comportement fragile

Parmi les nombreuses campagnes de caractérisations physiques du matériau
effectuées au cours de ces dernicres dizaines d’années, il en ressort deux principaux
enseignements. D’une part, la dispersion des résultats semble significative. Pour deux
éprouvettes provenant d’'une méme carriere, la différence de raideur mesurée (module
d’Young) peut atteindre 30 % (Roca 2018). On confirme ainsi la variabilité relative du
matériau, due notamment a son anisotropie et a son hétérogénéité, meéme lorsqu’il est
considéré seul, sans aucun joints. Cependant, malgré cette dispersion statistique, on peut
tout de méme tirer un encadrement des valeurs mesurées, significativement différentes
selon les variétés.

D’autre part, le second enseignement de ces tests en compression du matériau pierre
seul confirme une propriété intéressante bien connue concernant sa mise en ceuvre
architecturale : sa résistance en compression est treés importante par rapport aux
sollicitations auxquelles le matériau pierre est soumis au sein des constructions usuelles.
Un rapide calcul théorique d’ordre de grandeur montre que pour amener une
éprouvette, sous son seul poids propre, a la rupture en compression, avec ’hypothése
d’une répartition de contrainte uniforme maximale dans la section, cela nécessiterait une
hauteur d’éprouvette au moins égale a 8.10° Pa/(9,81.2600 kg/m?®) =313 m. La
résistance en compression sera donc déterminante sur des cas de répartitions de
contraintes fortement localisées au niveau des joints de rupture (rotules plastiques),
comme on le verra dans les chapitres suivants.
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La résistance en traction de la pierre est généralement considérée d’'un ordre de
grandeur 10 fois inférieur a sa résistance en compression, avec quelques exceptions
significatives (granit par exemple). Plusieurs ordres de grandeurs selon les variétés du
matériau sont indiqués dans le tableau ci-dessous, dont les valeurs sont tirées de la
compilation de (Venzal 2020).

Masse Module Coefficient Résistance en | Résistance en
volumique d’Young de Poisson traction compression
(kg/m?) (GPa) (MPa) (MPa)

Calcaire 1800 - 2600 10 - 70 02-0.3 0.8 - 20 8 -200

Gres des Vosges | 2000 30 0.3 - 150

Granit 2600 40 - 70 0.2-0.3 - 70 - 280

Marbre 2600 - 2900 50 - 100 02-0.3 10 - 20 50 - 180

Béton 2300 30 0.2 3 30

Tableau 2-1 — Caractéristiques mécaniques de plusieurs types de pierre (Venzal 2020)

2.1.1.2 Complexe pierre et joint de mortier

Cependant, lorsque le méme type de test de compression est exécuté cette fois sur
un complexe magonneries-joints, la résistance maximale en compression de 'ensemble
pierre et mortier est différente. En effet, le mortier composant le joint, généralement un
mortier de chaux, se déforme plus que les blocs de pierre sous leffet d’'une contrainte
compressive donnée, du fait de sa souplesse plus importante. La déformation de ce
mortier confiné entraine alors une rupture en traction du bloc dans le sens du
chargement, du fait de la cohésion de I'interface entre le joint et le bloc (Figure 2.2). La
résistance totale f, du complexe pierre mortier est donnée par la formule suivante tirée
de 'Eurocode 6 :

fe = Kf"7 fn?

Avec f, la résistance de la pierre seule en compression, f;, la résistance du mortier seul
en compression et la constante K = 0.45 pour la pierre naturelle. Cette formule se vérifie
bien en pratique sur des expérimentations de modules pierre-mortier en compression
(Roca 2018). Notons que cet effet de dégradation de la résistance globale en
compression est d’autant plus important que ’épaisseur du joint augmente.
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Figure 2.2 - Fissures continues dans le sens du chargement de compression d’un
complexe blocs-joints (Roca 2018)

Lorsque les caractéristiques élastiques de la pierre seule ont été déterminées, les
expérimentations de traction d'un module pierre-mortier-pierre permettent de connaitre
les caractéristiques du comportement du joint de mortier et des interfaces entre le
mortier et la pierre, indépendamment de Délasticité de la pierre en mode 1. Ce
comportement peut étre modélisé avec une premicere phase élastique jusqu’au pic de
résistance en traction. A la suite de ce pic, une phase d’endommagement permet de
modéliser la dissipation d’énergie progressive, au fur et a mesure de ouverture normale
du joint (Figure 2.3). Les tests sur éprouvettes (Figure 2.4) permettent de déterminer
directement ces valeurs a intégrer aux modeles d’interfaces en mode 1.
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Figure 2.3 - Comportement de I'interface pierre-mortier en traction : moyenne des

résultats des essais en rouge et courbe théorique du modele CZM en noir (Venzal
2020)
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[tetets

Bloc de pierre 1

Joint de mortier [

Bloc de pierre 2

Figure 2.4 - Essai de traction sur un module pierre-mortier-pierre (Venzal 2020) et
schéma de principe

2.1.2 Complexe blocs et joint de mortier en cisaillement

Le comportement en cisaillement de I'interface joints-blocs est mis en évidence par
la sollicitation d’un bloc central dans un module composé de trois pierres séparées par
deux joints de mortier (Figure 2.5). L’ensemble est soumis a une contrainte de
compression donnée. Ce type d’essais permet de mettre en évidence, de la méme facon
que pour le mode 1, une dissipation d’énergie cohésive a la suite d’une phase élastique
initiale. Cette cohésion, endommagée au fur et a2 mesure de la sollicitation tangentielle,
se conjugue avec un comportement frottant qui prend le relais au fur et a mesure de
Iendommagement. Apres la phase transitoire d’endommagement de la cohésion, le
comportement est celui d’'un contact frottant non cohésif selon le critere de Coulomb
(Figure 2.6). Il est également possible de considérer que I'angle de frottement initial du
critere de Coulomb se dégrade pour atteindre une valeur palier finale.

Joint de Joint de
mortier 1 mortier 2

‘®& Blocde Bloc de
pierre 1 pierre 3

Bloc de l

pierre 2

Wb

Figure 2.5 - Essai de cisaillement sur un triplet de blocs séparés par deux joints de
mortier (Venzal 2020) et schéma de principe
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Figure 2.6 - Modélisation CZM du comportement de l'interface en mode 2 (Venzal
2020) ; notons que I’évolution puis les paliers finaux des contraintes tangentielles
totales et frictionnelle (respectivement en noir et en bleu) dépendent du niveau de
contrainte de compression, tandis que I’évolution élastique puis endommagée de la
contrainte due a la cohésion, représentée en rouge, est indépendante du niveau de

compression de l'interface

1.0

‘,.f‘\ — o, =017+ 0y

0.8

0.6

0.4

Shear stress [MPal

0.2

0.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Shear displacement [mm|]

Figure 2.7 - Comportement de l'interface pierre-mortier en cisaillement : moyenne des
résultats des essais en rouge, vert et bleu pour des niveaux de compressions différents
imposés au triplet, identification des courbes théoriques du modéle CZM des
contraintes tangentielles totales en noir et de la courbe théorique du modele CZM de
la contribution cohésive en pointillés rouge (Venzal 2020)
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Les résultats de ces essais mettent en évidence le méme type de comportement
adoucissant en mode 2 qu’on pouvait déja rencontrer en mode 1. Dans les deux cas, le
caractere cohésif et résistant a la traction du joint de mortier est endommagé au fur et a
mesute de 'ouverture normale et/ou tangentielle. La différence en mode 2 par rapport
au mode 1 se trouve dans I'ajout d’une résistance supplémentaire due au frottement
coulombien. De la méme facon que précédemment, pour le mode 1, les essais
expérimentaux permettent de caler les parametres numériques de ces lois de
comportements théoriques (Figure 2.7).

Sur les éprouvettes, la rupture finale est observée au niveau de linterface méme
entre la surface de la pierre et la surface du joint de mortier (Figure 2.8).

Figure 2.8 - Rupture visible de l'interface entre le bloc de pierre et le joint de mortier
apres une sollicitation en cisaillement (Roca 2018)

Notons que selon les types de mortiers (chaux hydraulique, chaux aérienne...) et la
rugosité des interfaces pierre-mortier, les valeurs des caractéristiques identifiées pour les
lois de comportement de mode 1 et de mode 2 (résistance en traction et cohésion
initiales, raideurs normale et tangentielle, angle de frottement de Coulomb, profils des
endommagements de mode 1 et 2...) peuvent étre significativement différentes. En
pratique, la résistance au glissement est souvent modélisée par une loi de frottement de
Coulomb avec un coefficient de frottement égal a 0.7 ou 0.8, ce qui correspond
respectivement a un angle de frottement de 35° et 39°.

2.2 Stratégies de modélisations des structures en
magonnetries

Il existe de nombreuses méthodes de modélisations adaptées a I’étude des structures
en pierre. Néanmoins, aucune ne peut se targuer de réunir en méme temps toutes les
qualités d’une modélisation qu’on pourrait considérer comme idéale. La qualité d’une
modélisation s’évalue bien évidemment par sa capacité prédictive des cas pour lesquels
elle a été congue mais également selon d’autres criteres moins théoriques mais
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concernant plus leurs conditions pratiques d’applicabilité (ressources numériques
disponibles, freins théoriques, etc.).

Par exemple, une modélisation tres détaillée, permettant de prévoir théoriquement
avec une tres grande précision le comportement d’une tres grande généralité de cas, sera
vraisemblablement moins utilisée en pratique du fait de sa probable lourdeur de mise en
ceuvre (théories et exécutions trop complexes, utilisation de codes de calculs et/ou de
logiciels tiers, ressources de calcul nécessaires importantes, temps de calcul prolongés,
post-traitement des résultats...). En effet, tout 'art de I'ingénieur consiste a déterminer,
a priori, a quels parametres déterminants seront sensibles les résultats visés d’une étude
de cas donnée. S’il existe une autre modélisation plus économe dans sa mise en ceuvre
numérique qui permet d’obtenir des résultats d’une précision suffisante, comparable a
ceux qu’on obtiendrait par une modélisation plus fine et plus couteuse, alors on a
évidemment tout intérét a utiliser la méthode la plus économique.

Ces considérations peuvent se généraliser pour n’importe quelle pratique
scientifique. L.a connaissance et la curiosité critique envers les nombreuses possibilités
théoriques disponibles, alliées avec une expérience importante dans la pratique
calculatoire sur des cas concrets, permet une utilisation non seulement nécessaire mais
aussi suffisante des différents outils de modélisation disponibles. La pratique nous
confirme qu’il est en général rarement judicieux de ne se contenter d’interpréter une
méthode de modélisation que comme une simple boite noire, de laquelle on tire un
résultat a partir de données d’entrée, sans jamais s’interroger sur l'ensemble des
hypotheses théoriques idéalisées sur lesquelles on s’appuie irrémédiablement.

2.2.1 Echelles de modélisation

Une classification des méthodes de modélisation existantes pour les structures en
pierre consiste a différentier ’échelle prise en compte pour simuler le matériau
composite pierre-joints et la définition géométrique de ses composants. De ce point de
vue-la, on peut identifier trois approches principales.

Une premiere approche consiste 2 modéliser le bloc de pierre et le joint de mortier
avec un type d’élément de méme nature. Les deux composants ont alors le méme niveau
de description volumique tridimensionnel (surfacique bidimensionnel si le calcul est
mené en 2D) et sont liés par une interface bidimensionnelle entre le volume de la pierre
et le volume du mortier (unidimensionnelle si le calcul est mené en 2D). Cette approche
est représentée en Figure 2.9 (a).

Une seconde approche consiste 2 modéliser 'interface bloc-mortier et le mortier
par un seul et méme ¢élément équivalent, d’une dimension inférieure a la dimension du
bloc de pierre. Si le calcul est mené en 3D, le bloc est donc modélisé par des éléments
tridimensionnels et I’élément équivalent au joint et a linterface bloc-mortier est
modélisé par des éléments bidimensionnels (respectivement, par des éléments
bidimensionnels pour les blocs et unidimensionnels pour les joints, si le calcul est mené
en 2D). Ainsi, dans ce type d’approche, deux blocs successifs sont visuellement en
contact direct, pourtant, un joint d’une certaine épaisseur est bel et bien simulé entre ces
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deux blocs. Cette approche est illustrée en Figure 2.9 (b). Cest ce type d’approche qui
sera mis en ceuvre dans le cadre de ce travail.

Un troisieme type d’approche modélise le matériau composite pierre-joints comme
un seul et méme matériau homogene dont les caractéristiques mécaniques sont
équivalentes au comportement de la magonnerie appareillée. Le comportement non-
linéaire de 'assemblage pierre-joints est alors contenu dans les équations caractéristiques
du matériau homogene. Celui-ci est donc modélisé géométriquement comme un unique
¢lément tridimensionnel (bidimensionnel pour un calcul 2D). Visuellement les joints et
leurs géométries moyennées ne sont donc pas visibles mais sont néanmoins bien pris en
compte. Cette approche est représentée en Figure 2.9 (c).

Les deux premiers types de modélisations sont appelés approches micro-échelle et
le troisieme type, approche macro-échelle (Figure 2.9).

Mortar Unit “Unit”

Interface . _
Unit/Mortar “Joint™” Composite

(a) (b) (c)

Figure 2.9 - Caractéristiques géométriques des approches (a), (b) micro-échelle et (c)
macro-échelle relativement aux blocs et aux joints de mortier, tiré de (Lourengo 2002)

2.2.2 Classification générale

Un autre type de classification proposée par (D’Altri et al. 2020) permet de
distinguer les différents types de modélisation, non seulement selon leur échelle, comme
vu dans le paragraphe précédent, mais également selon les caractéristiques des
approches mécaniques mises en ceuvre. Quatre catégories sont alors décrites.

Les modélisations bloc a bloc (« Block-based models », Figure 2.10) désignent les
modélisations micro-échelle décrites dans le paragraphe précédent, prenant en compte
le découpage en blocs de la structure. On peut trouver, par exemple, dans ce type de
modélisation des approches par éléments discrets, des approches par éléments finis mais
également par analyse limite dans le cadre de calculs a la rupture des structures. C’est a
cette catégorie de modélisations qu’appartiennent les modélisations mises en ceuvre
dans ce travail.

Les modélisations en matériau continu homogene (« Continuum homogeneous
models », Figure 2.10) sont basées cette fois-ci sur une description a Déchelle
macroscopique de la magonnerie, telle que décrite dans le paragraphe précédent. Un
motif de découpage de la structure est considéré comme périodique et confere au
matériau des propriétés anisotropes en général non-linéaires. Des modeles
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d’endommagements et/ou de plasticités peuvent étre utilisés pour simuler les
ouvertures de fissures et d’autres types de comportements complexes internes au
matériau (frottement, cohésion, dilatations thermiques, influence de la perméabilité,
etc.). Lutilisation de méthodes aux éléments finis sont plutot privilégiées dans ce type
de modélisations. Des méthodes aux éléments finis particuliéres basées sur le calcul a la
rupture sont également envisageables dans ce cadre de la modélisation d’un matériau
périodique homogene continu, pour lequel certains criteres de résistances particuliers
sont appliqués.

Les modélisations basées sur la géométrie (« Geometry-based models », Figure 2.10)
considerent en général la structure comme un seul et unique matériau infiniment rigide,
en général conjointement a ’hypothése d’un critére de résistance nul a la traction
appliqué au matériau continu. En se basant uniquement sur ces considérations
mécaniques et sur la donnée de lenveloppe géométrique de la structure, des
raisonnements basés sur les approches cinématique par 'extérieur ou statique par
I'intérieur du calcul a la rupture permettent de décrire suffisamment finement le
comportement mécanique de certaines structures (structures funiculaires avec les
réseaux de forces sans prise en compte des joints, par exemple, ou encore description
cinématique a 'aide du principe des puissances virtuelles appliqué sur des modes de
ruptures de structures voutées, par exemple). Ce type de modélisations possede
Iavantage d’étre traitées dans un cadre parfois purement analytique, pour les cas de
géométries simples, ayant des propriétés de symétries par exemple, sans nécessairement
utiliser d’approches numériques basées sur des résolutions algorithmiques, comme dans
le cas de la plupart des autres méthodes de modélisations.

Enfin, les modélisations sous forme de cadres structurels équivalents (« Equivalent
frame models », Figure 2.10) permettent de simuler simplement certaines typologies de
structures de maniere optimale du point de vue des ressources mises en ceuvte pour la
résolution numériques, a laide d’une stratégie d’homogénéisation d’éléments
équivalents a des panneaux magonnés, reliés entre eux par des liaisons aux raideurs
particulieres. Ce type de modélisation est utilisé pour simuler principalement des cas de
chargements sismiques.
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i e i

Block-based models Continuum homogeneous Geometry-based Equivalent frame
(BBM) models (CHM) models (GBM) models (EFM)

Serpieri®
etal. 1
2017)

Pela et al. 1 £
< (2013) I \

Bruggi (2014)  Fraternali (2010)

Marmo & Rosati

Cakt et
al. (2016)

. TES S 79

Milani
(2008)

S

(2017) < R
Angelillo [20151)

I \HH"II\I 111

Lourengo & Rots (1997)

Calio et
al. (2012)

Portioli et al. (2014) Lagomarsino (1997)

Figure 2.10 — Catégories des approches de modélisations des structures en
magonnerie, d’apres (D’Altri et al. 2020)

Rappelons que le choix de 'utilisation d’un type d’approche par rapport a une autre
dépend d’un certain nombre de facteurs variés : précisions et natures des informations
géométriques et mécaniques disponibles, typologies des structures a modéliser,
chargements appliqués a la structure, disponibilités des ressources de calculs, etc. Par
ailleurs, l'utilisation conjointe de plusieurs approches indépendantes peut permettre (i)
de mieux cerner le comportement d’une structure avec un niveau de certitude plus
important et (i) d’améliorer conjointement chacune des approches en réinterrogeant les
hypotheses de modélisations grace a la comparaison des méthodes et la prise de
conscience de leurs angles morts propres (Parent et al. 2023).

2.2.3 Les méthodes de modélisations par ’analyse limite

Comme vu au paragraphe précédent, les approches utilisant 'analyse limite, cas
particulier du calcul a la rupture, peuvent étre rencontrées dans les différentes catégories
de modélisations des structures en magonnerie proposées par (D’Altri et al. 2020). Cette
généralisation de son utilisation tient a la spécificité de sa définition théorique : le calcul
a la rupture permet d’obtenir des informations sur la rupture globale de la structure,
grace a certaines particularités théoriques mécaniques intéressantes a exploiter, qui
seront détaillées dans les chapitres suivants.

Notons simplement pour le moment que deux approches sont possibles dans le
cadre du calcul a la rupture (Salencon 1983). D’une part, 'approche statique par
Iintérieur consiste a s’appuyer sur les criteres de résistances internes du matériau et sur

68



Chapitre 2
Comportements et modélisations

les équations d’équilibres de la statique pour obtenir des états d’équilibres
potentiellement stables de la structure en maconnerie. D’autre part, approche
cinématique par I'extérieur consiste a exploiter le théoréeme des puissances virtuelles
pour évaluer les puissances dissipées par des mécanismes virtuels de la structure et ainsi
identifier des bornes hautes des charges de rupture, associées a leurs mécanismes de
rupture. La description de ces deux approches seront détaillées dans les chapitres
suivants.

2.2.3.1 Approches par homogénéisation du matériau

Par exemple, les travaux développées dans (de Buhan et al. 1997) mettent en ceuvre
une approche cinématique par 'extérieur appliquée a un matériau homogene équivalent
a un mur en maconnerie. Ce type de modélisation a permis de nourrir de nombreux
travaux encore jusqu’a récemment, ou le méme type d’approches peut étre implémenté
dans le cadre de méthodes numériques aux éléments finis et comparés a des campagnes
expérimentales, dans 'exemple de (Colas et al. 2008) avec une application sur des murs
de soutenements en pierre seche (Figure 2.11), ou plus récemment (Donval et al. 2022)
pour une application a I’étude du comportement d’'un mur magonné soumis a des
sollicitations thermiques.

h
/l/

Figure 2.11 — Paramétrage du mécanisme de rupture considéré pour un mur de
soutenement en matériau homogénéisé, tiré de (Colas et al. 2008)

2.2.3.2 Approches basées sur la géométrie

Comme précisé dans le chapitre précédent, Papplication de I’analyse limite au cas
des structures en macgonneries par Heyman (Heyman 19606), lui-méme inspiré de
(Kooharian 1952), a pu engendrer un nombre florissant de méthodes de modélisations
adaptées pour I’étude des structures clavées et utilisant les fameux criteres d’Heyman.
Par exemple, des modélisations par I'analyse limite, utilisées dans le cadre d’approches
basées sur la géométries, mettent en ceuvre des approches statiques par 'intérieur, basées
sur les criteres d’Heyman, pour estimer I’état d’équilibre de certains types de structures
en pierre.

L’approche funiculaire, déja évoquée dans le chapitre précédent en 1.3.2, rentre
ainsi dans cette catégorie. Introduite dans (O’ Dwyer 1999) puis développée dans (Block
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2009), cette méthode intégre dans ses parametres variables numériques, non seulement
les caractéristiques statiques (composantes horizontales des efforts internes), mais
également géométriques (altitudes des points d’intersection des efforts internes
appliqués en chacun des blocs) des réseaux de forces parcourant la structure, au prix de
quelques hypothéses restrictives (unicité de la direction des efforts extérieurs appliqués
a la structure, intersection en un méme point des efforts appliqués a un bloc).

Cette particularité permet d’appliquer cette méthode a la recherche numérique
exhaustives de morphologies funiculaires respectant ces hypothéses, comme déja vu en
1.3.2 avec 'exemple de 'implémentation de Rhinovault (Rippmann et al. 2013). Cette
méthode peut également étre implémentée numériquement pour la compréhension
mécanique et le diagnostic de structures existantes comme lillustrent les travaux de
(Oikonomopoulou 2009) et plus récemment, de (Maia Avelino 2023) pour les structures
gothiques, ou encore, dans une version étendue par (Fantin 2017) pour différentes
typologies de structures clavées (Figure 2.12).

A

%ﬁﬁﬁﬁﬁzﬁﬁw
OO

Forces in vertical branches

Figure 2.12 — (a) Géométrie d’un plancher plat appareillé "a la Abeille", (b) Réseau de
forces admissible, illustrations tirées de (Fantin 2017)

D’autres approches basées sur la supposition a priori de caractéristiques
géométriques des distributions d’efforts internes permettent d’établir aisément des
expressions analytiques de d’efforts admissibles pour les critéres d’Heyman pour
certaines structures. L’approche statique par lintérieur est par exemple utilisée dans
(Barsi 2022) pour établir des expressions analytiques de surfaces elliptiques, permettant
de décrire des distributions d’efforts internes de type coques appliqués a des exemple
de domes.
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2.2.3.3 Approches bloc a bloc en analyse limite

A la différence des approches basées sur la géométrie, une approche bloc a bloc par
analyse limite, telle que celle qui sera utilisée dans ce travail, ne présuppose pas
d’hypotheses géométriques a priori concernant les modes de rupture considérés ou les
formes des solutions d’efforts internes admissibles (D’Altri et al. 2020). Les blocs sont
ici considérés comme infiniment rigides. Les seuls criteres de résistances sont évalués
au niveau des joints entre blocs. Comme on le verra dans les chapitres suivants, les seuls
parameétres variables dans ces approches sont donc des parametres statiques : les
caractéristiques des efforts aux joints. Ce genre d’approche se préte particulierement a
une implémentation numérique puisque ce type de formulation aboutit généralement a
I'expression d’un probléme d’optimisation convexe sous contraintes.

Questions autour du critére de Coulomb

Les premiers travaux d’une telle approche de I'analyse limite, utilisée pour les
structures bloc a bloc bidimensionnelles dans (Livesley 1978), puis pour les structures
tridimensionnelles dans (Livesley 1992), font déja état du probléeme de la prise en
compte d’un joint forcément dilatant dans le cadre d’une approche classique de I’analyse
limite appliquée a un matériau au comportement standard, lorsque le critere de
frottement de Coulomb est activé, question théorique déja soulignée dans (Drucker
1954).

Pour répondre a cette question, plusieurs approches, telles que celles développées
dans (Ferris et al. 2001) proposent alors différentes procédures de résolution directes
par la résolution d’'un probleme mathématique d’optimisation non convexe (appelé
MPEC, pour « Mathematical programming with equilibrium constraints »).

D’autres approches, telles que celle proposée dans (Gilbert et al. 2000) et dans
(Portioli et al. 2014), suggerent une méthode de résolution itérative, consistant a
résoudre successivement une série de problemes d’analyse limite, en modifiant peu a
peu le critere de Coulomb, pour converger vers un critere proche d’un critere cohésif
de type Tresca.

Approches concave et convexe

Au-dela de ces considérations concernant la prise en compte du critere de
frottement de Coulomb en analyse limite, on différentie deux approches distinctes dans
les propositions d’implémentations de I’analyse limite bloc a bloc, concernant
I'expression des contraintes généralisées statiques au niveau des joints (Figure 2.13).

D’une part, 'approche concave, utilisée par exemple dans (Smars 2000), (Ordufia
et al. 2005) ou (Portioli, Casapulla, et al. 2013), consiste a exprimer les contraintes
généralisées d’efforts et de moments au centre du joint considéré ((b) sur la Figure
2.13)). L’approche convexe, utilisée par exemple dans (Gilbert et al. 1994) ou (Portioli
et al. 2014), consiste a exprimer les contraintes généralisées d’efforts aux sommets des
interfaces des joints ((c) sur la Figure 2.13)).
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Ces deux approches sont équivalentes puisque le passage de I'une a I'autre se fait
par un changement de variables linéaire sur les efforts internes, comme on le verra par
la suite, en 8.2.2.3. L’appellation, plutdét métaphorique, d’approche "concave", pour
désigner deux blocs dont les surfaces du joint seraient légérement bombées et
entreraient alors en contact au niveau d’un unique point, n’a donc a prioti pas vocation
a désigner une interprétation physique du contact, de méme que pour 'approche dite
"convexe", pour désigner deux blocs dont les surfaces du joint seraient légerement
creusées et entreraient alors en contact au niveau de leurs sommets. Ces appellations
désignent donc plutét la stratégie d’implémentation choisie pour 'expression des
contraintes généralisées aux joints.

interface 4’

block <=t
— =

(a) ()

Figure 2.13 — Approches dites (b) concave et (c) convexe pour la définition des
contraintes généralisées au niveau des joints, tiré de (Portioli et al. 2014)

Logiciels d’analyse limite en bloc a bloc

Plusieurs logiciels et codes de calcul rendus accessibles au public, et implémentant
ces méthodes, ont pu voir le jour ces dernieres décennies, dans le but d’une utilisation
concrete, souvent appliquée au diagnostic de structures existantes.

Le logiciel VOUTE du Centre d'études et d'expertise sur les risques,
l'environnement, la mobilité et I'aménagement (Cérema), anciennement Service d'études
sur les transports, les routes et leurs aménagements (Sétra), un organisme public
francais, est développé initialement dans le cadre du travail présenté dans (J. M. Delbecq
1983). Ce logiciel, programmable par commandes de calculs, permet de définir des
courbes d’intrados et d’extrados d’une section 2D d’un pont en magonnerie (exemple
en Figure 2.14) et estime les lighes de pression contenues dans cette géométrie, avec la
prise en compte d’un critére de résistance finie en compression. Les entrées et sorties
de ce code de calcul sont purement numériques, ce qui peut rendre sa manipulation peu
aisée d’un point de vue utilisateur.
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x = 450 m

Figure 2.14 — Exemple de géométrie traitée par le code de calcul VOUTE, tiré de (J.
M. Delbecq 1983)

L’approche développée dans (Gilbert et al. 1994), puis concrétisée dans (Gilbert
2001), a permis I’édition d’un logiciel orienté métier, « LimitState : RING », comportant
une interface utilisateur accessible et facile a prendre en main. Ce logiciel permet de
résoudre directement des problemes de calculs a la rupture bidimensionnels concernant
les ponts en magonnerie (exemple en Figure 2.15), dont certaines caractéristiques
géométriques peuvent ctre adaptées par lutilisateur, soumis a des charges non
uniformes dues aux passages des véhicules et a la transmission des efforts par le
remplissage du remblai au-dessus de 'extrados des arches du pont.
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Figure 2.15 — Exemple d’utilisation du logiciel « Limit State : RING », tiré de
(« LimitState:RING - Page Web » 2023)

Plus récemment, de nouvelles implémentations permettent d’appliquer des calculs
a la rupture sur des structures bloc a bloc 3D. Le code LiaABlock_3D (Cascini et al.
2020) développé dans MATLAB et accessible via une interface utilisateur représente
probablement I'implémentation la plus compléte a ce jour de ce type d’approche
appliquée a des cas tridimensionnels. A partir d'une géométrie bloc a bloc en 3D
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dessinée dans un logiciel de dessin assisté par ordinateur, l'utilisateur en extrait
manuellement, a I'aide de certaines routines disponibles dans le logiciel de dessin
AutoCAD, les données géométriques constituant les blocs de forme parallélépipédique
et les joints de formes rectangulaires, pour pouvoir les intégrer ensuite en données
d’entrée du code de calcul, avec la donnée manuelle des informations topologiques
(identification des contacts entre blocs). La modélisation mécanique est tres compléte
puisqu’elle permet a lutilisateur plusieurs types de modes de chargement (forces
appliquées, séismes, capacités d’appuis) dans le cadre de 'approche itérative développée
dans (Portioli et al. 2014), effacant ainsi les problématiques liées a la prise en compte de
la dilatance. Il est également possible d’ajouter des éléments en traction, type tirants
(exemples en Figure 2.106).

Figure 2.16 — Exemple de structures patrimoniales étudiées avec LiaABlock_3D, tiré
de (Cascini et al. 2020)

L’environnement de travail COMPAS, développé au sein du « Block Research
Group » de l'université de Zurich, integre une librairies de fonctions adaptées a la mise
en données géométriques et topologiques des structures bloc a bloc (Iannuzzo et al.
2021). Différentes approches bloc a bloc basées sur l'analyse limite sont ainsi
implémentées sous la forme de fonctions propres au sein de cet environnement de
travail numérique, tels que les travaux de (Iannuzzo et al. 2020) pour une proposition
d’approche mécanique d’une structure bloc a bloc sujette a des grands déplacements par
I'analyse limite, ou encore les formulations par pénalisations développées dans (Kao et
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al. 2021) et (Kao et al. 2022) pour des applications a I'optimisation de ’équilibre de
certaines structures au cours des étapes de leur montage (Figure 2.17).

Figure 2.17 — Phasage du montage d’une structure bloc a bloc, au sein de
Ienvironnement de travail COMPAS, tiré de (Kao et al. 2022)
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Ce chapitre présente les motivations et les enjeux de la réalisation de ce travail. De

maniere générale, on présente la pertinence et les limites de I'utilisation des approches
bloc a bloc dans le cadre d’un processus de conception et pour décrire le comportement
mécanique des structures existantes, traitées dans ce travail : plates-bandes, dome de la
cathédrale de Pise, arc-boutant et voute sexpartite de la cathédrale Notre-Dame de Paris.
Les différents apports des modélisations bloc a bloc par éléments finis et par I'analyse
limite sont exposés, ainsi que la maniere dont s’articulent ces deux types de

modélisations théoriques, menées de maniere indépendante a I'aide de méthodologies

de calculs numériques différentes.
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3.1 Opbijectifs généraux

3.11 Intéréts du choix des approches bloc a bloc

Comme vu en 2.2, il existe dans la littérature scientifique actuelle une grande
quantit¢é de types de modélisations disponibles différentes pour décrire le
comportement des structures en pierre. Chacune posséde des avantages et des
inconvénients et s’utilise dans un cadre bien défini, propre au contexte de I’étude de la
structure qui doit étre modélisée. Par exemple, certaines approches considerent la
structure comme constituée d’un seul et méme matériau homogene équivalent ayant
généralement des propriétés non-linéaires. D’autres modélisations considérent chacun
des blocs séparément et d’autres encore utilisent conjointement ces deux approches.

Dans le cadre de ce travail, les approches bloc a bloc sont privilégiées puisque ce
type de modélisation permet de rendre compte suffisamment précisément des non-
linéarités des comportements au niveau du joint, qui conférent a la structure globale
toutes ses capacités de ductilité. On pourra ainsi rendre compte du role primordial de la
résistance en frottement entre les interfaces, principal déterminant de la stabilité des
structures appareillées. En effet, sans une résistance au frottement minimale, la grande
majorité des structures en pierre que 'on connait ne pourraient se tenir. I est donc
nécessaire de quantifier ce phénomene, selon les différents cas.

Par ailleurs, les méthodes bloc a bloc ont I'avantage de décrire et de prendre en
compte avec précision la stéréotomie, c’est-a-dire le découpage en blocs clavés et
appareillés, parfois complexe de la structure. Dans les cas d’études qui serons
rencontrés, le découpage est effectivement complexe et irrégulier. Le choix de ce
découpage détermine méme parfois de maniere significative les résultats de la simulation
du comportement mécanique global de la structure.

Le recul sur I’histoire des techniques de construction des structures en pierre, éclairé
par la compréhension actuelle de leur stabilité mécanique, nous permet de mesurer a
juste titre le role primordial de la modélisation mécanique de la structure au sein du
processus de conception actuel. La maniere de prendre en compte le comportement du
matériau nourrit forcément la méthode de mise en ceuvre et le type de morphologies
générées. L’exploration d’un espace de conception, constitué¢ de lensemble des
solutions morphologiques mécaniquement stables, peut donc étre tres différente selon
qu’on utilise une méthode de modélisation ou une autre pour décrire le comportement
de la structure en pierre.

L’adoption des méthodes bloc a bloc permet, dans ce cadre-la, d’anticiper les
comportements d’une importante diversité de typologies de structures en pierre
connues aujourd’hui (structures funiculaires ou "stéréoplexiques”, par exemple), et peut-
étre d’en inventer de nouvelles plus tard.

3.1.2 Investigations numériques sur des structures existantes

Réciproquement, un processus de conception s’appuyant sur un ensemble
d’hypotheéses trop restreint pourra probablement aboutir a un échec si les conditions
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physiques de la rupture ne sont pas prises en compte par la modélisation (exemple en
Figure 3.1). Une approche empirique par essais-erreurs, strictement nécessaire
auparavant lorsque les outils théoriques et/ou numériques n’étaient pas suffisamment
disponibles, est aujourd’hui facultative, voire a éviter, grace a I'utilisation suffisamment
renseignée des outils théoriques et numériques disponibles aujourd’hui.

Figure 3.1 - Exemple d’une structure bloc a bloc et tirants, montée a joints secs, ayant
rompu par torsion des joints dans la direction hors plan, apres quelques heures, sous
leffet d’une charge de vent dynamique oscillante trop importante, la modélisation
utilisée dans ce cas précis permettait de ne valider que le comportement statique dans
le plan et ne pouvait donc pas anticiper ce type de rupture ; structure réalisée en
septembre 2022 dans un cadre pédagogique (voir annexe A.2)

Néanmoins, en pratique, lorsque les recherches se situent aux fronticres de
I'exploration des capacités du matériau qu’on connait actuellement, et impliquent une
compréhension de comportements nouveaux, on se retrouve finalement renvoyé a des
processus itératifs de types essais-erreurs, de mémes natures fondamentales que ceux
auxquels les constructeurs d’hier étaient confrontés. Ces processus itératifs ne sont alors
pas seulement de nature physique (compréhension progressive du comportement
mécanique des structures par la construction de prototypes expérimentaux successifs,
par exemple) mais peuvent étre également de nature numériques. Parfois, certains
résultats d’'une simulation complexe contredisent les intuitions qu’on pouvait avoir a
priori concernant le comportement de la structure. Apres de multiples vérifications
préalables de la mise en ceuvre correcte des hypotheses de simulations (correction
d’éventuels dysfonctionnement du programme informatique), on peut alors s’engager
sur une nouvelle piste en explorant de nouvelles possibilités théoriques, grace a la
compréhension des causes de ce comportement global simulé, a priori contre-intuitif.
Cette exploration se fait donc bien sous la forme d’une implémentation cyclique,
dévoilant au fur et a mesure des nouveaux résultats numériques, une compréhension
toute neuve de phénomenes non anticipés jusqu’alors.

Ce processus d’investigation numérique, dont les dernicres itérations sont
présentées dans les cas d’applications de ce travail, est exécuté sur des structures
existantes suffisamment complexes, dont la connaissance préalable des caractéristiques
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géométriques et mécaniques sont suffisamment maitrisées : plates-bandes, dome, arc-
boutant et voute gothique.

Cependant, les outils numériques implémentés pour ’étude mécanique de ces
structures doivent pouvoir, non seulement étre adaptés a I’étude de constructions
existantes, mais également étre intégrables a un processus de conception de structures
neuves, dans un espace de conception suffisamment large.

3.1.3 Intégration de P’analyse mécanique dans le processus de
diagnostic ou de conception

L’utilisation de méthodes bloc a bloc permet de situer la modélisation au sein méme
du processus de conception. Pour faire en sorte que la mécanique de la structure reste
un critere de conception déterminant, voire 'un des criteres de conception principaux
d’une nouvelle structure innovante en pierre appareillée, il est nécessaire d’intriquer une
analyse mécanique au sein du stade précoce de I'esquisse du dessin de conception
purement géométrique. Dans la pratique, lutilisation des technologies de
représentations numériques assistées par ordinateur actuelles (logiciel Rhinoceros et son
plugin de géométrie dynamique Grasshopper, par exemple) fournit un environnement
de travail idéal pour intégrer un diagnostic mécanique s’appuyant sur des modélisations
bloc a bloc.

Dans le cadre particulier de la recherche exploratoire de structures en pierre
innovantes, la génération de solutions peut prendre divers point de départ: une
technique de fabrication donnée (montage sans structure auxiliaire, a joints secs, ou
non...), des conditions d’exécutions particulicres (fabrication par des étudiants dans un
court délai, par des apprentis ou des Compagnons expérimentés, par exemple), la mise
en évidence d’un comportement mécanique en particulier (structure funiculaire,
structure "stéréoplexique”...), un objectif géométrique en particulier (surfaces a double
courbure, implantations définies, etc.), ou encore plusieurs de ces criteres a la fois.

Dans ce cadre-la, chacune des trois catégories de modeles de conception d’une
structure en pierre, proposées en Figure 3.2 avec leurs problématiques respectives,
doivent donc pouvoir communiquer dans les deux sens un certain nombre
d’informations entre elles. Ces échanges ont pour conséquence de coupler fortement
ces trois grandes catégories, identifiées comme (i) la modélisation géométrique, (ii) la
modélisation mécanique et (iii) la structure matérielle elle-méme. LLa modification de
caractéristiques de I'une d’entre elles entraine des modifications sur les deux autres.

Par exemple, si, dans une structure constituée de plusieurs blocs appareillés, la
géométrie d’un de ces blocs est modifiée significativement, alors le modele mécanique
doit étre actualisé pour assurer a 'avance la stabilité globale sous des hypothéses de
poids propre correctes. La fabrication du modele physique est également impactée
puisque, entres autres, les panneaux permettant de tailler chacun des blocs dans leur
forme finale devront étre actualisés. Pareillement, certaines contraintes mécaniques
(efforts trop importants, non équilibrés, etc.) ont un impact évident sur les deux autres
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catégories, de la méme fagon que les conditions et choix de fabrication vont influer sur
les définitions de la géométrie et de la modélisation.

Dans ce cadre-la, les méthodes de modélisations bloc a bloc permettent de lier le
dessin géométrique virtuel et la réalité de son existence physique dans une continuité
cohérente. Le travail de conception global peut ainsi s’exécuter en prenant en compte
tous les aspects, depuis la définition géométrique initiale jusqu’a la matérialisation de la
structure construite finale en passant par toutes les étapes de modélisations et de
fabrications. On cherchera donc dans ce travail a faciliter de maniére pratique les
échanges d’informations entre (i) le modéle mécanique et (i) les modéles géométrique
et physique, tout en visant la conservation d’un certain niveau de généralité dans
I'applicabilité de ces échanges, permettant par la méme occasion, de ne pas se limiter
dans un espace de conception plus restreint que nécessaire.

Toutes ces problématiques propre a la conception de structures mécaniquement
renseignées ont pu étre rencontrées concrétement dans le cadre des différentes
expérimentations pédagogiques réalisées durant la période de these. Quelques exemples
de ces réalisations sont donnés en annexe A.

Les nécessités mécaniques liées a la conception des structures bloc a bloc sont
adaptables aux questions du diagnostic des structures en pierre déja existantes,
patrimoniales ou non. Le besoin d’approches mécaniques est trés important puisque
celles-ci permettent de nourrir les décisions de restauration et/ou de reconstruction
dans les normes de sécurité et dans le respect de 'authenticité de I’édifice, en fonction
du diagnostic de I'existant (Figure 3.2). Dans ce cadre de ce travail, les problématiques
propres a la définition stricte du modéle mécanique sont inchangées, par rapport au
cadre de la conception de nouvelles structures.
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MODELE MODELE PHYSIQUE
GEOMETRIQUE —

. . o Acteurs de la fabrication : novices, intermédiaires, confirmés
e Choix du logiciel de DAO

(dessin assisté par
ordinateur)

e Type de matériau : polystyréne, pierre dure, tendre, caractéristiques de
raideurs, de résistances...
e Type de joint : épaisseur, rugosité des interfaces (piquage, pates

e Définition en géométrie JL . . N
d’oie...), mortier de chaux, ciment, platre, joints secs...

statique, dynamique

(Grasshopper) e Méthode de tracé : panneaux, épure, biveau, sauterelle. ..

o Définitions des volumes, e Méthode de taille : manuelle, mécanique, robotique...

surfaces, sommets ® Précision selon le tracé et la taille

e Représentations : 2D, 3D, e Méthode de pose et mise en ceuvre : implantation, structures auxiliaires

coupes, plans, détails. .. (cintres), chainage, appuis. ..

MODELE MECANIQUE BLOC A BLOC

=
AN S, f\)
4 £

e Logiciel, programmation, bibliothéque de routines mathématiques

e Définition topologique : blocs, contacts, maillages, calcul 2D ou 3D

e Chargements de service : poids propre, charges d’exploitation, vents, feu...

e Chargements ultimes : en forces, déplacements d’appuis, séismes. ..

e Hypotheses mécaniques : valeurs d’élasticités, critéres de plasticités, endommagement. ..

e Résultats statiques : forces et contraintes, endommagements

e Résultats cinématiques : déplacements locaux dans les joints, déplacements globaux des blocs, déformations

e Post-traitement, représentation des résultats

ACQUISITION DE DONNEES RENOVATION

e Nuage de point, photogrammétrie,

informations géométriques e Identification et correction des pathologies

¢ Choix du découpage en blocs : compréhension e Evaluation des valeurs patrimoniales : authenticité,
de I'appareil et de la stéréotomie symbolique, usage, historicité. ..

e Caractéristiques de I'existant : carottages, o Décisions de restauration, de reconstruction, de
mesures de vitesse du son... réhabilitation

Figure 3.2 — Problématiques attachées aux catégories appartenant a un contexte de
conception ou de rénovation de structures bloc a bloc ; le contour de ce travail est
constitué par le modele mécanique bloc a bloc, entouré en rouge
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Certains aspects de la définition de la géométrie, de la fabrication de la structure ou
de son diagnostic, dans le cadre d’études de I'existant, et des liens entre ces étapes sont
abordés dans cette recherche. Néanmoins, le principal point traité dans ce travail
consiste a penser I'intégration de la compréhension mécanique de la structure en pierre
a ces processus. Cela implique de penser non seulement les problématiques soulevées
par les modélisations bloc a bloc elles-mémes mais également les liens a établir entre le
modele mécanique et les modeles géométriques et physiques.

3.2 Modélisation par la méthode aux éléments finis

Dans la grande diversité des méthodes de modélisations mécaniques de structures
en pierre existantes déja décrites en 2.2, la modélisation bloc a bloc par éléments finis
représente une méthode complexe dans sa prise en main théorique et pratique. Cette
approche, pour laquelle les détails des hypotheses mécaniques mises en ceuvre seront
présentés dans le chapitre suivant, consiste a simuler 'application de chargements de
maniere quasi-statique sur les éléments de la structure, au sein desquels sont appliqués
des hypotheses de lois de comportement.

Les différents tests mécaniques expérimentaux présentés auparavant (paragraphe
2.1) montrent I'intérét d’une description fine des joints a I’aide de lois de comportements
non-linéaires en traction-compression, ainsi qu’en cisaillement. La méthode de
modélisation bloc a bloc par éléments finis permet d’intégrer suffisamment
correctement ces comportements non-linéaires. Dans le cadre de ce travail, on
considerera les blocs comme purement élastiques isotropes. On considere également
I’hypothese conservatrice de joints en contact uniquement frottant, sans cohésion ni
résistance en traction initiale. Ce frottement est simulé par un critere de Coulomb, pour
lequel I'écoulement plastique, associé a la violation du critere d’élasticité, est considéré
comme non associé, puisqu’uniquement dirigé selon la direction longitudinale au plan
du joint.

Cette méthode peut ainsi simuler I’état statique de la structure au cours de son état
de service. Les résultats nous donnent donc des informations sur les contraintes au sein
des éléments de la structure (blocs et joints), ainsi que les déformations qu’elle subit,
sous des chargements définis. En poussant certains chargements jusqu’a leurs
maximums admissibles, il devient possible de déterminer les plateaux de charges
maximales admissibles (Figure 3.3), consécutivement a I’évolution non-linéaire de la
structure.

Ces valeurs plateaux peuvent étre comparées avec les résultats de 'approche bloc a
bloc par analyse limite. Contrairement a la Figure 3.3, sur laquelle est représenté un écart
asymptotique nul entre la solution non-linéaire et la charge maximale obtenue par
analyse limite, dans le cadre de I'analyse des structures bloc a bloc complexes menée
dans ce travail (dome elliptique, arc-boutant et voute gothique sexpartite), on pourra
généralement mesurer un écart non nul entre (i) 'analyse limite, qui idéalise la structure
considérée comme constituée d’un matériau élasto-plastique parfait au comportement
standard, et (i) le résultat limite obtenu par la simulation non-linéaire pas a pas de la
structure au comportement non standard. On pourra ainsi évaluer I'impact de
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I’hypothese d’un comportement standard dans le cadre d’un calcul d’analyse limite bloc
a bloc, selon les cas étudiés.

Load

Non-linear analysis
------------ Linear elastic analysis

* * = Plastic analysis

Control displacement at a selected point

Figure 3.3 — Illustration du comportement force-déplacement imposé pour une
structure, tiré de (Lourenco 2002)

La possibilité¢ de réaliser ces simulations par éléments finis dans ’hypothese de
grands déplacements permettra également d’évaluer les différents écarts entre (i) le
résultat de charge maximal produit par un calcul numérique d’évolution quasi-statique
non-linéaire dans ’hypothése de mouvements infinitésimaux, (ii) la charge maximale
obtenue pareillement mais cette fois-ci dans hypothese de transformations finies et (iii)
la charge maximale obtenue par I'analyse limite. On pourra ainsi évaluer I'impact de la
prise en compte ou non de cette hypothése des grands déplacements selon les cas
étudiés, impact illustré en Figure 3.4 pour une structure élasto-plastique.

P
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Figure 32 — « Effet P,§ »; - - : calcul en négligeant les changements de géométrie; —

calcul en tenant compte de ceux-ci

Figure 3.4 — Illustration de la prise en compte ou non de ’hypothese de
transformations infinitésimales pour une structure élasto-plastique, tiré de (Salengon

2002)

Pour implémenter ces méthodes d’analyse a des structures diverses quelconques
tridimensionnelles, il est nécessaire d’introduire une réflexion sur des stratégies de
convergence des calculs d’évolutions non-linéaire pour les structures bloc a bloc 3D en
général. On s’appuie pour cela principalement sur les routines et outils déja largement
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disponibles dans certains codes de calculs appliquant la méthode des éléments finis de
maniere tres générale, tels que le code Cast3m (Combescure et al. 1988). Au sein de ce
code en particulier plusieurs travaux précédents ont déja pu introduire un certain
nombre d’outils adaptés a des modélisations par éléments finis de structures bloc a bloc,
constituées de blocs de pierre liés par des interfaces de joints au comportement non-
linéaire (Pegon et al. 2001).

L’acquisition de la géométrie d’entrée constitue également une problématique
importante puisque la définition automatique du maillage d’une structure bloc a bloc
quelconque en 3D doit obligatoirement répondre a un certain nombre de contraintes
particulieres, décrites plus en détail dans les chapitres suivants. Dans ce cadre-la, on
propose alors un prototype fonctionnel d’une procédure de transfert automatique d’une
géométrie bloc a bloc définie directement depuis un logiciel de dessin assisté par
ordinateur, ici le logiciel Rhinoceros, vers un objet maillage bloc a bloc constitué des
maillages volumiques des blocs en 3D et des maillages surfaciques des interfaces de
contact en 2D, point de départ d’une analyse mécanique par la méthode aux éléments
finis.

Comme précisé précédemment, meéme si elle permet de fournir un appui de taille
dans le processus d’analyse des structures bloc a bloc en pierre diverses lorsqu’elle est
suffisamment maitrisée (Mondardini 2015), cette approche non-linéaire ne semble pas
représenter une méthode optimale pour assister une phase de conception géométrique
dynamique initiale, en phase esquisse notamment. Cela est dG a sa gourmandise en
ressources de calculs nécessaires lorsquun certain niveau de complexité des structures
est atteint, ainsi qu’aux freins théoriques et pratiques de sa mise en ceuvre. De ce point
de vue, bien que moins completes dans la nature des résultats numériques qu’elles
donnent en sortie, les méthodes bloc a bloc par analyse limite, semblent plus a méme
de remplir ces objectifs.

3.3 Modélisation par I’analyse limite des structures bloc
a bloc

3.3.1 Hypothéses mécaniques adaptées aux structures en pierre
quelconques

Comme vu en 2.2.3, 'analyse limite est souvent utilisée de maniére trés variée aux
structures en maconnerie, pour modéliser différents modes de chargements usuels.
L’usage des modélisations bloc a bloc par 'analyse limite est notamment justifié par le
comportement généralement observé des structures en pierre existantes : les défauts de
stabilité usuellement rencontrés sont le plus souvent dus a des problémes d’équilibres
plutot qu’a des ruptures de la pierre elle-méme (Huerta 2001). Ces défauts sont donc
correctement modélisables par 'approche bloc a bloc par analyse limite. Dans ce cadre-
1a, les structures en pierre sont représentées comme un assemblage de blocs infiniment
rigides, liés par des interfaces de joints sur lesquelles les criteres de rupture sont évalués.

A Texception du critere de frottement de Coulomb, on verra que ces criteres de
rupture aux joints peuvent étre qualifiés comme suffisamment réalistes physiquement,
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dans le cadre de I'analyse limite. Le comportement des structures bloc a bloc en pierre
est considéré comme suffisamment proche du comportement modélisé par un matériau
considéré comme élasto-plastique parfait au comportement standard, ce qui autorise
Papplication de P'analyse limite et des différents théoremes associés.

Par conséquent, on pourra envisager I'implémentation d’une approche conjuguée,
consistant a résoudre le probléme d’optimisation correspondant a 'approche statique
par lintérieur sous la forme d’un probléme d’optimisation conique. Cette approche
permet d’obtenir, non seulement la distribution d’efforts pour un mode de chargement
maximal donné, mais également le mode de rupture associé, solution de I'approche
cinématique par Pextérieur (Ferris et al. 2001).

Cette modélisation mécanique par Panalyse limite doit pouvoir décrire le
comportement d’une structure 2D ou 3D quelconque. Il est donc nécessaire de
généraliser au plus possible la formulation du probléme mécanique dans son
implémentation numérique, dans cet objectif : expressions des criteres de résistances,
des modes de chargement, des coefficients de sécurité, etc. Par ailleurs, cette
formulation générale doit nécessairement étre exprimée dans le cadre de Poptimisation
conique, C’est-a-dire sous forme de contraintes égalités linéaires et de contraintes
inégalités coniques, pour pouvoir résoudre automatiquement le probleme d’analyse
limite a I’aide d’un solveur, ici le solveur Mosek.

Au sein de cette écriture générale, on démontre notamment une formulation du
critere de résistance finie en compression au niveau des joints a I'aide de contraintes
coniques, non proposée jusqu’a présent a notre connaissance. Ce critére de résistance
finie en compression au niveau des joints, dans le cadre des structures 2D et 3D, est
exprimé a laide d’une expression a la fois concave et convexe des contraintes
généralisées aux joints. 'introduction de ces variables permet d’exprimer le critére, pour
le joint en 2D, uniquement a I'aide de contraintes coniques du second ordre (cones de
Lorentz). Le critere de résistance finie en compression appliqué aux joints en 3D
convexes quelconques est exprimé a I'aide de plusieurs types de contraintes coniques
(cones de Lorentz et cones puissances). Ces expressions, directement équivalentes a
I’écriture du critére avec les contraintes de compression au joint, permettent de ne pas
approximer ce critére par des expressions linéaires et de ne pas supposer de direction a
priori pour le moment fléchissant au joint en 3D, comme dans (Portioli et al. 2015) par
exemple.

Cependant, la considération d’un critere de frottement de Coulomb, dans le cadre
théorique de l'analyse limite appliquée a un matériau standard, ne correspond pas a une
modélisation physiquement réaliste du comportement d’une structure magonnée. Dans
ce cadre-la, on utilisera alors les théoremes de I'analyse limite et notamment le théoreme
de Radenkovic-Palmer (Salencon 1983) pour préciser le statut de borne haute des
charges maximales. Notons que, méme sans considération du critere de frottement de
Coulomb, le comportement réel du matériau constituant la structure ne peut étre
considéré exactement comme un matériau au comportement élasto-plastique parfait au
comportement standard. L application de ce théoréeme permet encore de statuer sur le
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statut de borne haute des charges a la rupture calculées numériquement, méme pour ces
cas de figure sans frottement, pour lesquels la borne haute est de meilleure qualité.

Le recul vis-a-vis de la modélisation par analyse limite et la comparaison critique
des résultats obtenus, avec la méthode bloc a bloc aux éléments finis, qui servira de
référence lorsque celle-ci est poussée jusqu’a la rupture, permet d’évaluer selon les cas
la différence de la réponse mécanique obtenue pour ces deux approches, et donc la
surestimation due, entre autre, a cette particularité théorique intrinseéque a la prise en
compte du critere de Coulomb en analyse limite (Drucker 1954).

3.3.2 Intégration optimale dans le processus de diagnostic ou de
conception

L’un des avantages majeurs de la modélisation bloc a bloc par analyse limite pour
les structures en pierre réside dans la large palette de résultats que I'application de cette
méthode permet de fournir, tout en s’appuyant sur des concepts théoriques relativement
faciles a visualiser et a interpréter. Généralement, les outils de cette approche sont
dailleurs déja connus des praticiens : forces, modes de rupture cinématiques, lignes de
pression, etc. Ces particularité rendent donc accessible application de cette méthode
par une large diversité d’acteurs: architectes, constructeurs, tailleurs de pierre,
ingénieurs ou historiens. Cependant, cette simplicité apparente de compréhension
théorique et d’utilisation ne doit pas occulter 'ensemble des hypotheses forcément
réductrices, nécessaires a 'utilisation de cette approche, ainsi que la nature particuliere
des réponses qu’elle permet de donner.

Cette méthode peut fournir des réponses mécaniques plutot dans le cadre d’une
phase de prédimensionnement de la structure, dans un premier temps. Dans un contexte
d’une phase d’esquisse de la structure, son utilisation de maniére appropriée renvoie, au
pire, des ordres de grandeur, au mieux des fourchettes de valeurs mécaniques, et donne
acces a des premicres clés de compréhensions du comportement mécanique de la
structure, en nourrissant donc le processus de conception.

Dans un second temps, la définition méme du calcul a la rupture doit
nécessairement cantonner cette méthode a la vérification des états limites ultimes (ELU)
et ne peut s’appliquer a la description du comportement de la structure en service. Pour
cela, des méthodes non-linéaires, telles que la méthode bloc a bloc par éléments finis
par exemple, sont alors nécessaires pour pouvoir estimer correctement la répartition des
charges et les déformations effectives dans la structure sous les hypotheses de
chargement de la structure en service. Le calcul a la rupture permet d’établir des
domaines de stabilités et des criteres de sécurité, toujours vis-a-vis de la ruine de la
structure (Salengon 1983).

Un autre avantage majeur de cette méthode de modélisation, par rapport aux
méthodes non-linéaires, concerne la vitesse de résolution du probléme d’analyse limite.
Grace aux progres réalisés ces dernicres dizaines d’années dans le domaine de la
résolution algorithmique des probléemes d’optimisation convexes, et notamment des
algorithmes de points intérieurs (Chares 2009), il devient envisageable d’intégrer cette
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analyse mécanique au sein méme du processus de conception géométrique, sans
lourdeurs de mises en ceuvre, ni utilisation importante de ressources numériques. En
optimisant suffisamment les interfaces utilisateurs d’un outil mécanique adapté pour
'analyse limite de structures bloc a bloc, on peut envisager son intégration directement
au sein d’un logiciel de dessin assisté par ordinateur utilisé largement par les praticiens,
tel que le logiciel Rhinoceros par exemple.

Cette intégration permet alors de résoudre la difficulté souvent rencontrée dans les
applications de cette modélisation actuellement accessibles au public, concernant les
limitations de la géométrie d’entrée. En effet, une implémentation intégrée de la
méthode de modélisation, directement au sein de 'environnement de dessin, permet de
ne pas limiter les cas de géométries d’entrée a des typologies particulicres définies par
un nombre fini de parametres géométriques, ou a des cas uniquement en 2D, par
exemple. Une telle implémentation permet, au contraire, d’assurer la prise en compte
d’une géométrie bloc a bloc quelconque en entrée, définie librement par l'utilisateur.

Cette adaptabilité rend nécessaire, non seulement I'implémentation d’algorithmes
permettant la définition de topologies (autrement dit, des relations de contact entre
chacun des blocs) de structures bloc a bloc quelconques, mais également la définition
d’un modeéle mécanique suffisamment généralisé a toutes les possibilités de définitions
de structures bloc a bloc bidimensionnelles ou tridimensionnelles quelconques, comme
déja souligné en 3.3.1.
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Chapitre 4

Implémentation numérique de la

modélisation bloc a bloc

aux ¢léments finis

Ce chapitre présente dans un premier temps les modéles de comportements

mécaniques choisis pour modéliser les structures bloc a bloc en pierre a I'aide de la

méthode aux éléments finis. Une loi de comportement mécanique est allouée a chacun

des deux types de matériaux constitutifs de la structure bloc a bloc : les blocs de pierre
et les joints de mortier. Dans un second temps, la mise en ceuvre pratique de cette
méthode numérique, a I'aide du code de calcul aux éléments finis Cast3m, est ensuite

décrite, ainsi que les implémentations propres a la visualisation graphique finale des

résultats de simulations.
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De maniére générale, les méthodes aux éléments finis permettent de résoudre des
problémes physiques dépendant d’équations aux dérivées partielles, notamment par la
discrétisation du domaine géométrique étudié. Les applications de cette méthode sont
nombreuses et trés largement utilisées dans différents domaines des sciences physiques :
mécanique des matériaux, thermique, acoustique, magnétostatique, mécanique des
fluides, etc. (Bathe 1982). Dans le cadre de ce travail, on s’intéresse en particulier a la
formulation d’un probléeme d’évolution non-linéaire (élasto-plasticité, ouvertures de
joints) mécanique sans effets thermiques d’une structure, sous un chargement en
évolution quasi-statique.

Ce type de formulation nécessite notamment le choix d’une définition du modele
de comportement associé a chacun des composants de la structure. Ce modele permet
de relier les contraintes du milieu a ses déformations, en fonction d’un nombre fini de
parameétres donnés. Comme précisé dans le chapitre 2, en 2.1, la définition de ce modéle
est issue des observations et mesures effectuées dans le cadre des expérimentations du
matériau. Pour les structures bloc a bloc, deux lois de comportement doivent étre
définies : pour les blocs de pierre et pour les joints entre blocs.

4.1 Modéele de comportement

4.1.1 Blocs : le mod¢le linéaire élastique isotrope

Les blocs de pierre sont considérés comme un matériau tridimensionnel purement
¢lastique linéaire isotrope. Deux parameétres sont donc nécessaires pour définir son
comportement : le module d’Young, noté E, et le coefficient de Poisson, noté v. La
relation entre contrainte et déformation en un point du volume est la suivante :

011 1-v v v 0 0 0 €11
022 v 1-v v 0 0 0 €22
033 | _ E v v 1—-v 0 0 0 €33
Tiz | (14+v)(1-2v)| O 0 0 1-2v 0 0 Y12
T23 0 0 0 0 1-2v 0 Y23
T31 0 0 0 0 0 1-2v/ Va1

Avec 0y4, 0,5, €t 033 les contraintes normales, T,,, T,3 €t T3, les contraintes de cisaillement,
£11, &2 €t £33 les déformations normales, y;,, Y23 €t y3;1 les déformations de cisaillement,
le tout dans la base absolue de I'espace (e5; ey; €3).

La relation inverse est équivalente :

11 1 —-v —v 0 0 0 011
€22 -v 1 —v 0 0 0 022
g3 |_1l-v —v 1 0 0 0 033
Yiz | E|l O 0 0 1+4v 0 0 T12
V23 0 0 0 0 1+v 0 T23
V31 0 0 0 0 0 1+v T31

Ce comportement linéaire est réversible : aucun comportement inélastique n’est
enregistré sous la forme d’une éventuelle variable interne, en fonction de ’historique de
chargement.
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Concernant le choix de la modélisation du comportement des blocs de pierre, il est
possible de prendre en compte une éventuelle différence de comportement du matériau
en fonction de I'orientation des lits sédimentaires des blocs de pierre. Selon leur nature
et leur mise en ceuvre, cette prise en compte de I'anisotropie est parfois nécessaire,
comme par exemple dans le cadre de la mise en ceuvre de certains ouvrages en pierres
seches. La considération d’un bloc considéré comme infiniment rigide peut également
étre utile pour faciliter la convergence des modélisations dynamiques, type éléments
discrets, mettant en ceuvre des algorithmes de détection de contact. Des simulations
réalisées dans (Mondardini 2015) mettent en évidence les différences de comportement
global selon ces différentes hypotheses du comportement du matériau. Dans le cadre
de ce travail, ces différences sont considérées comme négligeables.

11 est également possible de prendre en compte le comportement quasi-fragile du
matériau pierre par une loi d’endommagement intégrée au comportement élastique pour
les blocs, tel que 'endommagement Mazars, par exemple (Colas 2017).

4.1.2 Joints : le modé¢le "Coulomb"

Plusieurs modeles de comportement décrivant le fonctionnement des joints sont
implémentés dans les codes de calculs aux éléments finis. On décrit ici le modele de
comportement qui sera utilisé dans ce travail, appelé "modéle Coulomb", implémenté
par Pegon dans le code de calcul aux éléments finis Cast3m (Pegon et al. 2001).

Pour ce modele de comportement, le joint est considéré comme une interface
surfacique  bidimensionnelle, séparant deux blocs de pierre volumiques
tridimensionnels. Les variables de contraintes sont donc représentées entierement par
la donnée en chaque point de la surface du joint d’'une contrainte normale oy, définie
positive en compression, et de deux contraintes tangentielles 7y et 7, dans la base locale
(X;Y;Z) du joint (Figure 4.1), avec X un vecteur perpendiculaire a la surface du joint et
Y, Z définis tels que (X;Y;Z) soit une base orthonormée directe de I'espace.

Figure 4.1 - Représentation des valeurs des champs scalaires oy, 1y et 7, en un point de
la surface bidimensionnelle du joint

Pareillement, le mouvement relatif en un point du joint est décrit par un
déplacement normal relatif du joint 8, positif en ouverture et négatif en fermeture, et
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un déplacement tangentiel relatif, décomposé selon les directions Y et Z du joint, {y et

$z-
4.1.2.1 Comportement en traction-compression

La relation entre la contrainte normale gy et le déplacement normal relatif 6y au
joint est une loi élastique par morceaux, avec un comportement en traction enregistrant
le niveau d’ouverture normale du joint en traction (Figure 4.2). La raideur normale du
joint Ky, donnée en N/m?, définit le rapport entre la contrainte normale et le
déplacement normal relatif, lorsque celui-ci est compris entre (i) une certaine valeur ¢y
de déplacement normal relatif négatif (en fermeture), valeur fixée en tant que parametre
du modele, et (ii) le déplacement normal relatif positif (en ouverture) correspondant a
la valeur de résistance finie en traction —or, autre parametre du modele.

Lorsque l'ouverture normale passe une premiere fois au-dessus du palier de
déplacement normal en ouverture égal a o;/Ky, la contrainte normale devient nulle et
un comportement d’ouverture du joint se met en place. A la suite de ce premier
franchissement du palier de résistance en traction, celle-ci est mise a jour de telle sorte
que or =0. Ce modele de comportement permet donc de simuler, en premiere
approximation, le comportement post-pic du joint endommagé dans un cycle de
traction-compression, lorsque la résistance en traction initiale est considérée comme
non nulle. Dans le cadre de ce travail, on considérera cette résistance initiale en traction
or comme négligeable, égale a zéro.

Par ailleurs, lorsque le déplacement normal relatif est négatif (en fermeture) et passe
au-dessous d’une valeur seuil 8¢y, alors une raideur plus importante Kgy se met en place
dans I’élément de joint. Usuellement, cette raideur est choisie de telle sorte que Kgy =
2Ky .

Cette loi élastique linéaire par morceaux permet de prendre en compte l'effet de
raidissement du joint da a son confinement, tout en évitant d’utiliser une loi de Signorini
interdisant strictement I'interpénétration des blocs (Signorini 1959), et donc équivalente
a une raideur infinie, qui serait trop complexe a implémenter et a faire converger dans
un modele aux éléments finis. La loi de Signorini est, par contre, plus adaptée pour des
modeles types éléments discrets.
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v

—or

Figure 4.2 — Loi de comportement initiale en traction-compression : contrainte
normale gy, définie positive en compression, en fonction du déplacement relatif
normal 8y au joint, défini positif en ouverture

4.1.2.2 Comportement en cisaillement

Le comportement en cisaillement est dépendant du niveau de contrainte normale
oy et de lamplitude totale de la contrainte de cisaillement 7=,/ ty? 4+ 7;2. Cette
dépendance est représentée par une loi de Coulomb : lorsque le couple des valeurs de
contraintes normale et tangentielle est contenu dans le domaine élastique représenté en
Figure 4.3, le comportement du joint est considéré comme élastique. L.e comportement
¢lastique dans la direction normale au joint est déja décrit au paragraphe précédent. Le
comportement élastique en cisaillement est, lui, défini par la donnée d’une raideur de
cisaillement K;, en N/m?® (Figure 4.4), agissant en fonction de l'amplitude du

déplacement tangentiel relatif total { = ’ &” + 4%, de telle sorte que T = K{.

Le domaine élastique est représenté dans le plan (oy; 1) en Figure 4.3 par un cone
d’axe, I'axe des abscisses gy, d’angle au sommet ¢, tel que le coefficient de frottement
de Coulomb p = tan ¢, et tronqué en traction en —o si la cohésion ¢ est non nulle. Cette
cohésion, exprimée en Pa, est définie comme la contrainte tangentielle limite élastique
obtenue pour une contrainte normale nulle.
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Figure 4.3 — Domaine élastique pour le modcle de joint Coulomb, représenté dans le
plan (oy; 1), et déformation plastique correspondant a un franchissement du critére ;
on note que ce mode de déformation plastique est non associé au criteére de plasticité

Lorsque les valeurs de contraintes normale oy et tangentielle 7 sortent du domaine
élastique, dont les frontieres sont représentées par le cone du critere de Coulomb, une
composante de déplacement plastique en glissement est ajoutée au déplacement
tangentiel relatif limite élastique déja atteint, pour simuler le comportement glissant de
I'interface (Figure 4.4).

On note que le comportement plastique n’est pas celui d’un matériau standard qui
minimiserait le travail plastique maximal dissipé par le joint en glissement : la
déformation plastique définie pour le franchissement du critere de Coulomb, non
associée au critere, se fait selon une direction de sollicitation tangentielle, autrement dit
une direction purement longitudinale au joint, sans aucune déformation plastique
normale, qu’on appelle également dilatance.

c+oxtang

s

Figure 4.4 - Contrainte tangentielle v en fonction du déplacement tangentiel relatif ¢ au
joint : loi de comportement élasto-plastique parfaite en cisaillement, avec un exemple
de cycle de charge-décharge

On note que pour ce modele, le comportement post-pic du joint en sollicitations
mixtes de compression et de cisaillement, dG a la cohésion initiale, décrit
expérimentalement en 2.1.2, n’est ici pas représenté. Contrairement au cas de la
sollicitation en traction, 'endommagement transitoire progressif de la cohésion initiale,
pour arriver a un joint purement frottant en régime permanent suite a
I'endommagement complet de I'interface, n’est pas pris en compte. Dans ces conditions,
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on préferera donc supposer dans ce travail une cohésion nulle, afin de se positionner du
coté de la sécurité en donnant des résultats conservatifs de simulations bloc a bloc par
¢éléments finis. Dans ce cadre d’hypothése, on considére ainsi que tous les joints sont
considérés comme non cohésifs et non résistants en traction, autrement dit, o = ¢ =
0 Pa.

Les récents résultats obtenus dans le cadre des simulations des vottes hautes de la
cathédrale Notre-Dame suite a 'incendie de 2019 ont pu mettre en évidence 'impact
limité, mais néanmoins non nul, de la prise en compte d’une telle capacité cohésive
transitoire dans les réponses mécaniques obtenues par diverses modélisations (Parent et
al. 2023). Un travail déja engagé (travail de Francois-L.éopold Pinet, en collaboration
avec Frederic Dubois) consiste donc a enrichir 'implémentation du "modele Coulomb"
avec la description de ce comportement endommageable transitoire.

Pour récapituler, on synthétise dans le Tableau 4-1 ci-dessous I'ensemble des
caractéristiques mécaniques nécessaires pour les blocs et les joints, dans le cadre de la
méthode aux éléments finis appliquée aux structures bloc a bloc dans ce travail.

Dénomination Symbole Unité

Caractéristiques des pierres :

Module d’Young E Pa (N/m?)
Coefficient de Poisson v -
Masse volumique p kg/m3
Caractéristiques des joints :

Raideur normale Ky N/m3
Raideur de cisaillement K N/m3
Seconde raideur normale Ken N/m3
Seuil de fermeture normale Scn m
Coefficient de frottement u (= tan @) -
Cohésion c Pa (N/m?)
Résistance en traction or Pa (N/m?)

Tableau 4-1 — Synthese des caractéristiques mécaniques utilisées dans le cadre de la
modélisation bloc a bloc par éléments finis

4.2 Code Cast3m

Le code de calcul aux éléments finis Cast3M est développé depuis plusieurs dizaines
d’années au sein du Commissariat a 1'énergie atomique et aux énergies alternatives
(CEA), un organisme public francais. Ce code de calcul, mis a jour chaque année, est
constitué d’'un ensemble de fonctions programmées en langage Fortran, permettant
d’appliquer les méthodes et procédures de la méthode aux éléments finis, de manicre
tres générale (« Accueil | Cast3M » 2023). Les applications sont donc nombreuses dans
des domaines aussi variés que la mécanique des structures, 'analyse thermique, certains
problemes de mécanique des fluides ou méme la magnétostatique. L’avantage de
I'utilisation de ce code de calcul réside dans le traitement des problématiques non-
linéaire liées au calcul des interfaces en frottement, depuis plusieurs dizaines d’années
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(Combescure et al. 1988), (Pegon et al. 2001) et jusqu’a récemment encore (Verpeaux et
al. 2022).

Les caractéristiques techniques de 'implémentation numérique a I'aide de ce code
de calcul aux éléments finis sont présentées ci-apres. Ces codes de calcul pour Cast3m
ont été mis en place spécifiquement pour 'analyse mécanique des structures bloc a bloc,
en bénéficiant de la suite des travaux de (Brocato et al. 2015).

4.2.1 Script en langage Gibiane

Les procédures permettant d’appliquer les méthodes se rapportant a la modélisation
aux ¢léments finis a 'aide du code Cast3m sont organisées sous la forme d’un langage
de programmation spécifique appelé Gibiane. Ce langage comporte un certain nombre
de procédures automatisées et d’objets aux attributs définitifs et parfois adaptables,
permettant de définir les hypothéses nécessaires d’un calcul aux éléments finis (Figure
4.5), avec un important degré de liberté de personnalisation des scripts, modulables
selon les cas d’études. Dans le cadre d’un calcul d’évolution quasi-statique d’un
chargement appliqué sur une structure bloc a bloc (ou, de mani¢re générale, dans le
cadre d’un calcul en mécanique des structures), un script Gibiane est généralement
organisé en six parties principales.

Conditions limites Evolutions temporelles
Types : RIGIDITE Types : EVOL

Maillages
Types : MAILLAGE

Opérateur
BLOQ

Opérateur l Opérateur

MODE DEPI

Modeles Déplacements imposés Charges extérieures
Types : MMODEL Types : CHPOINT Types : CHPOINT
Opérateur
MATE Opérateur Opérateur
CHAR ‘DIMP’ CHAR ‘MECA’
v \ 4
Matériaux
Types : MCHAML Chargements

Types : CHARGEMENT

Procédure

PASAPAS

Figure 4.5 — Diagramme simplifié de la structure générale d’un script Gibiane usuel
pour un calcul de mécanique des structures avec la procédure PASAPAS de Cast3m

Dans un premier temps, la définition de la géométrie a I'aide des objets spécifiques
(point, segment, surface, volume) permet de créer, a I’aide de procédures géométriques
automatiques, le support géométrique discrétisé en éléments du calcul aux éléments finis

de la structure : I'objet MAILLAGE (Figure 4.5). Dans le cadre de l'analyse des
structures bloc a bloc, plusieurs spécificités concernant cette étape de la création des
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maillages, et notamment des éléments joints en particulier, sont évoquées dans le
chapitre suivant.

Ensuite, la définition des mode¢les et des matériaux a appliquer a chaque éléments
de géométrie a pour but d’associer a chacun des éléments du maillage les lois de
comportement correspondantes (Figure 4.5). Un grand nombre de lois de
comportements sont déja intégrées dans les procédures Gibiane MODE et MATE
(« Notices | Cast3M » 2023) qui permettent d’appliquer automatiquement aux éléments
volumiques et aux éléments joints les lois de comportement décrites en 4.1 : le modele
de comportement mécanique élastique isotrope pour les blocs de pierre et le
comportement de joint "Coulomb" pour les éléments joints. C’est a cette étape que les
différentes valeurs numériques des constantes caractéristiques de ces modeles sont
spécifiées (raideurs, module d’Young, coefficient de frottement, cohésion, etc.). Notons
qu’il est possible de spécifier un champs scalaire variables spatialement, appliqué aux
¢éléments du maillage (objet MCHAML) permettant, par exemple, de différentier la
valeur d’un parametre mécanique en fonction de différents éléments identifiés de la
structure. Notons encore qu’il est également possible d’appliquer un champ variable
sous la forme d’un objet de type CHARGEMENT (type d’objet qui sera détaillé par la
suite), qui soit évolutif au cours des pas de temps de la simulation.

La chronologie du chargement est ensuite définie a I'aide d’objets de type EVOL
(Figure 4.5). Chacun de ces objets contient une fonction continue représentant le
coefficient pondéré appliqué a un chargement donné (valeur réelle comprise entre 0 et
1) en fonction d’un parameétre temporel fictif, commun entre toutes les fonctions de
chargement pour assurer la synchronicité et le phasage des différents chargements au
cours de I’évolution pas a pas. On remarque que pour un calcul purement statique, ne
faisant pas intervenir par exemple d’effets visqueux ou dynamiques, le choix de
I'amplitude absolue de ces pas de temps est bien arbitraire. Ici seule compte la définition
relative des différents chargements en fonction de cette méme trame temporelle. Par
exemple, pour un arc simple sous son poids propre et soumis ensuite a un chargement
de force imposée dans un second temps, deux fonctions de chargement distinctes
doivent étre définies (Figure 4.6). Une premicre fonction représentant I'application du
poids propre varie linéairement de 0 a 1 entre les pas de temps 0 et 10, puis reste
constante égale a 1 entre les pas de temps 10 et 20. Une deuxi¢me fonction est définie
égale a 0 entre les pas de temps 0 et 10, puis varie linéairement depuis 0 jusqu’a 1, entre
les pas de temps 10 et 20. Cette deuxieme fonction décrit I’évolution de I'application de
la charge sur la structure, qui intervient bien consécutivement a I’application complete
du chargement de poids propre.
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A .
Chargement de
poids propre
1 R
Pas de temps
0 ) ! »

»

Figure 4.6 — Fonctions de chargement pour 'exemple d’une structure soumise a son
poids propre dans un premier temps, puis a un chargement de force imposée dans un
second temps

Les éléments du maillage concernés par des conditions limites de blocages, dont on
précise pour chaque surface les directions de blocage dans l'espace, sont ensuite
enregistrés dans une premicre matrice de rigidité créée a 'aide de la procédure BLOQ
(Figure 4.5). Une deuxi¢me matrice de rigidité, qui sera ensuite concaténée a la premicre
pour former une unique matrice, permet de spécifier les surfaces concernées par des
conditions de déplacements imposés. Les relations spécifiques a ces conditions
(amplitudes des déplacements, encadrement de déplacements libres autorisés, relations
spatiales particulicres...) sont enregistrées dans un objet de type CHPOINT (champ par
points) a I'aide de la procédure DEPI, qui prend notamment en entrée la deuxi¢me
matrice de rigidité ainsi que la spécification des valeurs numériques qui y seront
contenues (Figure 4.5). Ce champ de valeurs scalaires aux points du maillage, souvent
uniforme spatialement par morceaux, sera utilis¢é par la suite pour définir les
chargements de déplacements imposés.

De maniere générale, chacun des chargements est défini avec la procédure CHAR
a partir de deux objets : (i) le champ de valeurs scalaires appliqué aux points du maillage,
correspondant a 'amplitude maximale de ce chargement a appliquer et (ii) I'évolution
temporelle correspondant au chargement, la fonction continue variant entre 0 et 1 déja
définie lors d’une étape précédente (Figure 4.5). Les objets CHARGEMENT ainsi
définis peuvent donc tout aussi bien décrire de maniere générale un chargement en
force, tel quun chargement de poids propre, quun chargement en déplacements

imposés créé a partir de la procédure DEPI, par exemple.

La derniere étape consiste a intégrer les objets créés, définissant complétement le
probleme d’évolution quasi-statique, dans la procédure PASAPAS (Figure 4.5) : les
modeles de matériaux (objets MMODEL), les champs de valeurs des caractéristiques
de ces modeles appliqués au maillage (objets MCHAML), les conditions limites (objets
RIGIDITE) et les chargements au cours des pas de temps (objets CHARGEMENT).
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D’autres parametres sont également intégrés a la procédure PASAPAS, détaillés dans le
paragraphe suivant.

Par ailleurs, des procédures de créations et de chargements de fichiers de
sauvegardes, intégrées judicieusement au cours de ces étapes, permettent d’enregistrer
les créations d’objets les plus chronophages, notamment la génération de certains
maillages et de certains champs par éléments. Notons également qu’il est possible
d’utiliser des boucles conditionnelles implémentées au sein du script Gibiane,
permettant ainsi d’optimiser 'exécution et I’'adaptabilité du code de calcul selon certains
parametres choisis, qui deviennent facilement accessibles en début de script
(modification des hypotheses de comportement, changement de 'amplitude finale d’un
déplacement imposé, gestion des sauvegardes, etc.). Un exemple de script d’un calcul
simple de deux blocs en contact en langage Gibiane pour Cast3m est donné en annexe
B.2.1.

4.2.2 Procédure pas a pas

La procédure Cast3m, appelée PASAPAS, prend en entrée un certain nombre de
données et spécifications précises pour exécuter automatiquement des schémas et
algorithmes de résolution des problémes d’évolution non-linéaires avec interfaces.
Notons que cette procédure permet également de traiter de maniere générale les
problemes d’évolutions thermiques permanents et/ou transitoires, et de couplages
thermomécanique, non traités dans le cadre de ce travail.

Les données d’entrées nécessaires de la procédure, qui ont déja été créées dans le
paragraphe précédent, sont: (i) les modeles de comportement et les champs de
caractéristiques matérielles, (i) les matrices de rigidités définies a partir des conditions
limites de blocages et de déplacements imposés, (iii) les chargements temporels définis
a partir de leurs descriptions spatiales et temporelles, et (iv) la liste des pas de temps de
calcul (pour rappel, temps non physique, pour le cas d’'un calcul purement mécanique
avec évolution d’un chargement quasi-statique) et des pas de temps sauvegardés en
sortie de la procédure pour le post-traitement (en pratique les listes des pas calculés et
sauvés sont deux listes identiques).

L’algorithme contenu dans la procédure PASAPAS est décrit dans les notices
documentées du code de calcul Cast3m. Cet algorithme est structuré par deux boucles
d’itérations imbriquées (appelées BEXTERN et BO_BOTH sur la Figure 4.7). La
premiere boucle est itérée a partir de la liste des pas de temps a calculer donnée en entrée
de la procédure. Pour chacun de ces pas de temps, une seconde boucle de convergence
imbriquée est exécutée pour résoudre les équations d’équilibre de la méthode aux
éléments finis, définies a partir des données d’entrées de la procédure (modeles, lois de
comportement, conditions limites, chargements). Cette seconde boucle a pour objectif
de minimiser I’erreur cumulée sur les équations d’équilibres, appelée le résidu. Lorsque
le résidu est inférieur a un seuil défini par l'utilisateur, appelé la précision, alors
I'algorithme de la procédure PASAPAS considére que la convergence est atteinte pour
ce pas de calcul, et débute donc le pas de calcul suivant, sur la base de ’état calculé du
pas précédent, et ainsi de suite jusqu’au dernier pas de calcul a faire converger.
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D’autres données d’entrée pour la procédure permettent de personnaliser le schéma
de résolution. Il est possible de modifier la précision fixant le critere de convergence de
la boucle de résolution du probleme mécanique. Il est également possible de spécifier si
le calcul mécanique doit se faire sous l’hypothese de petits déplacements ou en
transformations finies. D’autres parametres concernent l'utilisation en parallele des
processeurs du calculateur sur lequel est utilisé Cast3m ou encore des spécifications
concernant la convergence (nombre maximal de boucles de tentatives de résolution du
probléeme mécanique, ajustement automatique des pas d’itérations).

Il est également possible de rajouter des commandes personnalisées, sous forme
d’emplacements réservés a des procédures, au sein méme des boucles d’évolution des
pas (procédure utilisateur appelée PERSOO01) et de convergence mécanique (procédure
utilisateur appelée REEV_MEC), comme indiqué dans le schéma de l'algorithme de la
procédure PASAPAS, Figure 4.7. La procédure PERSOO01, exécutée a chaque début
d’un nouveau pas d’évolution, a notamment été utilisée pour la création automatique de
sauvegardes progressives du calcul, mais également pour résoudre des questions propres
a la convergence des calculs mécaniques des structures bloc a bloc avec la méthode aux
éléments finis. Ces questions sont abordées plus précisément dans le chapitre suivant.

Lecture des options, initialisations (matériaux, inconnues, variables

| Initialisations, PERS01, REEV MEC, REEV THE | ------------------- !
— — temporaires, indicateurs...), instants de calcul, WTABLE, ..

Initialisation du pas

Résolution de la thermique

Appel & une procédure de calcul thermique parmi :

. TRANSNON, TRANSLIN ou DUPONT2
(si grands déplacements, résolution sur derniére configuration déformée)
Ecriture des résultats dans ESTIMATION

- Procédure utilisateur (si demandé)

.. Appel & la procédure de calcul mécanique UNPAS

L AMTE DG T g0 Ecriture des résultats dans ESTIMATION

BO_BOTH

+ Procédure utilisateur (si demandé)

BEXTERN

Test de convergence thermo-mécanique, a activer avec :
TAB1 . CONVERGENCE_MEC_THE = VRAI ;

[MAXI ABS (T;-T;,)] / [MAXI ABS T;] < CRITERE_COHERENCE (1@E-2)

++ Enregistrement du nouvel état au début de pas dans WTABLE

Procédure utilisateur (si demandé)

PAS_RESU : remplissage de CONTINUATION d'aprés ESTIMATION
=« PAS_SAUV : écriture dans TAB1 s'll s'agit d'un TEMPS_SAUVE,
appel a SAUV s'il s'agit d'un TEMPS_SAUVEGARDE

PAGE 14

Figure 4.7 — Description de I'algorithme de la procédure PASAPAS, tiré de la
documentation Cast3m

En sortie de la procédure PASAPAS, les résultats bruts sont enregistrés sous la
forme d’objets de champs par éléments et de champs par points, appliqués au maillage.
Ces champs contiennent, pour chacun des pas de temps, les champs de déplacements,
de contraintes et de variables internes. On précise dans le paragraphe 4.3 comment ces
champs résultats bruts sont mis en forme dans le cadre du post-traitement.
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4.2.3 Externalisation des calculs en grandes dimensions

Le volume important des calculs par éléments finis traités dans ce travail, provoqué
par le nombre élevé d’éléments des maillages et par les difficultés de convergence,
entraine une surcharge sur les processeurs actuels des ordinateurs personnels, méme de
haute gamme. Il a donc été nécessaire d’avoir acces a un serveur de calculs a hautes
performances a distance pour pouvoir exécuter les scripts Cast3m des différentes
simulations.

Les simulations les plus gourmandes en ressources informatiques ont donc été
exécutées sur les nceuds de calculs a haute performances du Centre Régional
Informatique et d'Applications Numériques de Normandie (CRIANN).

Les temps de calcul pour les cas traités dans cette these (dome elliptique de la
cathédrale de Pise, arc-boutant et voute sexpartite de la cathédrale Notre-Dame de
Paris) dans ces conditions de ressources, sont d’un ordre de grandeur situé entre la
dizaine et la centaine d’heures de calcul sur le nceud de calcul a distance, pour le phasage
de I'intégralité des chargements (mises sous poids propres, puis chargements en forces
imposées et/ou en déplacements imposés).

4.3 Outils de post-traitement des résultats

Méme si Cast3m possede au sein de son implémentation quelques procédures
d’affichage et d’enregistrement graphique, par I'intermédiaire d’interfaces graphiques
particulieres, il nous a semblé préférable, dans le cadre de ce travail, de profiter d’'une
commande d’export des données de sorties de la procédure PASAPAS, permettant
d’afficher les résultats au sein du logiciel libre et gratuit Paraview (« ParaView - Open-
Source, Multi-Platform Data Analysis and Visualization Application » 2023).
Lutilisation de ce logiciel, spécialement optimisé pour le post-traitement de résultats de
simulations de manicre générale (pas seulement en éléments finis), permet de profiter et
d’expérimenter au maximum les possibilités de représentations des nombreuses
données de résultats issues de la procédure PASAPAS.

4.3.1 Champs de contraintes et forces résultantes aux joints

Les différents champs de contraintes calculés a I'aide de la procédure PASAPAS
peuvent donc étre visualisés et enregistrés directement dans Iinterface graphique du
logiciel Paraview. En exportant depuis Cast3m les champs de contraintes principales
des blocs, par exemple, sous forme de fichiers lisibles par Paraview (procédure SORT
VTK’ pour générer automatiquement les fichiers de formats .vtk, lus et interprétés par
Paraview), on peut alors tracer ces champs de contraintes directement dans la géométrie
de base du calcul (exemple avec la contrainte principale o;;; en Figure 4.8).
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- 5 . Contrainte principale Sigma III (MPa)
7 = 3 0.0500

0.045

)

Figure 4.8 — (a) Maillage bloc a bloc et (b) champ de contrainte principale oy,
(contrainte ici uniquement compressive, indiquée en valeur positive en compression)
pour un exemple d’arc sous poids propre constitué de 11 claveaux et de deux supports

Dans le cadre de ce travail, on s’intéresse plus particulicrement au comportement
des joints entre blocs qu’au comportement mécanique des blocs volumiques eux-
meémes. Les champs de contraintes normale et tangentielles définis au niveau des joints
sont donc également traités par cette méme approche de post-traitement (Figure 4.9).
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Figure 4.9 — Contraintes aux interfaces de joint du méme arc sous poids propre :
(a) contraintes normales oy et (b) contraintes tangentielles t =/ 742 + 7,2 (on note que
les échelles de couleurs de contraintes sont différentes entre (a) et (b))

A partir de ces champs de contraintes aux joints, un script en langage Gibiane pour
Cast3m, disponible en annexe B.2.3, permet d’intégrer ces champs (généralement non
uniformes comme on le voit sur la Figure 4.9) sur la surface compléte d’un joint donné
entre deux blocs. On peut alors obtenir la force résultante en un joint ainsi que
I'emplacement de son point d’application sur la surface plane du joint, données issues
directement des champs de contraintes normales et tangentielles en ce joint. I’exécution
de cette procédure de sommation par intégration des contraintes sur les surfaces planes
de chacun des joints de la structure permet d’obtenir 'ensemble des vecteurs résultants
aux interfaces de joints (Figure 4.10). En choisissant une échelle de représentation
unique, ces vecteurs résultants pourront étre ainsi comparés visuellement aux résultantes
obtenues par les simulations en bloc a bloc par analyse limite. Le code en langage
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Gibiane de la procédure d’intégration des contraintes pour obtenir les caractéristiques
des résultantes aux joints est donné en annexe B.2.3.

— X

Figure 4.10 — Résultantes des efforts aux interfaces de joints, déterminées par
intégration des champs de contraintes aux interfaces de joints de I’arc sous poids
propre, en Figure 4.9

4.3.2 Champs de déplacements et déformées amplifiées des blocs

De la méme maniere que pour les champs de contraintes aux joints, les champs de
déplacements absolus des blocs, peuvent étre aisément exportés depuis les résultats de
sortie de la procédure PASAPAS vers le logiciel de visualisation graphique Paraview
pour un affichage directement appliqué sur le maillage du mode¢le (Figure 4.11).
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e e DEPL UX (m)
s \ T~ 0.000369

-0.001
-0.002
— -0.003
— -0.004
— -0.005
— -0.006
— -0.007
-0.008

-0.009

-0.0104

DEPL UZ (m)
0.00716

0.006
— 0.005
— 0.004
— 0.003
— 0.002

0.001

0.000175

)

Figure 4.11 — Champs de déplacements des blocs (a) selon 'axe X, et (b) selon I'axe Z,
suite a la mise sous poids propre de I’arc puis a un déplacement de 'appui de droite
vers lintérieur de I'arc

Une commande intégrée au logiciel Paraview (commande « Warp By Vector »,
"Déformer selon vecteur") permet d’interpréter automatiquement ces champs de
déplacements appliqués aux nceuds du maillage en termes de déformées du maillage
(Figure 4.12). Ces déformées peuvent étre ensuite plus ou moins amplifiées selon
I’échelle géométrique, afin de pouvoir visualiser suffisamment les ouvertures de fissures,
souvent de l'ordre du millimetre, tandis que les structures possedent des dimensions
générales souvent de 'ordre du metre ou de la dizaine de metres.
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s

X

Figure 4.12 — Déformée suite au déplacement de I'appui de droite vers I'intérieur de
l'arc, amplifiée d’un facteur 10, déterminée par la commande Paraview « Warp By
Vector » a partir des champs de déplacements des blocs représentés Figure 4.11
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Chapitre 5

Spécificités d’implémentation de la
modé¢lisation bloc a bloc

aux ¢léments finis

Dans ce chapitre, on présente deux problématiques concernant application de la
méthode aux éléments finis aux structures bloc a bloc. Dans un premier temps, une
méthodologie permettant la définition géométrique et 'organisation du maillage bloc a
bloc est proposée. Cette méthodologie est implémentée en deux temps successifs, sous
la forme (i) d’un prototype d’interface codée en langage Python pour le logiciel de dessin
assisté par ordinateur Rhinoceros et (if) d'une procédure codée dans le langage Gibiane
du code de calcul aux éléments finis Cast3m. Dans un second temps, on propose des
stratégies permettant la bonne convergence des résultats de simulations par éléments
finis, lorsqu’elles sont appliquées a ces structures spécifiques non-linéaires (élasto-
plasticité et ouvertures de joints), et soumises a des chargements quasi-statique, dans le
cadre de la résolution numérique pas a pas. Les détails concernant ces problématiques
particulicres de convergence numérique sont exposés plus en détail dans 'annexe C.1
produite pour I’étude mécanique des vottes de la cathédrale Notre-Dame de Paris dans
le cadre du Chantier Scientifique de sa reconstruction, suite a 'incendie de 2019.
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5.1 Génération du maillage de calcul

5.1.1 Structure des données d’entrées

Un maillage bloc a bloc est constitué de deux types d’éléments : les éléments
constitutifs du maillage des blocs et ceux constitutifs du maillage des joints. Les blocs
sont définis par des éléments volumiques et les joints par des éléments surfaciques. En
pratique, dans Cast3m, les éléments volumiques des blocs sont générés par des
tétracdres, constitués de quatre nceuds, aussi appelés TET4 (Figure 5.3). L’irrégularité
de certains blocs des structures étudiées complexifie la génération automatique
d’éléments hexaédriques, qui ne seront donc pas utilisés dans ce travail. Les surfaces de
ces ¢léments volumiques sont alors forcément des triangles. Par conséquent, les
¢éléments surfaciques des joints, interfaces planes entre deux blocs, sont générés par des
triangles, dont les trois sommets sont dédoublés pour former deux triangles accolés, ici
a trois neeuds de calculs (interpolations linéaires). Ces éléments sont appelés JOT3 dans
Cast3m (Figure 5.1). Les cases mémoires allouées pour ces sommets des deux triangles
accolés pointent respectivement vers les cases mémoires des sommets des éléments
tétraédriques des blocs correspondants.

2
6-node joint element (JOT3) 8-node joint element (JOT4)

Figure 5.1 — Eléments joints 3D pour Cast3m, tiré de (Pegon 1999) ; dans ce travail,
seul I’élément joint JOT3, a gauche, est utilisé

La structure bloc a bloc est générée dans Cast3m de telle sorte que chaque élément
(sommets, faces et blocs) soit enregistré dans une case mémoire identifiée et aisément
accessible. Pour cela, la géométrie du maillage est générée au fur et a mesure a I'aide
d’une boucle d’itération a quatre niveaux imbriqués (Figure 5.2).

Niveau 1 : sommets Niveau 2 : faces Niveau 3 : blocs Niveau 4 : groupes de blocs

-

Figure 5.2 — Niveaux de descriptions imbriqués de la structure bloc a bloc pour la
création du maillage dans Cast3m
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Tout d’abord, les sommets décrivant le contour d’une premicre face sont créés a
l'aide de 'opérateur POIN et enregistrés dans un objet de type TABLE. Ensuite, le
maillage de cette face est généré a 'aide de 'opérateur SURF a partir du contour fermé
généré par les sommets. Ces opérations sont répétées pour générer chacune des faces
constituant enveloppe du bloc. La liste de ces faces est rangée a son tour dans un objet
de type TABLE. La procédure VOLU est alors appliquée pour générer le maillage
volumique en TET4 du premier bloc a partir de cette enveloppe fermée. Toutes ces
opérations sont ensuite répétées pour générer chacun des blocs de la structure. Les blocs
ainsi générés sont usuellement rangés dans plusieurs objets de types TABLE permettant
de grouper plusieurs blocs appartenant a un ensemble de blocs identifiables (arc-
boutant, culée, voutains, nervures...).

Figure 5.3 — Maillage volumique tétraédrique des blocs en TET4 : (a) vu en surface,
(b) vu de I'intérieur
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Cette organisation spécifique, applicable a la généralité des structures bloc a bloc,
possede I'avantage de ranger I'intégralité des objets géométriques dans un tableau classé
et ordonné au sein du script Gibiane pour Cast3m. Lorsque, dans la suite du script, il
est nécessaire de faire référence a certains blocs particuliers, pour leur appliquer des
caractéristiques matérielles, des chargements particuliers ou des conditions limites, par
exemple, il suffit de connaitre pour la structure les identifiants de ces blocs, permettant
ainsi de les retrouver dans la table ordonnée des blocs. L algorithme, codé en langage
Gibiane pour le code de calcul aux éléments finis Cast3m, de cette génération
automatique du maillage et de 'ordonnancement des composants d’une géométrie bloc
a bloc quelconque est donné en annexe B.2.2.

Pour pouvoir fournir a cet algorithme des données d’entrées correctes, il est donc
nécessaire de générer une liste ordonnée des coordonnées successives des sommets des
faces, ainsi que les informations concernant le nombre de sommets par faces, le nombre
de faces par blocs et le nombre de blocs par groupes de blocs. Une telle liste, dont un
exemple est donné en annexe C.2, accompagnée d’une notice d’utilisation, est générée
automatiquement depuis le logiciel de dessin assisté par ordinateur Rhinoceros, a 'aide
d’une interface codée en Python, dont le fonctionnement particulier est décrit ci-apres.

5.1.2 Génération des éléments joints

Lorsque la génération volumique des blocs de la structure est achevée, les éléments
joints JOT4 peuvent alors étre créés. Ceux-ci sont générés a partir de Popérateur GENJ,
implémenté dans Cast3m par Pierre Pegon (Pegon 1999). Cet opérateur prend en entrée
un maillage bloc a bloc compatible, c’est-a-dire constitué d’éléments géométriquement
similaires sur les surfaces de contacts en vis-a-vis (Figure 5.4). Cette nécessité implique
de s’assurer que la création des maillages de blocs en amont soit bien effectuée de
maniere similaire pour les surfaces de joints en contact.

Figure 5.4 — Maillages de blocs compatibles en surface, permettant de définir
correctement les éléments joints JOT3 a partir de la procédure Cast3m GEN]

Pour assurer cette condition, plusieurs opérations sont effectuées directement a
partir du dessin de la géométrie bloc a bloc sur le logiciel de dessin assisté par ordinateur
Rhinoceros, avant méme de créer le fichier contenant les coordonnées des sommets et
les informations du nombre de sommets par faces, du nombre de faces par blocs, et du
nombre de blocs par groupes de blocs, nécessaires a la génération du maillage volumique
décrit dans le paragraphe précédent. Les trois étapes principales de cet algorithme
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automatisé, codé en langage Python pour Rhinoceros, sont détaillées ci-apres et
schématisées en Figure 5.5.

©

Figure 5.5 — Etapes de pré-traitement de la géométrie bloc a bloc par un script Python
pour Rhinoceros, donné en annexe B.1 :

(a) Correction des imprécisions
(b) Création des surfaces de joints manquantes
(c) Permutation de 'ordre des sommets des surfaces de joints

La premicre étape consiste a corriger les écarts dus aux imprécisions de la définition
originelle de la géométrie bloc a bloc initiale (Figure 5.5 (a)), parfois construite a partir
d’un nuage de points. Cette étape préalable permet de supprimer les écarts et conflits
d’intersections entres les volumes des blocs, de ordre du dixieme de millimetre pour
des structures ayant des blocs de dimensions de ordre du dixieme de metre.

La seconde étape consiste a recréer les sommets manquants sur certains blocs en
contact (Figure 5.5 (b)). En effet, une condition nécessaire pour créer des maillages de
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blocs compatibles est d’abord d’obtenir en données d’entrées des géométries bloc a bloc
compatibles a chaque interface de joint (exemple en Figure 5.6). Il est donc parfois
nécessaire de créer les sommets manquants, définissant les contours des surfaces
enveloppes des volumes des blocs.

Figure 5.6 — (a) Deux blocs en contact, (b) géométries des deux blocs non
compatibles, (c) géométries des deux blocs compatibles

La troisitme et dernie¢re étape consiste a créer la liste ordonnée finale des
coordonnées des sommets des blocs, pour décrire successivement les contours fermés
des surfaces formant les enveloppes des volumes de blocs. Pour une surface donnée, il
est nécessaire que 'ordre des sommets décrivant le contour de cette surface soit le méme
que T'ordre des sommets décrivant 'autre surface qui appartient au bloc en contact
(Figure 5.5 (¢)). Comme I'algorithme contenu dans la procédure GENJ est déterministe,
on s’assure ainsi de créer des surfaces de maillages exactement identiques pour ces deux
blocs en contact au niveau de leur interface de contact, puisque basées sur les mémes
données géométriques : les coordonnées des sommets du contour, dans un ordre donné
identique.
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Le résultat de sortie de cet algorithme, dont le script est donné en annexe B.1, est
la liste des informations géométriques permettant de construire une structure bloc a
bloc quelconque, a 'aide d’une structure de donnée imbriquée a quatre niveaux, décrite
précédemment (Figure 5.2), tout en s’assurant une compatibilité des interfaces de joints
(Figure 5.4). Cette compatibilité permet d’assurer la génération correcte des éléments
joints JOT3, a I'aide de la procédure GEN]J dans Cast3m. I’exemple d’un extrait d’une
telle liste et de sa notice d’utilisation, utilisées pour les études numériques du Chantier
Scientifique Notre-Dame, est donnée en annexe C.2.

5.2 Problématiques de convergence

La spécificité de la méthode de convergence utilisant la procédure PASAPAS
nécessite un paramétrage particulier des différentes caractéristiques du calcul aux
éléments finis. En effet, dans le cadre de ce schéma de résolution d’un équilibre statique
d’une structure complexe au comportement non-linéaire, il est possible d’accumuler, au
fur et a mesure des pas de temps, des erreurs successives qui, lorsque le chargement est
terminé (autrement dit, lorsque la valeur de la fonction de chargement correspondante
est égale a 1), contribuent a une évolution du chargement non physique, semblable a un
comportement visqueux de la structure (dépendance a la discrétisation des pas de temps
du calcul, modification de I’état d’équilibre sous un chargement constant n’évoluant
plus).

Pour supprimer complétement cet effet non physique, purement issu des calculs
numériques, il est nécessaire de modifier certains parametres du calcul par éléments
finis : "augmentation de la densité du maillage, la diminution de la précision (critere de
convergence de la boucle de résolution mécanique de la procédure PASAPAS) ou
encore la diminution de I'incrément de chargement ajouté a chaque pas de temps calculé.

On note que chacun de ces changements entraine nécessairement une
augmentation des temps de calcul, qui peut étre parfois conséquente. Un compromis
doit donc étre systématiquement arbitré selon les différentes structures et leur
complexité pour établir les niveaux de ces caractéristiques du calcul par éléments finis,
suffisantes pour éviter le phénomene de relaxation numérique non physique, tout en
s’assurant des temps de calcul relativement admissibles sur le nceud de calcul a distance
du CRIANN.

Plusieurs stratégies d’optimisation de ce temps de calcul ont également été mises en
place. Par exemple, les densités de maillages sont différentes selon les groupes de blocs
plus ou moins concernés par des comportements non-linéaires. Le niveau de précision
est aussi ajusté au fur et a mesure de I’évolution du chargement. Enfin, un délai constitué
d’une dizaine de pas de temps de calcul permet de séparer chacune des fonctions de
chargements, et de s’assurer ainsi que, dans ce laps de pas de temps ou le chargement
n’évolue plus, la structure conserve bien le méme état d’équilibre, comme cela est prévu
pour une structure sous chargement évoluant de maniere quasi-statique.

Des détails concernant ce phénoméne numérique et les stratégies établies pour en
maitriser les conséquences sont donnés en annexe C.1.
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Ce chapitre présente succinctement les principes fondamentaux de I'analyse limite
dans le cadre plus général du calcul a la rupture, illustré tout du long par 'exemple d’un
cas simple d’évolution jusqu’a la rupture d’une structure élasto-plastique. Les deux
approches du calcul a la rupture, statique par I'intérieur et cinématique par lextérieur,
peuvent étre utilisées dans de nombreux domaines de la mécanique des structures.
L’application de l'analyse limite aux structure bloc a bloc nécessite la définition de
criteres de résistance au niveau des joints (criteres d’Heyman, critere de frottement de
Coulomb, critére de résistance finie a la compression), évalués pour maximiser un
chargement limite, qui peut étre de deux types : (i) soit la maximisation d’un chargement
extérieur appliqué a la structure, (ii) soit la maximisation d’'une combinaison linéaire des
composantes de réactions entre la structure et son support. Dans ce cadre théorique, on
définit également les coefficients de sécurité géométrique et statique de la structure.
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6.1 Calcul a la rupture et analyse limite : similarités et
distinctions

Bien que le formalisme mathématique de Délasticité et de la plasticité soient
nécessaires pour introduire rigoureusement le calcul a la rupture et 'analyse limite, la
définition et lutilisation pratique de démarches analytiques basées sur ces théories
précede Iétablissement théorique de Délasticité linéaire et de son formalisme. Par
exemple, le travail de Galilée (Galilei 1638) datant du XVII™™ siecle (Figure 6.1), est
souvent cité a juste titre comme l'une des premicres traces de tentatives de
raisonnements en résistance des matériaux s’intéressant aux conditions de ruptures de
structures simples (Benvenuto 1997).

Figure 6.1 — Dessin tiré de (Galilei 1638)

Avec les travaux réalisés au long du XX siecle, le calcul a la rupture et 'analyse
limite s’inscrivent a présent dans un contexte mécanique bien défini. Il est notamment
utile de rappeler le lien étroit entre la théorie de I’élasto-plasticité et le calcul a la rupture
(Salencon 2002), (de Buhan 2008). Ce lien est ici succinctement abordé au travers d’un
exemple illustratif d’un probleme d’évolution élasto-plastique.

6.1.1 Elasto-plasticité et calcul a la rupture

Pour illustrer le lien entre une modélisation dans le cadre de ’élasto-plasticité et une
détermination des charges limites par le calcul a la rupture, on considérera 'exemple de
structure simple suivant, également décrit dans (Brocato 2016). Deux fils en parallele
sont bloqués au plan fixe a une extrémité et soumis a un chargement normal a leur
direction a l'autre extrémité (Figure 6.2).

Les deux fils sont constitués d’un matériau au comportement élastique parfaitement
plastique en effort normal. Le fil 1 posséde une raideur k; et une résistance limite
¢lastique Ry, le fil 2 une raideur k, et une résistance limite élastique R,., de telle sorte que
ki/R; < k;/R,. Lorsqu’on sollicite extrémité libre a I'aide d’une force F, les efforts
internes F; et F, se développent respectivement dans les fils 1 et 2 (Figure 6.2).

La regle d’écoulement plastique de cette structure est ici définie selon un
comportement qu'on qualifie de comportement standard : la déformation plastique
associée au dépassement de la limite élastique doit maximiser le travail dissipé pendant
cette déformation plastique. Une telle déformation plastique est donc ici forcément
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orientée dans la direction de I'effort normal interne aux fils. Ce principe est également
désigné sous le nom de principe de normalité, car le vecteur représentant 'incrément de
déformation plastique, qui peut étre représenté dans I’espace des contraintes, est normal
a la surface représentant le domaine de résistance élastique du matériau (Hill 1950).

Au fur et a mesure de 'application de I'allongement 6, trois phases peuvent étre
identifiées pour I'évolution de la force F a I'extrémité (Figure 6.3). Dans un premier
temps, la structure globale se comporte comme un seul fil de raideur équivalente a la
somme des raideurs des deux fils. Ensuite, la limite élastique du fil 1 est atteinte : celui-
ci entre dans une phase purement plastique, de raideur nulle. Dans cette deuxiéme
phase, la raideur de la structure totale est donc égale a la raideur du fil 2. Lorsqu’on
arrive a la valeur de limite élastique pour le fil 2, c’est I'intégralité de la structure qui entre
dans une phase purement plastique : la force résultante atteint un maximum égal a la
somme des seuils de résistance élastiques des deux fils R; + R,. La structure devient alors
un mécanisme. Si une force supplémentaire a la force maximale est imposée, alors le
mécanisme instable se rompt.

|~ v F

Figure 6.2 — Structure étudiée, composée de deux fils aux raideurs et résistances limites
¢lastiques différentes

A F
RZ
|
R, +k2 R, - \kz
1 |/
Ry Fy
—

» 6

Figure 6.3 — Forces F; et F, dans les fils 1 et 2, et force totale F en fonction de
I'allongement appliqué en extrémité, pour un comportement élasto-plastique parfait
standard des deux fils

117



Chapitre 6
Principes généraux

On peut constater que la charge maximale R; + R, obtenue pour cette structure ne
dépend pas des raideurs élastiques de chacun des fils. Si une force F imposée aux
extrémités est supérieure a cette charge maximale R; +R,, alors la rupture aura
forcément lieu. On note par ailleurs que quel que soit le trajet de chargement, méme si
on effectue des cycles de chargement-déchargement quelconques, la charge maximale
sera toujours la méme.

De maniere générale, le principe d’un calcul a la rupture consiste donc a déterminer
directement a partir des criteres de résistances des matériaux constituant la structure
(qui sont ici des criteres de résistance limites élastiques) le chargement maximal
potentiellement admissible, sans avoir besoin d’analyser I’évolution des contraintes et
déformations avant la rupture. Le calcul a la rupture donne comme résultat une charge
limite potentielle, pour un mode de chargement donné : si le chargement appliqué a la
structure est supérieur a la charge de rupture, alors la structure est instable. La
contraposée est également intéressante : si la structure est stable, alors le chargement
appliqué a la structure est inférieur au chargement limite et les efforts internes effectifs,
non déterminés, sont forcément contenus dans les limites de leurs critéres de résistance.

La réciproque est vraie dans 'exemple traité, dans le cas particulier d’une structure
obéissant a une loi de comportement élasto-plastique parfait standard : si une charge
inférieure a la force limite R, + R, est imposée a la structure, alors celle-ci restera bien
stable. On est ici dans un cas particulier de calcul a la rupture qu'on appelle analyse
limite.

6.1.2 Hypothéses en calcul a la rupture et en analyse limite

L’analyse limite consiste donc a déterminer les conditions nécessaires et suffisantes
d’effondrement d’une structure, constituée d’un matériau élasto-plastique parfait au
comportement standard, a partir des seules hypothéses de criteres de limite élastique des
matériaux. Cependant, lorsqu'on considére que le comportement de la structure n’est
pas élasto-plastique parfait standard, on perd le caracteére nécessaire des conditions de
la rupture.

Par exemple, on suppose a présent que le fil 1 de la structure précédente (Figure
0.2) est a présent constitué d’un matériau au comportement élasto-fragile. Si la limite de
résistance ¢lastique R, est atteinte, le fil 1 cede et aucun effort n’est plus transmis par
celui-ci (Figure 6.4). Dans ce nouveau cas de figure, la charge maximale admissible réelle
est égale a R,, ce qui est bien inférieur a R; + R,, la charge maximale admissible trouvée
par un calcul a la rupture, et égale a la charge maximale admissible réelle dans le cas d’'un
matériau élasto-plastique parfait standard.

Le domaine de stabilité déterminé par I’analyse limite d’une structure équivalente
dans un matériau standard élasto-plastique parfait devient donc un domaine de stabilité
potentielle pour une structure constituée de matériaux non élasto-plastique parfait au
comportement standard : le fait de solliciter la structure par une charge inférieure a la
charge maximale n’assure pas forcément la stabilité de la structure. Par contre, sans étre
suffisante, la condition de stabilité est néanmoins nécessaire : si la charge exercée sur la
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structure est supérieure a la charge limite de stabilité potentielle déterminée par un calcul
a la rupture, alors la structure est forcément instable.

On peut constater qu’il suffit qu'un seul élément de structure en rupture ne se
comporte pas comme un matériau élasto-plastique parfait standard pour que la charge
maximale admissible réelle trouvée par un calcul d’évolution du chargement soit
inférieure a la charge maximale potentielle déterminée par le calcul a la rupture. Par
ailleurs, i devient a présent possible que la charge maximale admissible réelle soit
dépendante du trajet de chargement.

AF
F

R,
R +k—2R k
1 I 1 |/ 2

Ry

Ky Fy
> 6

Figure 6.4 - Forces F; et F, dans les fils 1 et 2, et force totale F en fonction de
'allongement appliqué en extrémité, pour un comportement élasto-fragile pour le fil 1
et un comportement élasto-plastique parfait standard pour le fil 2

Pour résumer, le calcul a la rupture consiste donc a déterminer les conditions
suffisantes d’instabilité d’une structure, a partir des seules hypothéses de critéres de
résistance des matériaux. Aucune hypothese n’est alors faite, ni sur la loi de
comportement du matériau, ni sur le trajet de chargement de la structure, ni sur I’état de
précontrainte de la structure. Le domaine de stabilité déterminé ainsi est un domaine de
stabilité potentielle.

Pour le cas particulier ou la loi de comportement du matériau est connue comme
étant un comportement élasto-plastique parfait standard, le calcul a la rupture est appelé
analyse limite. Le domaine de stabilité, obtenu par les mémes méthodes que le calcul a
la rupture, toujours sans connaissance du trajet de chargement, ni de Iétat de
précontrainte de la structure, est alors un domaine de stabilité strict.

En pratique, plus un matériau possede un comportement qui s’approche du
comportement idéal représenté par le matériau fictif élasto-plastique parfait au
comportement standard, plus il est pertinent d’utiliser les approches du calcul a la
rupture pour approcher suffisamment les limites réelles des structures avec la
détermination du domaine de stabilité potentielle.
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Deux méthodes associées sont usuellement utilisées en calcul a la rupture pour
déterminer ce domaine de stabilité potentielle : 'approche statique par lintérieur et
I'approche cinématique par I'extérieur.

6.1.3 Approche statique par 'intérieur

On suppose par la suite que les criteres de résistance sont des ensembles convexes
dans 'espace des efforts intérieurs. Cette hypothese assure la convexité du domaine de
stabilité potentielle, qu’on appellera K.

L’approche statique par I'intérieur consiste a déterminer une borne inférieure de la
charge maximale potentiellement admissible, pour un chargement donné, en utilisant
(i) les égalités traduisant I'équilibre entre les efforts internes, les actions extérieures
constantes et le chargement, données par les équations de la statique et (ii) les inégalités
traduisant les criteres de résistance sur les efforts internes.

En maximisant cette borne inférieure pour des criteres de résistance donnés, on
obtient la valeur de la charge maximale potentiellement admissible. Cette approche
statique par lintérieur optimale peut étre représentée dans I'espace des modes de
chargement comme un point solution situé sur la frontiere du domaine convexe des
chargements potentiellement stable K, comme Iexemple du point P sur la Figure 6.5,
qui représente 'exemple d’'un domaine convexe K pour une structure quelconque
soumise a un chargement a deux parametres F; et F,.

Dans le cas de 'exemple des deux fils 1 et 2 de la Figure 6.2, pour lequel le mode
de chargement est a un seul paramétre, ce type d’approche statique par lintérieur
optimale se traduit par le probleme d’optimisation suivant :

max F

telque F; + F, —F =0 (6.1)
F, <R, (6.2)
F, <R, (6.3)

L’équation (6.1) traduit bien I’équilibre des forces horizontales. Les inéquations (6.2) et
(6.3) traduisent respectivement les criteres de résistances du fil 1 et du fil 2. La résolution
de ce probleme est triviale et donne bien une charge limite maximale F égale a R; + R;,
la méme valeur que celle trouvée en 6.1.1, dans le cadre de I'approche en évolution
élasto-plastique.

De maniere générale, pour un mode de chargement a plusieurs parametres,
plusieurs combinaisons de champs d’efforts internes bien choisies permettent de
déterminer une enveloppe convexe de chargements potentiellement admissibles,
contenue a I'intérieur de I'ensemble K des chargements potentiellement stables. On
illustre en Figure 6.5 le principe d’une telle approche pour un mode de chargement a 2
parametres Fy et F,.
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Figure 6.5 — Détermination d’une approximation du domaine de stabilité potentielle K
convexe, par 'approche statique par I'intérieur, pour un mode de chargement a deux
parametres Fy et F, ; 'ensemble de 'espace coloré en bleu représente des chargements
(pas tous) pour lesquels il existe un état d’équilibre de la structure respectant les
criteres de résistance

6.1.4 Approche cinématique par ’extérieur

De maniére équivalente a cette approche, 'approche cinématique par extérieur
consiste a déterminer, pour un mode de rupture donné compatible avec la cinématique
du systeme, la puissance des efforts extérieurs et la puissance résistante maximale
dissipée par le mécanisme donnée par les criteres de résistance. Le principe des
puissances virtuelles nous donne alors une condition d’inégalité entre ces deux termes
de puissances : la structure est instable lorsque la puissance des efforts extérieurs est
supérieure a la puissance résistante maximale.

On peut représenter géométriquement cette inégalité dans I'espace du mode de
chargement par un hyperplan dont ’équation correspond a I'égalité entre ces deux
puissances. Les directions normales de ces hyperplans représentent les directions des
vitesses de déformations définissant le mode de rupture choisi, dont les composantes
respectives sont multipliées aux composantes du mode de chargement a plusieurs
parametres (exemple pour un mode de chargement a 2 parametres en Figure 6.0).

En minimisant la puissance des efforts extérieurs obtenue dans un mécanisme
virtuel de rupture, tout en vérifiant (i) les équations de compatibilités cinématiques et
(i) I’égalité entre la puissance des efforts extérieurs et la puissance résistante maximale
du mécanisme de rupture, égalité vérifiée quelle que soit 'amplitude du mécanisme
virtuel, on obtient alors la charge minimale au-dessus de laquelle le systeme est
forcément instable. Cette approche cinématique par Pextérieur optimale est représentée
géométriquement par hyperplan, déja défini ci-dessus, qui viendrait "coller" de maniere
tangente le domaine convexe K des chargements potentiellement admissibles, comme
dans 'exemple du point P sur la Figure 6.0.
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Dans le cas de 'exemple des deux fils 1 et 2 de la Figure 6.2, ce type d’approche
cinématique par extérieur optimale s’écrit comme suit :

min uF
tel que u = u, (6.4)
U=1u, (6.5)
Vu,uF = u Ry + uyR, (6.6)

Les relations (6.4) et (6.5) traduisent les équations de compatibilités géométriques (u; et
u, sont respectivement les vitesses de déformations normales du fil 1 et du fil 2, et u est
la vitesse de déformation normale au niveau du point d’application du mode de
chargement F). La relation (6.6) traduit I’égalité, issue du principe des puissances
virtuelles, entre la puissance des efforts extérieurs et la puissance résistante maximale
dissipée par le mécanisme. La résolution de ce probléme donne F = R; + R,, le méme
résultat que celui obtenu par la résolution du systeme en évolution élasto-plastique en
6.1.1. On remarque également que ce résultat est identique a celui trouvé en 6.1.3 par
une approche statique par I'intérieur.

De manicre générale, cette approche est qualifiée d’approche par Pextérieur
puisque, pour un mode de rupture choisi, compatible avec la cinématique du systeme,
on en déduit le demi-plan des chargements non admissibles a partir de I'inégalité entre
la puissance résistante maximale inférieure ou égale a la puissance des efforts extérieurs.
En effectuant ce raisonnement pour plusieurs modes de rupture compatibles avec les
équations de la cinématique, on peut en déduire une enveloppe externe du domaine des
chargements potentiellement admissibles (Figure 6.0).

FZ
A

v

Figure 6.6 — Détermination d’une approximation du domaine de stabilité potentielle K
convexe par 'approche cinématique par I'extérieur pour un mode de chargement a
deux parametres F, et F, ; 'ensemble de I’espace coloré en orange représente des
chargements (pas tous) pour lesquels il existe un mouvement virtuel tel que la
puissance des efforts extérieurs est supérieure a la puissance résistante maximale
dissipée dans ce mouvement virtuel
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6.1.5 Conjugaison des deux approches

Dans Pexemple des deux fils traité en 6.1.3, on a utilisé 'approche statique par
lintérieur de maniére optimale pour déterminer la charge maximale R; + R, dans la
limite des critéres de résistance, en vérifiant les équations d’équilibre, et pas seulement
une borne inférieure de cette charge maximale. Dans ce cas-1a, le point trouvé par
approche par l'intérieur du domaine K appartient a la frontiere de ce domaine, comme
pour 'exemple du point P pour un mode de chargement a deux parameétres sur la Figure
0.5.

La valeur de cette charge maximale est unique et peut également étre retrouvée par
une approche cinématique par lextérieur. Celle-ci doit permettre de trouver le
mécanisme de rupture qui minimise la puissance des efforts extérieurs pour le mode de
chargement choisi, tout en étant égale a la puissance résistante maximale dissipée dans
ce mécanisme de rupture. Un tel mécanisme permet de retrouver le chargement situé a
la frontiere du domaine K. On peut représenter géométriquement cette situation par une
droite tangente au domaine K, représentant I’égalité entre le minimum de la puissance
des efforts extérieurs et la puissance résistante maximale. Le mécanisme de rupture,
représenté par un vecteur perpendiculaire a la droite tangente, est donc perpendiculaire
a la frontiere du domaine convexe K au point frontiere trouvé (exemple du point P sur
la Figure 6.6).

Lorsque I'approche statique par I'intérieur et 'approche cinématique par Pextérieur
sont mises en ceuvre de cette fagon, a I'aide d’un probleme de maximisation, pour
I'approche statique, et d’'un probleme de minimisation, pour 'approche cinématique, la
charge trouvée, appartenant a la fronticre du domaine de stabilité potentielle K, est
unique et égale pour les deux approches (exemple du point P sur la Figure 6.7). Le mode
de rupture trouvé par cette approche est qualifié de mode de rupture associé aux criteres
activés par le champs d’efforts internes solution.

Notons bien que le mode de rupture n’est pas forcément unique pour une charge
maximale donnée, dans le cas ou le point solution appartient a un point singulier d’un
critere de résistance, ou un point singulier d’'une combinaison de critéres de résistances.
De la méme fagon, le champs d’efforts internes solution n’est pas non plus forcément
unique.
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Figure 6.7 — Approches statique et cinématique conjuguées, utilisées pour obtenir le
chargement limite exact au point P, appartenant a la frontiere du domaine K, pour un
mode de chargement correspondant a une combinaison donnée de F; et F,

C’est cette approche conjuguée qui sera systématiquement utilisée par la suite dans
les calculs d’analyse limite des structures bloc a bloc. En effet, cette association des
approches statique par I'intérieur et cinématique par Pextérieur peut étre formalisée dans
le cadre de 'optimisation convexe sous contraintes. Comme on le verra par la suite, la
définition d’un probleme primal d’optimisation convexe correspondant a I'approche
statique par l'intérieur de 'analyse limite permet d’obtenir directement le probleme
d’optimisation dual correspondant a 'approche cinématique par extérieur de I’analyse
limite (Ferris et al. 2001).

On verra également les conséquences de l'utilisation de cette approche conjuguée
sur les modes de rupture associés obtenus, notamment au sujet de la prise en compte
du critere de Coulomb en frottement. Lorsque celui-ci est activé dans un chargement
limite, la charge a la rupture est surestimée et le mode de rupture associé correspond a
une déformation de dilatance a linterface de joint correspondante, ce qui est
physiquement non réaliste. L.a qualification de domaine de stabilité potentielle, donnée
au domaine déterminé par cette méthode, prendra alors toute son importance.

6.1.6 Exemples d’applications en mécanique des structures

Par le caractere général de leur formulation dans le cadre de la mécanique classique,
les approches du calcul a la rupture peuvent étre utilisées dans un grand nombre de cas
pratiques en mécanique des structures (de Buhan 2007). Comme précisé précédemment
en introduction de 6.1, certaines utilisations historiques de ces approches, qu’elles soient
implémentées par la méthode statique par lintérieur ou cinématique par Iextérieur,
précédaient parfois la formalisation rigoureuse de ce qui peut étre identifié a présent
comme relevant d’un calcul a la rupture. Généralement, 'utilisation de ces approches
s’inscrit a présent dans un contexte de calculs aux états limites ultimes (ELU) et sont
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implémentées numériquement pour généraliser leur mise en ceuvre. Quelques exemples
d’implémentations numériques pour des applications particulicres dans le domaine du
génie civil sont donnés ci-apres.

De nombreux problémes de calculs de mécaniques des sols et d’interactions entre
sols et fondations peuvent étre abordés par la mise en ceuvre d’un calcul a la rupture
(exemple en Figure 6.8). En fonction du probléeme rencontré et des critéres adoptés
pour le comportement a la rupture du massif de sol, 'approche statique par I'intérieur
ou cinématique par I'extérieur permettent de déterminer des minorants ou des majorants
des charges de rupture, en supposant des champs de distributions de contraintes en
équilibres ou des mécanismes de rupture par glissement. Parfois, ces majorants et
minorants ne permettent pas forcément d’exprimer la charge limite exacte du fait de la
complexité analytique importante de ces problemes (de Buhan 2007), mais permettent
de déterminer des fourchettes de valeurs et d’en déduire des coefficients de sécurité et
abaques qui soient, en pratique, suffisamment acceptables.

a

Figure 6.8 — Affichage du logiciel TALREN (Terrassol, Setec) implémentant des
méthodes de calcul a la rupture pour des ouvrages géotechniques divers

La détermination des lignes de rupture de dalles ou de coques complexes et de leurs
charges admissibles constitue également une famille de problemes de mécaniques des
structures en génie civil traités par des approches de type calcul a la rupture. Lorsque la
détermination, a 'aide d’approches purement analytiques, des charges de rupture et des
modes de rupture est rendue impossible par la définition trop complexe du probleme,
Iutilisation d’éléments finis adaptés permet de simuler suffisamment correctement
différents modes de chargements limites s’appliquant sur ce type de géométrie, a I'aide
d’implémentation numériques utilisant Poptimisation convexe, par exemple. Ce cadre
numérique est aussi propice a des méthodes d’homogénéisation pour lesquelles les
criteres de rupture peuvent étre définis et/ou approchés a I'aide de contraintes coniques
(Bleyer 2015), comme lexemple de la marquise d’Austetlitz, une coque a double
courbure irréguli¢re en béton perforé (Figure 6.9).
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Figure 6.9 — Mode de rupture de la marquise d’Austerlitz (champs de déplacements
verticaux selon Z), un exemple de structure complexe homogénéisée traitée dans

(Bleyer 2015)

Concernant les structures métalliques, les méthodes de calcul a la rupture appliquées
aux structures réticulées sont particulicrement adaptées a des raisonnements analytiques
pour la résolution des approches statique et cinématique. Les critéres de résistance
s’expriment naturellement en fonction des efforts internes généralisés pour de
nombreuses situations (de Buhan 2007). De manicre plus spécifique, les assemblages
boulonnés et soudés (exemple en Figure 6.10) ont également pu faire 'objet de plusieurs
sujets de recherche avec des approches de calcul a la rupture en éléments finis rendues
possibles dans des logiciels adaptés (par exemple le code de calcul DS Steel de
I'entreprise Strains).

+0.000¢+00

EPS_VO_NO_ITER 0

Figure 6.10 — Mode de rupture d’une base de colonne soudée et boulonnée a une
platine, tiré¢ de (Boustani et al. 2020)
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Pour les structures en magonnerie, de nombreuses approches en calcul a la rupture
mettant en ceuvre une modélisation du matériau homogénéisé ou a I’échelle des blocs,
dans le cadre d’approches statique, cinématique ou conjuguées, ont déja été décrites
précédemment, dans le chapitre 2, en 2.2.3.

6.2 Analyse limite appliquée aux structures bloc a bloc

Dans la suite de ce chapitre, les différentes notions présentées et les démonstrations
des différentes inéquations des criteres de résistances, obtenues a partir des expressions
des contraintes généralisées, correspondent au formalisme de I'approche statique par
I'intérieur de 'analyse limite. En effet, c’est bien sous cette formulation que le probleme
d’analyse limite bloc a bloc sera implémenté dans ce travail, sous la forme d’un probleme
d’optimisation conique sous contraintes. La résolution de cette formulation permet
d’obtenir dans le méme temps le mode de rupture cinématique associé, qui serait obtenu
dans le cadre de la résolution de 'approche cinématique par Pextérieur (Ferris et al.
2001), dans le cadre de 'analyse limite (cas particulier d’un calcul a la rupture appliqué
a une structure constituée d’un matériau élasto-plastique parfait au comportement
standard). Il s’agit donc bien d’une approche conjuguée.

On précisera donc, pour chacune des frontic¢res des critéres de résistances établis,
la forme du comportement cinématique associé. On pourra également vérifier si ce
comportement associé correspond bien au comportement cinématique physiquement
attendu, lorsque le critére en question est activé.

6.2.1 Criteres de résistance aux joints

Dans le cadre de I'analyse limite des structures bloc a bloc, on suppose que les blocs
infiniment rigides ne sont soumis a aucun critere de résistance au sein de leur volume.
Les seules ruptures possibles dans ce cas-la sont localisées au niveau des joints,
interfaces de contact entre deux blocs, qu’on considere comme planes et de forme
convexes. Seules les contraintes aux joints sont donc nécessaires a définir.

Le joint plan est muni d’un systeme orthonormé d’axes local (X;Y;Z) tel que X est
perpendiculaire au plan du joint (Y et Z sont donc contenus dans le plan du joint). Les
criteres de résistance au niveau des joints seront tous exprimés a partir des contraintes
généralisées. Ces contraintes généralisées, au nombre de 6, sont définies par intégration,
sur la surface S du joint, des 3 champs scalaires suivants : la contrainte normale oy,
définie positive en compression, et les deux contraintes tangentielles 7y et 7, (Figure
6.11):

Effort normal n : n= f ox(y,z)dS (6.7)
N

Effort tranchant vy : vy = f 1y (y, 2)dS (6.8)
N

Effort tranchant v, : vy = f 1,(y,2)dS (6.9)
N

Moment de torsion my : mp = f vtz (v,2) — zty(y,2)dS (6.10)
N
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Moment fléchissant my : my f zoy(y,2)dS (6.11)
S

Moment fléchissant my : my

- f yox(y,2)dS (6.12)
S

Avec y et z les coordonnées sur la surface du joint dans le repére (H; X;Y;Z) avec H le
centre de gravité de la surface du joint.

ax(y, 2)

Figure 6.11 — Représentation des valeurs des champs scalaires oy, 7y et T; en un point
de la surface du joint pour le cas 3D, et des contraintes généralisées au centre de
gravité du joint

Pour ce qui concerne le cas 2D, seules 3 contraintes généralisées sont définies pour
décrire la répartition des contraintes sur le joint de maniere a exprimer complétement
et suffisamment les différents critéres de résistance présentés ensuite (Figure 6.12) :

Effort normal n : n= f ox(y)dS (6.13)
S
Effort tranchant vy : vy = f 7y (y)dS (6.14)
S
Moment fléchissant m; : my, = — ] yox(y)dS (6.15)
S

En 2D, on note que les champs de contraintes oy et 7y ne dépendent que de la distance
au centre du joint en 2D selon 'axe Y tangentiel au joint (Figure 6.12). L’intégration sur
toute la surface du joint, qui est forcément rectangulaire et qui est représenté dans le
plan de la structure par un segment, se fait de maniére uniforme sur I’épaisseur hors-
plan, définie comme égale a b.
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Figure 6.12 - Représentation des valeurs des champs scalaires oy et 7y en un point du
segment du joint pour le cas 2D, et des contraintes généralisées au centre de gravité du
joint

On verra dans les paragraphes suivants que méme si les criteres de résistance utilisés
dans ce travail s’appliquent bien sur les contraintes normales et/ou tangentielles, les
inégalités de ces criteres peuvent a chaque fois s’écrire de manicre équivalente avec les
contraintes généralisées par intégration. On peut ainsi éviter une approximation a ’aide
d’éléments finis de type joints qui permettraient d’exprimer les criteres sur une partition
discrétisée du joint. L’avantage réside donc dans la limitation du nombre de variables
mises en ceuvre dans le probléme a résoudre numériquement. On verra également que
le choix de cette méthode pourrait étre réinterrogé, notamment pour ce qui concerne
les criteres s’appliquant au moment de torsion dans le cas 3D.

On vérifiera que chacun des criteres est bien un ensemble convexe dans I'espace
des contraintes généralisées. On vérifiera également si le mode de rupture associé, au
sens de l'analyse limite, représente ou non le mode de rupture physiquement attendu
lors d’une violation du critére de résistance.

6.2.1.1 Criteres d’Heyman

Criteres de base souvent appliqués dans le cadre de I'analyse limite appliquée aux
structures en macgonnerie, on appelle criteres d’Heyman les trois criteres aux joints
suivants (Heyman 1966) :

@) La résistance a la rupture en traction est nulle
(if) La résistance a la rupture en compression est infinie
(i11) La résistance a la rupture en glissement est infinie

Pour le joint dans le cas 2D, ces trois criteres se traduisent de maniere équivalente par
inégalité suivante, appliquée a la contrainte de compression :

vy € [-L, L], 0x(y) = 0 (6.16)

Avec L la demi-longueur du joint.
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On a alors l'inégalité suivante vérifiée :

vy € [-L,L], —Lox(y) < yox(y) < Lox(y) (6.17)

Puis en intégrant cette expression sur la surface du joint, on obtient finalement une
expression en fonction des contraintes généralisées d’effort normal n et de moment
fléchissant my :

—In<my; <Ln (6.18)

Ce domaine est représenté dans I'espace des contraintes généralisées (n;m;) par un
cone, qui est bien un ensemble convexe (Figure 6.13).

m
Z A

T'I’l

" |,
D ine d
omaine de

résistance n

Figure 6.13 — Fronticres du domaine de résistance des criteres d’Heyman pour le joint
dans le cas 2D, donné par 'expression (6.18), et modes de ruptures associés a chaque
frontiére

Le mode de rupture associé aux points de la frontiere du critere (représentés sur la
Figure 6.13 a 'exception du point anguleux du cone) est la composition d’une rotation
autour du centre de gravité du joint et d’'un déplacement selon la direction normale au
joint, de telle sorte que 'amplitude de la translation normale est égale a "amplitude de
la rotation multipliée par L. Ce mode de rupture est égal a 'approximation au premier
ordre (ou, autrement dit, en petits déplacements, ou en transformations infinitésimales)
de la description d’'un mouvement de rotation relative entre les deux blocs autour d’une
aréte de la frontiere du joint, ce qui est bien le mode de rupture physiquement attendu
dans ce cas de figure. Ces points de rotation relative entre deux blocs dans une structure
en rupture sont appelés des charnieres, ou des rotules plastiques.

On note qu’au point anguleux de la pointe du cone, une infinité de modes de
rupture différents sont possibles tant que ceux-ci sont contenus a l'intérieur d’un cone
délimité par les normales a la frontiere du domaine aux voisinages de la pointe.

Une pratique usuelle, et physiquement en accord avec la définition qu’on a donné
des contraintes généralisées, consiste a interpréter le torseur des contraintes généralisées
comme la résultante des efforts appliqués au joint. On peut alors transporter ce torseur
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depuis le centre de gravité du joint vers le point du plan du joint au niveau duquel le
moment fléchissant s’annule. Pour un joint dans le cas 2D, la distance e entre ce point
et le centre du joint, appelée excentricité (Figure 6.14), est égale a :

e=—~ (6.19)

Figure 6.14 — Définition de I'excentricité e pour un joint dans le cas 2D en fonction
des contraintes généralisées d’effort normal n et de moment fléchissant m,

En utilisant cette excentricité, 'expression des criteres d’Heyman donnée en (6.16)
devient alots :

—L<e<lL (6.20)

Cette formulation, équivalente a la définition originelle des criteres d’Heyman, permet
de traduire ceux-ci sous la forme d’un critere géométrique trés connu, particulicrement
simple et intuitif : les criteres d’Heyman sont respectés en un joint si et seulement si le
point d’application de la force résultante appartient a I'intérieur des fronticres de ce joint.

Ce raisonnement est similaire pour le cas 3D. Les criteres d’Heyman sont respectés
en un joint si et seulement si le point d’application de la force résultante appartient a
I'intérieur des frontieres convexes de ce joint, donc, dans le cadre de ce travail dans
lequel on considére uniquement des joints convexes, a 'intérieur des frontieres de ce
joint.

Pour exprimer les criteres d’Heyman dans le cas 3D, on définit I'excentricité par
rapport a un axe comme la distance projetée sur la perpendiculaire a I'axe, entre le point
d’application I de la résultante des efforts aux joints et le centre de gravité du joint H
(Figure 6.15). Ces excentricités sont ainsi définies numériquement de la méme manicre
que pour le cas 2D, a I'aide des variables généralisées d’effort normal et de moment
fléchissant.
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Figure 6.15 - Définition des excentricités e(Y) et e(Z) par rapport aux axes Y et Z pour
un joint dans le cas 3D en fonction des contraintes généralisées d’effort normal n et de
moments fléchissants m, et my

En particulier, pour exprimer les criteres d’Heyman dans un joint plan convexe
quelconque défini par un contour fermé constitué d’un polygone convexe, il est plus
pratique de définir Pexcentricité e(U;) par rapport a un axe U; colinéaire a une aréte du
joint (Figure 6.16). On peut exprimer cette excentricité en fonction du moment
fléchissant my, autour de I'axe U; qui, lui-méme, s’exprime linéairement en fonction des
moments fléchissants my et m; et des composantes du vecteur U; égales a Uy, selon Y
eta Uz, selon Z, par une formule de changement de repere :

m
e(Uy) = % avecmy, = Uy ymy + Uz my (6.21)

Pour que le point d’application de la force résultante appartienne au demi-plan, défini
par la droite de l'aréte du joint et contenant le joint, ’excentricité e(U;) doit étre
inférieure ou égale a la distance L, entre cette droite de I'aréte et le centre de gravité du
joint, ce qui équivaut a :

my, < Lin (6.22)

Us: (UY,l; Uz,1)

Figure 6.16 — Définition de I'excentricité par rapport a 'axe U, pour un joint dans le
cas 3D, en fonction des contraintes généralisées d’effort normal n et du moment
fléchissant my, exprimé autour de I'axe U,
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Le méme raisonnement doit étre fait pour chacune des arétes de la bordure du joint
convexe afin d’obtenir le domaine de résistance correspondant aux criteres d’Heyman
pour un tel joint. Ce domaine de résistance est un cone pyramidal dans espace des
contraintes généralisées (n; my; my).

De la méme maniére que pour le joint 2D, le mode de rupture associé a une
violation du critere au niveau d’une aréte correspond bien a une rotation relative autour
de P'aréte entre les deux blocs en contact, en mouvements infinitésimaux. Comme pour
le cas 2D, plusieurs points de la fronti¢re du critere de résistance admettent une infinité
de mode de rupture : lorsque I'effort normal est égal a zéro et lorsque Peffort résultant
atteint un des sommets du polygone du joint et se situe donc sur deux arétes en méme
temps.

6.2.1.2 Criteres de résistance au glissement

Plusieurs hypothé¢ses de comportement pour décrire la résistance finie ou non au
glissement en une interface sont décrites dans (Salengon 1983). On décrira ici certains
de ces mémes comportements et leurs caractéristiques, exprimées dans I'espace des
contraintes généralisées d’effort normal et d’efforts tranchants, (n; vy) pour le cas 2D,
(n; vy; v) pour le cas 3D ainsi que les questions autour de la considération du moment
de torsion my pour le cas 3D.

Joint frottant de type Coulomb

De maniere générale, le critere de Coulomb, déja exposé en 4.1.2.2 dans le chapitre
présentant le comportement mécanique pour la méthode aux éléments finis, s’exprime
en chacun des points du joint a I'aide des contraintes normales et tangentielles, en
fonction du coefficient de Coulomb u :

JTy? + 152 < oy (6.23)

Pour le joint dans le cas 2D pour lequel on suppose que 7, =0, en intégrant
I'inégalité (6.23) sur la surface du joint, on obtient une condition qui permet de traduire
ce critere de frottement de Coulomb de manicre équivalente en fonction de Ieffort
normal n et de effort tranchant vy (représenté en Figure 6.17) :

—un < vy < un (6.24)

On définit 'angle de frottement ¢ en fonction du coefficient de frottement u tel
que pu=tang. On peut alors interpréter I'inégalité (6.24) comme une contrainte
géométrique sur le vecteur de la résultante aux joints : le glissement n’a pas lieu au niveau
de linterface si et seulement si la force résultante est contenue dans le cone d’axe normal
au joint et de demi-angle ¢.
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Figure 6.17 - Frontieres du domaine de résistance du critere de résistance finie au
glissement de Coulomb pour le joint dans le cas 2D, donné par 'expression (6.24), et
modes de ruptures associés a chaque frontic¢re

Le mode de rupture associé a ce critere est constitué dune composante de
déplacement tangentiel et d'une composante de déplacement normal en ouverture égale
a la composante tangentielle multipliée par le coefficient de frottement (Figure 6.17).
Cette composante de déplacement normal au joint non nulle est appelée dilatance.

Le comportement dilatant, associé au critere de Coulomb, ne correspond pas au
mode de rupture physiquement observé et habituellement modélisé pour le critére de
Coulomb qui consiste usuellement en un déplacement tangentiel et un déplacement
normal égal a zéro. La description du comportement physique pour le joint en
glissement ne correspond donc pas au comportement du joint décrit par un modele
élasto-plastique parfait en comportement standard (Drucker 1954). Par conséquent, en
plus d’introduire une dilatance dans le mode de rupture cinématique, la charge a la
rupture calculée dans le cadre d’une approche statique et cinématique conjuguée sera
forcément une borne haute du comportement effectif (Drucker 1954).

Le théoré¢me de Radenkovic-Palmer (Salengon 1983) permet d’encadrer la valeur
effective de la charge a la rupture entre deux valeurs. La borne haute est la solution de
I'approche statique et cinématique conjuguée appliquée au matériau considéré comme
un matériau standard, muni du critére de frottement de Coulomb. La borne basse est la
solution de 'approche statique et cinématique conjuguée appliquée au matériau standard
permettant d’obtenir le mode de rupture physiquement attendu, ici un déplacement dans
la direction tangentielle au joint et un déplacement nul selon la direction normale au
joint. Ce matériau en borne basse est donc décrit par un critere de joint lisse, décrit par
la suite, pour lequel la composante normale du déplacement, dans le mode de rupture
associé, est bien égale a zéro (Figure 6.20). En pratique, on fera par la suite appel au
théoreme de Radenkovic-Palmer pour justifier seulement le statut de borne haute des
charges de rupture obtenues par 'approche statique et cinématique conjuguée, avec le
critere de Coulomb. La borne basse de la charge de rupture, obtenue avec le critere de
joint lisse, sera souvent égale a zéro pour les cas d’études rencontrés.
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Notons que pour des tres petits déplacements, le comportement dilatant représente
un comportement transitoire réaliste physiquement, avant que le comportement limite
du joint ne devienne uniquement tangentiel (Gilbert et al. 2006). Ce comportement
dilatant transitoire est d’autant plus important que 'effort normal, autrement dit le
confinement du joint, est faible (Figure 6.18).

Normal displacement (5,)

associative (‘sawtooth’) friction

real behaviour (low normal stress)

.
e
.........................................
-------------------
.....

Tangential displacement (&)

Figure 6.18 — Schéma indicatif du comportement glissant et dilatant du joint, d’apres
(Gilbert et al. 2000)

D’autres comportements transitoires, déja décrits précédemment par des
expérimentations en 2.1, pourraient également étre pris en compte dans les choix des
criteres de frottement. On a vu notamment que le joint sollicité en cisaillement dissipe
un certain niveau d’énergie cohésive avant d’étre totalement endommagé et de ne se
comporter ensuite que comme un joint obéissant a une loi de frottement de Coulomb.
Cette cohésion, notée c, peut étre intégrée dans I'expression de 'inégalité (6.24) du
critere (représenté en Figure 6.19) qui devient alors :

—cX2Lb—pun < vy < c X 2Lb +un (6.25)

De la méme manicre, on peut prendre en compte le comportement transitoire du
joint en traction avec la prise en compte d’une résistance en traction non nulle au joint
égale a g, X 2Lb. La consistance et 'adhérence du mortier permet un certain niveau de
résistance en traction transitoire, avant endommagement de linterface qui s’ouvre et
perd ensuite progressivement toute sa capacité d’adhérence et de cohésion dans un
comportement post-pic déja évoqué dans le chapitre 2, en 2.1.1.2 et en 2.1.2.
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Figure 6.19 - Frontieres du domaine de résistance du critere de résistance finie au
glissement de Coulomb, avec cohésion c et résistance a la traction ¢, non nulles, pour
le joint dans le cas 2D, donné par Pexpression (6.25), et modes de ruptures associés a

chaque frontiere

Cependant, la prise en compte de ces capacités de résistance transitoires dans les
criteres du calcul a la rupture entraine un certain nombre de difficultés. En effet, les
criteres de résistance sont surestimés en prenant en compte une cohésion et une
résistance en traction non nulle, par rapport aux capacités effectives des interfaces dans
leur comportement a la rupture réel, qui est un comportement post-pic. On choisit
donc, de ce point de vue-la, de se placer dans ce travail du coté de la sécurité en
supposant que la cohésion et la résistance en traction des joints sont nulles dans toutes
les structures étudiées dans lesquelles le frottement est déterminant.

Par ailleurs, la prise en compte d’une résistance en traction non nulle a pour
conséquence une non-convexité dans le domaine de résistance dans lespace des
contraintes d’effort normal n et de moment fléchissant m; (Smars 2000). Cette non-
convexité rend la détermination d’une charge limite dépendante du trajet de chargement
et ne permet pas d’appliquer les principes de la résolution du probleme de calcul a la
rupture a I'aide d’'une méthode conjuguée par 'optimisation convexe.

Il serait néanmoins intéressant de quantifier cette surestimation pour des cas
complexes dans une modélisation par analyse limite incrémentale telle que proposée
dans (Portioli, Cascini, et al. 2013). Une telle modélisation pourrait ensuite étre
comparée avec une simulation prenant en compte ces aspects de comportements
transitoires par une modélisation pas-a-pas non-linéaire (méthode aux éléments finis en
bloc a bloc, par exemple). Concernant ce type de simulation non-linéaire, les études
numériques menées pour la cathédrale Notre-Dame de Paris ont effectivement
confirmé I'importance de la prise en compte des joints de mortier et de leurs capacités
cohésives pour ne pas sous-estimer les capacités d’une structure en magonnerie (Parent
et al. 2023).
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Pour le critere de Coulomb sans cohésion et sans résistance a la traction dans le cas
3D, le principe reste le méme que pour le cas 2D. Le frottement a I'interface de joint
plane est actif lorsque la force résultante appartient au cone de Coulomb, autrement dit,
lorsque la norme de Peffort tranchant au joint est inférieure a 'effort normal multiplié
par le coefficient de frottement :

Joy? +v,2 < un (6.26)

Le moment de torsion my, qui est aussi défini a partir des contraintes tangentielles
(équation (6.10)), doit donc également se voir appliquer des conditions dues a la prise
en compte du critere de Coulomb. La détermination analytique de ces conditions a
appliquer au moment de torsion constitue un probléme ouvert trés complexe car elles
dépendent en méme temps de l'ensemble des contraintes généralisées et de leurs
interactions couplées : effort normal, efforts tranchants et moments fléchissants.

Certaines expressions analytiques simplifiées, supposant a priori des distributions
de contraintes pour des cas de surfaces de joints rectangulaires, sont proposées dans
(Orduna et al. 2005) ou dans (Portioli, Casapulla, et al. 2013), dans le cadre d’approches
concaves de 'analyse limite bloc a bloc (contraintes généralisées exprimées au centre du
joint). Dans (Portioli et al. 2014), le critere de Coulomb est cette fois exprimé dans le
cadre d’'une approche convexe (contraintes généralisées exprimées aux sommets de la
surface polygonale du joint), ce qui limite, de fait, le moment de torsion au joint sans
avoir besoin de exprimer explicitement.

Une possibilité a envisager pourrait étre d’appliquer cette démarche non pas sur les
sommets des joints uniquement, puisque rien ne nous assure a priori que les joints aient
effectivement une forme géométrique convexe dans la réalité, mais sur toute la surface
du joint, partitionnée en petits éléments sur lesquels on évalue le critere de Coulomb,
dans la méme logique qu’un calcul aux éléments finis. Cette méthode multiplierait
d’autant le nombre de variables du probléeme d’optimisation et donc le temps de calcul.

Dans le cadre de ce travail, le critere de Coulomb sur le moment de torsion est donc
généralement pris en compte en encadrant les résultats des simulations bloc a bloc par
analyse limite entre deux calculs menés conjointement, toutes choses égales par ailleurs :
(i) un premier calcul avec un critere tel que my = 0, et (ii) un second calcul sans aucun
critere sur le moment de torsion. Cette démarche permet d’encadrer de maniere sure la
charge limite appartenant a la frontié¢re du domaine de stabilité potentielle, déterminé
par Ianalyse limite, entre une borne basse pour laquelle le moment de torsion est
considéré comme nullement résistant, et une borne haute pour laquelle le moment de
torsion au joint peut reprendre une charge infinie.

On verra par la suite, dans les différentes analyses mécaniques des structures clavées
traitées dans ce travailen partie IV, les implications de cette stratégie. Certains cas
d’études se traitent de manicre satisfaisante, lorsque les valeurs limites trouvées par les
calculs (i) et (i) sont suffisamment proches (cf. variation de 'angle de sollicitation
horizontale du dome elliptique de la cathédrale de Pise, par exemple), voire confondues
dans les cas d’études 2D (cf. plates-bandes a joints droits) et dans les cas d’études avec

137



Chapitre 6
Principes généraux

symétries de la géométrie et des chargements (cf. arc-boutant de la cathédrale Notre-
Dame de Paris).

Cependant, il est également possible que dans certains cas, il soit nécessaire de ne
compter que sur les résultats du calcul (i), pour lequel le moment de torsion est fixé égal
a zéro, car le résultat du calcul (i), pour lequel le moment de torsion n’est pas borné,
diverge ou propose des bornes hautes insatisfaisantes, car trop élevées. Dans ces cas-la,
on se contentera du statut de borne basse donné par le calcul (i), donnant des résultats
néanmoins satisfaisants, méme si, forcément, les modes de ruptures associées a ce critere
ont pour conséquences de faire apparaitre systématiquement, entre chaque couple de
deux blocs en contact, une rupture en rotation relative, plus ou moins importante, selon

les joints de la structure (cf. votte sexpartite de la cathédrale Notre-Dame de Paris).
Joint lisse

Le critére de joint lisse consiste a considérer qu’aucun effort tranchant ne peut étre
repris en frottement par le joint :

Ty =Tz = 0 (627)

Cela se traduit donc par I’égalité suivante sur Peffort tranchant vy, dans le cas 2D,
représentée en Figure 6.20 :

vy =0 (6.28)
Et dans le cas 3D, sur les efforts tranchants vy et v,, et sur le moment de torsion my :

Vy =VUzy =mMr = 0 (629)

Vy A

Domaine de
résistance

v

Figure 6.20 - Frontieres du domaine de résistance du critere de joint lisse, pour le
joint dans le cas 2D, réduit a une droite, donné par 'expression (6.28), et modes de
ruptures associés

Le mode de rupture associé a ce critere consiste en un déplacement selon la
direction tangentielle au joint, ce qui est bien le comportement physiquement attendu
pour la rupture d’un tel joint. Comme précisé au-dessus, c’est ce critere qui permet de
fournir une borne inférieure du comportement en frottement du joint, dans le cadre du
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théoréme de Radenkovic-Palmer. On note que quel que soit le chargement, ce mode de
rupture en glissement sera forcément activé.

Dans une structure bloc a bloc, les surfaces concernées par une condition limite de
symétries peuvent ¢tre modélisées comme des interfaces de joints habituelles sur
lesquelles seul ce critere est appliqué.

Joint rugueux parfait

A linverse du critere de joint lisse, le critere de joint parfaitement rugueux est défini
par le 3° critere d’Heyman, déja présenté ci-dessus en 6.2.1.1, concernant le
glissement : la résistance a la rupture en glissement est considérée comme infinie.
Aucune autre inégalité sur les contraintes généralisées que les contraintes d’Heyman sur
I'effort normal et le moment fléchissant, données en (6.18), n’est nécessaire pour décrire
ce critere. Ce domaine, représenté dans le plan (vy; n) en Figure 6.21, est bien convexe.

Domaine de

résistance n

Figure 6.21 - Frontieres du domaine de résistance du critere de joint parfaitement
rugueusx, pour le joint dans le cas 2D et mode de rupture associé

Le mode de rupture associé¢ est activé lorsque Peffort normal est égal a zéro et
consiste en un déplacement relatif dans la direction normale au joint.

6.2.1.3 Critere de résistance finie en compression

Pour établir I'expression du critere de résistance finie en compression sur un joint
2D, on suppose une répartition de la contrainte de compression gy correspondant a une
répartition limite, définie comme uniforme sur une partie du joint contenant au moins
une des deux extrémités du joint et égale a zéro partout ailleurs sur le joint (Figure 6.22
a gauche). Cette répartition correspond a la répartition optimale permettant de
reprendre la plus grande quantité de contrainte de compression gy pour un effort normal
n et un moment fléchissant m, donnés. Pour n’importe quelle autre hypothese de
répartition de contraintes sur le joint, le domaine du critere de résistance obtenu sera
forcément contenu dans le domaine du critere de résistance obtenu pour cette
hypothese de répartition uniforme sur la partie compressée du joint (Smars 2000),
hypothése correspondant a une plastification compléte du joint sur sa partie compressée
et a une ouverture du joint sur sa partie en traction (Figure 6.23).
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La contrainte oy s’applique sur une partie ¢ de la longueur totale 2L du joint et sur
I'intégralité de I'épaisseur hors-plan b du joint rectangulaire, dont on voit en Figure 6.22
une section en 2D.

Figure 6.22 — Définition de la répartition uniforme de contrainte de compression pour
le joint dans le cas 2D

On a donc les équations suivantes pour 'effort normal n et pour excentricité e par
rapport au centre du joint :

n = éboy (6.30)

e="2_p % (6.31)
n 2

En injectant 'expression (6.30) de ¢ en fonction de n et gy dans (6.31), on obtient
I'expression de o en fonction des contraintes généralisées d’effort normal n et de
moment fléchissant m, (pour un moment fléchissant supérieur a zéro) :

7’12

S (6.32)

Ox
Le critere de résistance finie en compression oy < g, avec g, la contrainte maximale
admissible en compression au niveau du joint, peut alors s’exprimer directement en
fonction des contraintes généralisées d’effort normal n et de moment fléchissant m,. En
considérant également le cas d’'un moment fléchissant m, négatif, on obtient alors la
double inégalité suivante :

(L= g55) s me = (L= 355)
n 2bo.) = m; <n 2bo, (6.33)

Ce critere de résistance, représenté en Figure 6.23, est bien un ensemble convexe.

Ses frontiéres sont constituées de deux portions de paraboles, dont les points
d’intersections se situent pour des valeurs de moment fléchissant m, égal a zéro et
d’effort normal n égal a zéro et a 2Lbo,. Les tangentes a 'origine de ces paraboles,
représentées en Figure 6.23, sont les mémes droites qui définissent les frontieres
correspondant aux criteres d’Heyman représentées en Figure 6.13.
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Figure 6.23 — Fronticres du domaine de résistance pour le critere de limite finie en
compression du joint dans le cas 2D, donné par 'expression (6.33), et modes de
ruptures associés en différents points de la frontiere ; les frontiéres des critéres
d’Heyman appliqués au méme joint dans le cas 2D, tangentes aux paraboles en
Porigine, sont représentées en arricre-plan

Les modes de rupture associés correspondent bien a un mode de rupture
physiquement attendu pour ce critere de résistance finie en compression : on a bien
I'interpénétration d’un bloc dans un autre pour un joint totalement plastifié sur la partie
du joint compressée et une séparation en ouverture sur la partie du joint pour laquelle
la contrainte de compression est nulle. Ce mode de rupture associé correspond a un
mouvement infinitésimal constitué d’une rotation autour du centre du joint couplée a
un déplacement positif ou négatif selon la direction normale au joint, ce qui est
équivalent a une rotation pure autour de la droite du joint a partir de laquelle la
contrainte de compression passe de zéro a .

L’établissement de 'expression du critere de compression finie en 3D en fonction
des contraintes généralisées sur un joint de forme convexe quelconque sera abordé dans
un chapitre suivant, présentant I'implémentation numérique de la modélisation par
analyse limite bloc a bloc.

6.2.2 Modes de chargement usuels

En pratique, quelques modes de chargement sont particulié¢rement mis en ceuvre
dans le cadre de I'analyse limite des structures bloc a bloc. Ceux-ci correspondent a des
situations de chargements usuels auxquelles sont soumises ce type de structures. Les
typologies de structures rencontrées (arches, domes, voutes...) dirigent également les
choix de chargements limites les plus explorés dans la pratique (poussées maximales ou
minimales par exemple).

On présentera ici ces modes de chargement de manicre tres générale, sur une
structure quelconque délimitée par une région fermée Q du plan ou de ’espace pour un
cas 2D ou 3D. Cette région Q est en contact avec le plan fixe par l'intermédiaire
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d’interfaces de supports S et est soumise a des charges constantes F (poids propre,
charges d’exploitations, par exemple).

6.2.2.1 Maximisation de chargements en forces appliquées

Un premier type de mode de chargement peut étre défini a partir d’une ou plusieurs
forces extérieures d’amplitudes Q données, appliquées directement sur la structure Q. Le
calcul d’analyse limite est alors défini comme la maximisation d’un coefficient
multiplicateur réel positif 2 de telle sorte que la structure (i) soit en équilibre sous les
charges permanentes F et sous ce mode de chargement AQ et (ii) respecte en tout point
de son intérieur les criteres de résistance (Figure 6.24). Cette approche statique par
I'intérieur se traduit par le probleme d’optimisation suivant :

max A
tel que :
Q est en équilibre sous les charges permanentes F et sous le chargement AQ
Les efforts intérieurs de Q respectent les critéres de résistance

Le résultat de la maximisation du coefficient multiplicateur A peut étre directement
interprété comme un coefficient de sécurité : si celui-ci est inférieur a 1, alors les charges
extérieures @ sont trop importantes pour étre soutenues par la structure. Sile coefficient
A est supérieur a 1, alors la structure est potentiellement stable sous les charges
extérieures, avec une certaine marge de sécurité donnée directement par A.

Dans la pratique, ce mode de chargement permet de simuler Peffet de diverses
charges extérieures sur une structure bloc a bloc : surcharges ponctuelles appliquées sur
I'extrados d’une voute, sollicitation d’une charge horizontale de vent, capacité de
résistance a une accélération horizontale d’un séisme en sollicitations quasi-statiques,
permis de nombreux exemples possibles.

S S

Figure 6.24 — Mode de chargement en forces extérieures Q
appliquées sur la structure Q

Il est possible que le probléme de maximisation du facteur multiplicateur A admette
une solution infinie. En théorie, cela signifie que la structure est infiniment résistante au
mode de chargement donné, quel que soit son amplitude. Cette situation est rendue
possible en fonction de la définition du chargement Q sur la structure et lorsque les
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criteres de résistance sont des ensembles non bornés, comme les criteres d’Heyman, par
exemple.

A Tlinverse, il est également possible que le probleme d’optimisation n’admette
aucune solution pour la détermination du maximum de A, méme pour une valeur
minimale de 1 = 0. Cela correspond a une situation dans laquelle la structure n’est pas
stable méme sous ses charges permanentes seules. Cette instabilité peut alors étre
évaluée et quantifiée a 'aide des coefficients de sécurité géométrique et/ou statique
présentés par la suite en 6.2.3.

6.2.2.2 Maximisation de réactions d’appuis

Un deuxi¢me type de mode de chargement consiste a maximiser une combinaison
linéaire des réactions aux supports S de la structure Q. Cela revient a maximiser cette
réaction dans une direction donnée, selon un sens choisi. Le point d’application de cette
réaction a maximiser n’est pas fixé. Les conditions de la recherche de cette réaction
maximale sont les mémes que pour le mode de chargement en forces appliquées : la
structure (i) doit respecter les équations d’équilibre sous les charges permanentes F et
(i) doit respecter en tout point de son intérieur les critéres de résistance (Figure 6.25).
Cette approche statique par I'intérieur de I’analyse limite s’écrit :

max A
tel que :
A = une combinaison linéaire des réactions aux supports
Q est en équilibre sous les charges permanentes F
Les efforts intérieurs de () respectent les critéres de résistance

Cette fois-ci, A n’est plus homogene a un coefficient multiplicateur d’une force mais
est directement homogene a une force. Sa valeur finale indique la réaction maximale
admissible par la structure dans une direction et un sens donné. Pour la méme direction
dans le sens inverse, le résultat du calcul de maximisation donnera la réaction minimale
admissible par la structure dans cette direction, car le multiplicateur A peut prendre des
valeurs positives ou négatives.

S
Figure 6.25 — Mode de chargement en réaction d’appui

En pratique, ce mode de chargement est souvent utilisé pour déterminer les plages
de réactions horizontales admissibles par 'un des appuis d’une votte, par exemple.
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Usuellement, on désigne par le terme poussée, la réaction horizontale d’une structure
bloc a bloc au comportement d’arche. Ce mode de chargement permet donc de
déterminer la poussée maximale et minimale en définissant la direction du mode de
chargement a ’horizontale et en choisissant le sens de ce mode successivement vers
I'intérieur de la voute (poussée maximale, qu’on appelle aussi poussée active), puis vers
I'extérieur de la voute (poussée minimale, qu’on appelle aussi poussée passive).

Ce méme type de mode de chargement peut également étre mis en pratique pour
déterminer les capacités verticales portantes minimales nécessaires d’une fondation au
droit d’un pilier d’une cathédrale, par exemple.

De la méme fagon que pour le mode de chargement en forces appliquées, la réaction
maximale dans une direction donnée peut étre infinie, lorsque les criteéres de rupture ne
sont pas bornés. C’est par exemple le cas de la poussée maximale reprise par une plate-
bande lorsque les criteres d’Heyman y sont appliqués, donc sans considérer une
résistance finie en compression au niveau des joints.

6.2.3 Coefficients de sécurité

Lorsque la structure sous charges permanentes seules est considérée (poids propre
et éventuellement, charges d’exploitation), les différents criteres de résistance de
'analyse limite des structures bloc a bloc permettent d’introduire différents coefficients
de sécurité. En effet, sous charges permanentes seules, sans considérer de mode de
chargement, la structure est potentiellement stable si et seulement si elle admet une ou
plusieurs combinaisons des actions intérieures qui respectent a la fois (i) les équations
d’équilibre de la structure et (ii) les criteres de résistance.

Le principe consiste alors a trouver une combinaison d’actions intérieures qui
permette a ce point solution de "s’éloigner" le plus possible des frontieres d’un critere
de résistance donné, dans l'espace des actions intérieures, tout en respectant les
conditions (i) et (ii). Cette solution extrémale, qui existe forcément lorsque la structure
est potentiellement stable, indique donc directement quel facteur de réduction maximal
il est possible d’appliquer au critere donné, avant que la structure ne soit considérée
comme instable.

6.2.3.1 Coefficient de sécurité géométrique

Le coefficient de sécurité géométrique pour une arche est défini par Heyman
(Heyman 1969) comme le facteur de réduction a appliquer aux dimensions effectives
d’une arche pour que la structure réduite ne puisse plus admettre quune seule ligne de
pression (Figure 6.26).
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(a) (b)

Figure 6.26 — Arche d’épaisseur minimale (a) et mode de rupture associé (b),
tir¢ de (Heyman 1969)

De la méme logique que dans (O’Dwyer 1999) ou (Fantin 2017), pour une structure
bloc a bloc 2D ou 3D quelconque munie de joints plans convexes, le coefficient de
séeurité géométrique est défini dans ce travail comme le maximum du facteur
multiplicateur, noté Kgeom, tel que (i) une homothétie de rapport 1/Kyeqm et de centre le
centre de gravité du joint est appliquée aux dimensions de chacun des joints (exemple
en Figure 6.27), (ii) au moins une solution d’équilibre existe et (iii) les criteres de
résistance aux joints réduits par ’homothétie sont respectés.

Figure 6.27 — Joint effectif en vert et joint réduit en bleu pour un facteur
multiplicateur Kyeon = 3

Si le coefficient de sécurité géométrique est inférieur a 1, cela signifie qu’il est
nécessaire d’agrandir les dimensions de base des joints pour qu’au moins une solution
d’équilibre qui respecte les criteres de résistance puisse exister. On peut donc en déduire
dans ce cas-la que la structure effective, sous charges permanentes seules, est instable.

Dans la pratique, ce coefficient de sécurité est utile pour statuer sur la propension
d’une structure a s’effondrer, en fonction des incertitudes et imprécisions faites sur la
géométrie de ses surfaces de contact. Typiquement, pour une structure a faible
coefficient de sécurité géométrique, il sera nécessaire d’étre trés précis dans la réalisation
de chacun des blocs modélisés au préalable, ainsi que dans leur pose finale, pour
s’assurer qu’au moins une solution d’équilibre qui respecte les criteres de résistance
puisse bien exister et quainsi, la structure puisse avoir une chance d’étre stable sous

poids propre.
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On note que la regle du tiers central est équivalente a un coefficient de sécurité
supérieur ou égal a 3, ce qui peut étre considéré comme trop conservatif du point de
vue du coefficient de sécurité géométrique (Fantin 2018). Par ailleurs, on note que cette
régle n’assure une compression du joint partout que dans ’hypothese ou la répartition
de contrainte de compression est exclusivement parfaitement élastique. Or cette
hypothése de comportement n’est pas forcément assurée. 1l suffit, par exemple, que la
répartition de contrainte de compression au joint soit en réalité élastique par morceaux,
ou qu’une partie du joint ait plastifié en compression, pour qu’il devienne possible que
la résultante au joint respecte la régle du tiers central (autrement dit, appartienne a
I'intérieur du joint réduit illustré en Figure 6.27) mais que, dans le méme temps, une
partie de ce joint soit néanmoins en traction. Cette régle de dimensionnement du tiers
central n’est donc en général ni nécessaire, ni suffisante.

Quelle que soit la valeur finale du coefficient de sécurité géométrique, 'unicité de
la solution d’équilibre finalement trouvée n’est pas forcément assurée. Méme si pour
l'arc seul présenté en Figure 6.26 la ligne de pression correspondant a la solution
d’équilibre trouvée pour le coefficient de sécurité géométrique est unique, cela n’est
généralement pas le cas. Par exemple, pour des structures plus complexes, certaines
zones géométriquement plus contraintes que d’autres (longueurs de joints plus fines,
par exemple), seront plus déterminantes concernant la valeur finale du coefficient de
sécurité géométrique, égal a 'inverse du facteur de réduction appliqué a tous les joints.
Dans les zones moins contraintes, il sera alors possible d’avoir une infinité de solutions
d’équilibre vérifiant les criteres de résistance.

6.2.3.2 Coefficient de sécurité statique

Pour une structure 2D comprenant des joints 2D rectangulaires muni d’un critere
de résistance finie en compression (Figure 6.22), le coefficient de sécurité statique est
défini dans (J. M. Delbecq 1983) comme étant égal a :

. |mz| Zbo-c
max min [ { L — —_— (6.34)
joints n n
= in [ (L — ey 22% L —— 6.35
—maxjrorl}}lrtls ( _e)fbox care—Tetn—f Oy (6.35)
~ {8\ 20 I
= max j{)rl%ls ((E) 7 care=L-7 (6.36)
. O-C
= max min (—) (6.37)
joints \Ox

Rechercher ce coefficient de sécurité équivaut donc a rechercher une distribution
d’efforts internes qui minimise la contrainte de compression maximale aux joints de la
structure, tout en vérifiant les équations d’équilibres et les criteres de résistances. En
pratique, la recherche de cette contrainte minimale peut donc étre réalisée par une
optimisation directe sur le critere de résistance finie en compression.
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De maniere générale, pour une structure bloc a bloc quelconque 2D ou 3D munie
de joints plans convexes, on définit donc le coefficient de sécurité statique comme le
maximum du facteur multiplicateur, noté Ky, tel que (i) un critére de résistance finie
en compression est appliqué en chacun des joints, avec une résistance maximale égale a
0c/Kstar, (i) au moins une solution d’équilibre existe et (iii) les criteres de résistance aux
joints sont respectés (dont le critére de résistance finie en compression égale a g./Ksqr).

Si ce coefficient de sécurité statique est inférieur a 1, cela implique que certains
joints de la structure seront forcément soumis a des niveaux de compression supérieurs
a la résistance limite en compression effective du matériau. A l'inverse, un coefficient
de sécurité statique supérieur a 1, suffisamment élevé, assure a la structure une sécurité
importante quant a la rupture en compression du matériau sous charges permanentes.

On peut souligner que dans les cas de structures ou le coefficient de sécurité statique
est tres favorable, il est possible que le coefficient de sécurité géométrique ne le soit pas
(exemple d’une arche tres fine et légere), et inversement, un coefficient de sécurité
géométrique favorable n’assure pas forcément un coefficient de sécurité statique
important (exemple d’une culée tres large et pesante). En effet, ces deux coefficients de
sécurité traduisent des capacités différentes de la structure sous charges permanentes
(poids propre et éventuellement charges d’exploitations) : capacité a ne pas produire de
contraintes de compression trop importantes pour le coefficient de sécurité statique, et
capacité a solliciter le noyau intérieur des joints plutot que leur périphérie pour le
coefficient de sécurité géométrique.
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e chapitre présente les outils mathématiques d’optimisation conique nécessaires a
Ce chapit tel til thémati d’optimisati i 1

la définition et a la résolution numérique des différents problemes d’analyse limite des
structures bloc a bloc. Ces notions permettent également d’établir des raisonnements
d’interprétation mécanique des résultats de cette approche, implémentée dans le cadre
théorique de 'optimisation convexe. Les propriétés de dualités en optimisation convexe

sont notamment exploitées pour comprendre, sous un autre point de vue, le lien entre
approche statique par lintérieur et approche cinématique par lextérieur, dans les
hypotheses de P'analyse limite. Ces outils d’optimisation sont ensuite utilisés a titre
d’illustration dans un exemple de calcul simple d’analyse limite pour une structure bloc

a bloc : deux blocs empilés soumis a une force ponctuelle.
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7.1 Cadre théorique de ’optimisation conique

Le lexique et les outils mathématiques propres a 'optimisation sous contraintes (S.
Boyd et al. 2004) sont ici présentés de maniere succincte. L’objectif est d’introduire des
notions propres au domaine de l'optimisation convexe (ensemble admissible,
contraintes, fonction objectif, dualité, etc.) qui seront utilisées et interprétées
mécaniquement dans le cadre de ’analyse limite des structures bloc a bloc.

Chaque concept est illustré par 'exemple d’un probléme d’optimisation simple, le
plus souvent possible résolu de maniére graphique.

7.1.1 Définition de Poptimisation sous contraintes

L’optimisation sous contraintes consiste a utiliser des méthodes analytiques et/ou
numériques suffisamment efficaces pour répondre a des questions de minimisation ou
de maximisation d’un objectif précis dans un probléeme a contraintes définies.

Le probleme du voyageur de commerce est un exemple connu de probleme
d’optimisation. Un commercant possede une liste de villes a traverser dans un ordre
quelconque. La ville de départ doit également étre la ville d’arrivée. Le voyageur doit
alors trouver le trajet qui permettra de minimiser la distance totale parcourue apres avoir
traversé exactement une fois chacune des villes. Ce probleme, en apparence simple dans
son énoncé, n’est a 'heure actuelle pas assez efficacement résolu de manicre générale
pour un nombre de villes élevé. En effet, les variables du probléme d’optimisation sont
ici des variables discrétes. Le choix du voyageur d’utiliser ou non un chemin en
particulier entre deux villes est modélisé par une variable binaire, 1 ou 0, ce qui
complexifie grandement la formalisation de sa résolution algorithmique.

De maniere générale, un probléme d’optimisation peut avoir différentes
caractéristiques : optimisation multi-objectif, variables enti¢res discretes, ensemble de
solutions admissibles non-convexe...

Dans la suite, on se placera dans le cadre de Poptimisation convexe, continue, avec
fonctions a valeurs de R™ dans R. Dans ce cadre-1a, il existe actuellement dans la
littérature un grand nombre d’algorithmes de résolution implémentés dans différentes
bibliotheques numériques de calculs mathématiques telles que la biblioth¢que Fusion de
Mosek. Ces algorithmes, lorsqu’ils sont utilisés dans le cadre adapté, sont considérés
comme suffisamment précis et efficaces pour la résolution des problemes
d’optimisation convexe (Dur et al. 2021).

7.1.2 Optimisation convexe

L’optimisation convexe (et en particulier, Poptimisation linéaire) est le cadre idéal
pour I'analyse limite des structures bloc a bloc. Comme on le verra tout le long de ce
chapitre, il existe un lien conceptuel direct particulierement opportun entre les notions
mathématiques développées dans le cadre de 'optimisation convexe et les notions
mécaniques propres a I'analyse limite : critéres de ruptures vus comme des contraintes
inégalités, équations d’équilibre vues comme des contraintes égalités, maximisation d’un
mode de chargement vu comme une fonction objectif et considérations sur la dualité
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entre approches statique et cinématique. Pour appliquer ces principes, il convient de
décrire rigoureusement le corpus d’hypothéses nécessaires pour définir Poptimisation
convexe, afin d’en exposer par la suite les principes mathématiques qui seront utiles
pour I'analyse limite des structures bloc a bloc.

7.1.2.1 Ensemble convexe

Un ensemble E est convexe si et seulement si pour tout couple x; et x, qui
appartiennent a E, on a la relation d’appartenance suivante vérifiée pour toutes les
valeurs de A appartenant a [0; 1] :

Ax; + (1 — )x, appartienta E

On peut interpréter graphiquement cette définition afin de Tlillustrer avec une
représentation simplifiée dans R?. Pour deux éléments x; et x, quelconques de E,
Iélément Ax; + (1 — A)x, appartient au segment défini entre ces deux points. Un
ensemble convexe est donc un ensemble dans lequel toutes les “cordes” tendues entre
deux points quelconques restent bien “a l'intérieur” de ce méme ensemble (Figure 7.1
gauche). A Iinverse, dans un ensemble non-convexe, il existe au moins une corde pour
laquelle il existe au moins un point en dehors de 'ensemble (Figure 7.1 droite).

E F

7

Figure 7.1 - A gauche, ensemble E convexe, a droite ensemble F non-convexe

7.1.2.2 Fonction convexe

Une fonction f a valeurs de R" dans R est convexe si et seulement si pour tout
couple x; et x, qui appartiennent a R", on a la relation d’inégalité suivante vérifiée pour
toutes les valeurs de A appartenant a [0;1] :

fQxi+ (1 =Dxz) < Af(x1) + (1 = Df (x2)
Cela peut s’interpréter géométriquement en observant les graphes de fonctions a valeurs
de R? dans R, par exemple. La courbure gaussienne de la surface représentant une
fonction convexe sera positive puisque chaque “corde” tendue entre deux points
quelconques f(x;), f(x;) de cette surface doit passer “au-dessus” de cette surface
(Figure 7.2 (a)). A I'inverse, pour une surface représentant une fonction non-convexe, il
est possible de trouver au moins une corde qui “transperce’ la surface (Figure 7.2 (b)).
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y w B

(b)

Figure 7.2 - Exemples de fonctions a valeurs de R?* dans R : (a) graphe de la fonction
convexe f définie par f(x,y) = x* + y* et (b) graphe de la fonction non-convexe g
définie par g(x,y) = x* +y3

7.1.3 Optimisation linéaire

Les problemes d’optimisation convexe définissent un sous-groupe inclus dans le
groupe des problemes d’optimisation en général. Un probléme d’optimisation convexe
est défini comme la minimisation d’une fonction f convexe dans un ensemble de
solutions admissibles lui aussi convexe. Les problémes d’optimisation linéaire
définissent un sous-groupe inclus dans le groupe des problemes d’optimisation convexe.

7.1.3.1 Définition et description

Un probleme d’optimisation linéaire est défini par des wvariables réelles
indépendantes, des contraintes linéaires et une fonction objectif linéaire. I.’ensemble des
variables indépendantes appelées x; a valeurs dans R, avec 1 < i < n, définit un espace
de dimension n. On appellera x le vecteur de dimension n constitué de ces variables.

Les contraintes d’un probleme d’optimisation linéaire sont de deux types : les
contraintes linéaires égalités, au nombre de p, et les contraintes linéaires inégalités, au
nombre de q (p et q étant des entiers naturels).

Les p contraintes égalités, représentant chacune ’équation d’un hyperplan affine de
dimension n —1, réduisent la dimension de 'espace des solutions admissibles, qui
devient alors de dimension inférieure ou égale a n. La dimension de cet espace des
solutions admissibles est au moins égale a n — p. Cette dimension est exactement égale
an—p si et seulement si les vecteurs perpendiculaires des hyperplans affines sont
linéairement indépendants.

Les g contraintes inégalités, quant a elles, bornent ce sous-espace affine des
solutions admissibles. Chaque contrainte inégalité définit un demi-espace de dimension
n: linéquation de la contrainte inégalité, transformée en équation, représente
I'hyperplan affine de dimension n—1 qui définit la frontiere des deux demi-espaces
créés. Lintersection de tous les demi-espaces définis par chacune des contraintes
inégalités définit un polytope (généralisation du polyedre en dimension strictement
supérieure a 3) convexe non nécessairement borné.
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Les expressions linéaires des contraintes (membres de gauche) s’écrivent sous la
forme de produits matriciels : les contraintes d’égalités linéaires par un produit entre une
matrice A et le vecteur des variables x, et les contraintes d’inégalités linéaires par un
produit entre une matrice B et x. I’ensemble des points x vérifiant 'intégralité des
contraintes égalités et des contraintes inégalités est appelé 'ensemble admissible. Une
solution du probleme d’optimisation, si elle existe, doit donc étre forcément contenue
dans 'ensemble admissible. Notons que cet ensemble convexe n’est pas forcément
borné.

Enfin, on appelle fonction objectif la relation linéaire entre les variables du
probleme d’optimisation. Cette relation a maximiser (ou a minimiser) peut s’écrire sous
la forme d’un produit matriciel entre le vecteur des variables x et la transposée dun
vecteur ¢'.

Pour récapituler, tout probléme physique pouvant se modéliser sous la forme
suivante ou une forme équivalente, peut étre considéré comme un probleme
d’optimisation linéaire :

max ¢ x
tel que Ax =d (7.1)
Bx <e

Avec x un vecteur variable de taille n, ¢ un vecteur de taille n, A une matrice de taille
p X n, d un vecteur de taille p, B une matrice de taille g X n, e un vecteur de taille g.

Notons que pour passer d'un probléme de maximisation a un probleme de
minimisation (et respectivement d’un probleme de minimisation a un probléme de
maximisation), il suffit d’introduire une nouvelle variable égale a 'opposé de x, de la
multiplier par le vecteur ¢’ et de définir comme nouvelle fonction objectif la
minimisation (respectivement la maximisation) de cette nouvelle expression linéaire.
Cette modification du probleme ne change pas sa structure : on reste toujours bien dans
le cadre de 'optimisation linéaire.

7.1.3.2 Exemple et interprétation géométrique
A titre d’illustration, analysons le probléme d’optimisation suivant :

max — 2x; + 4x, — x3

tel que 3x; — 2x, + 6x3 =6
x; = 0.5 (7.2)
6x1 +3x, +2x3 <6
X1,%,%3 =0

Ce probléeme est bien un probléme d’optimisation linéaire car il peut s’écrire sous la

forme (7.1) :

max ¢'x
tel que Ax
Bx

IA
®
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Avec:
X1
xz) un vecteur variable de taille 3
X3

X =

-1

i —2 6) une matrice de taille 2 x 3

-2
c= ( 4 ) une matrice colonne de taille 3
G % o

d= ( 6 ) une matrice colonne de taille 2
0.5
6 3 2
-1 0 0 . .
B = une matrice de taille 4 x 3
0O -1 0
0 0o -1

e= une matrice colonne de taille 4

6
0
0
0
Pour interpréter et résoudre géométriquement ce probleme, on se place dans un espace
de dimension 3 ayant pour coordonnées les variables x;, x,, x3. Notons que ce type de

résolution purement géométrique devient treés complexe a intuiter pour des dimensions
strictement supérieures a 3.

Dans un premier temps, on représente dans cet espace 'ensemble des solutions
admissibles du point de vue des quatre contraintes inégalités uniquement. Cet espace
est 'ensemble des points situés a 'intérieur du polyedre convexe (Figure 7.3) défini par
les quatre plans suivants :

(@1: 6X1+3XZ+ZX3=6

2% =0
$#3: x,=0
P4 x3=0

Chacun de ces plans définit un demi-espace dont orientation est déterminée par le sens
de Iinégalité définie dans le probléeme (7.2). Le polyedre est l'intersection des quatre
demis-espaces définis par les quatre contraintes inégalités.
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N s
I
I
1
I
I
I

Figure 7.3 - Polyedre convexe des solutions admissibles, du point de vue des quatre
contraintes inégalités du probleme (7.2) ; on remarque que dans cet exemple, le
polyedre est borné ; en général, cela n’est pas nécessairement le cas

Ensuite, on représente, dans ce méme espace de dimension 3, I'intersection des
deux plans définis par les deux contraintes égalités (Figure 7.4) du probleme (7.2). Cette
intersection des deux plans affines (chacun de dimension 2) est une droite affine de
dimension 1. Ces deux plans ont pour équations :
$s5: 3x; —2x, +6x3 =6
$6: x1 =05

Figure 7.4 - Droite affine de dimension 1, intersection des deux plans, traduisant les
contraintes égalités du probleme (7.2)

L’ensemble admissible du probleme d’optimisation (7.2) est donc I'ensemble des
points de cette droite contenus dans le polyedre convexe défini auparavant (Figure 7.5).
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Cet ensemble est un segment défini par A4 le point d’intersection de g2, 5 et 04 et B le
point d’intersection de 4, £5 et 0. On a donc comme coordonnées pour 4 et B :

A: (05 0 0.75)
B: (0.5 9/22 39/44)

X1 #s X2 2 Y
X1 X5

Figure 7.5 - Ensemble admissible du probleme d’optimisation (7.2), représenté par le
segment [AB]

Enfin, on peut représenter la fonction objectif 2 maximiser comme une famille de
plans affines paralléles qui dépendent d’un parameétre réel 1 :
pzl : _2x1 + 4x2 - X3 = A

Chacun de ces plans représente une valeur particulicre 4 de la fonction objectif
(Figure 7.6). La résolution du probléme d’optimisation consiste a trouver, parmi cette

famille de plans paralleles, 'unique plan contenant au moins un point de 'ensemble
admissible pour lequel la valeur de la fonction objectif, donc la valeur de 4, est maximale.

£7,-12

Figure 7.6 - Famille des plans paralleles représentant la fonction objectif a
optimiser du probléme d’optimisation (7.2) : chacun des plans représente une valeur
de la fonction objectif
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Le point solution du probléme d’optimisation est ici le point B, défini auparavant
comme le point d’intersection de 4, §5 et §,. La valeur de la fonction objectif pour ce
point solution est A = —0.25 (Figure 7.7).

X3

A
1
|
1

Figure 7.7 — Point B solution du probléme d’optimisation (7.2) et plan correspondant
a la valeur finale de la fonction objectif

Interpreétation mécanique :

Les probléemes d’analyse limite des structures bloc a bloc en magonnerie qui
seront exposés dans ce travail sont, soit des problémes d’optimisation linéaires, soit
des problemes d’optimisation convexes qu’on pourrait qualifier de quasi-linéaires,
c’est-a-dire des problemes possédant une fonction objectif linéaire, des contraintes
¢égalités et inégalités linéaires mais également parfois des contraintes inégalités non-
linéaires convexes particuliéres appelées contraintes coniques qui seront introduites
par la suite en 7.1.8.

7.1.4 Contraintes inégalités actives et non actives

On a vu dans Pexemple précédent que le point solution du probléeme d’optimisation
(7.2) est défini par I'intersection de trois plans : les deux plans g5 et §, traduisant les
contraintes égalités du probleme, et le plan g, traduisant la contrainte inégalité 6x; +
3x; + 2x3 < 6 du probleme d’optimisation (7.2). Cette derniére contrainte est qualifiée
de contrainte active au point solution. Cependant, le point solution trouvé n’appartient
pas aux plans §,, §3 et §,, traduisant respectivement les contraintes inégalités x; > 0,
x; 20 et x3 = 0. Ces contraintes sont qualifiées de contraintes non actives au point
solution.

Une contrainte inégalité est qualifiée d’active lorsque le point solution appartient au
plan décrit par cette contrainte. Puisque par définition, une contrainte égalité est
toujours active, on fera uniquement référence aux contraintes inégalités lorsqu’on
parlera de contraintes actives ou non.

De maniére générale, supposons par hypothése qu’un point solution est strictement
contenu a l'intérieur de 'ensemble admissible. Alors, pour une fonction objectif donnée
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de direction quelconque, il sera toujours possible de trouver un autre point, au voisinage
du point solution supposé initialement, pour lequel la valeur de la fonction objectif est
mieux satisfaite, ce qui implique que le point solution supposé initialement n’en est pas
un. Par ce raisonnement par I'absurde, on en déduit que le point solution d’un probléme
d’optimisation convexe appartient nécessairement a la fronticre de l'ensemble
admissible. Cette frontiére convexe est constituée par les surfaces convexes traduisant
géométriquement chacune des contraintes inégalités. Pour un point solution donné, au
moins une contrainte inégalité est donc nécessairement active.

Interprétation mécanique :

Généralement, pour des probléemes d’optimisation convexe de dimensions
élevées, tels que la formulation de I'approche statique par Iintérieur en analyse
limite bloc a bloc par exemple, plusieurs contraintes inégalités peuvent étre activées
en méme temps pour un point solution donné. Ces contraintes inégalités actives
correspondent aux criteres de résistances pour lesquels les valeurs de contraintes
généralisées statiques (effort normal, efforts tranchants, moments fléchissants ou
moment de torsion) appartiennent a la frontiere du critére de résistance. Les
contraintes inégalités non actives correspondent a des critéres de résistances pour
lesquels les valeurs de contraintes généralisées statiques appartiennent strictement
a 'intérieur des domaines de résistance.

Pour un point solution donné, certaines contraintes peuvent étre actives mais ne le
sont pas nécessairement. On considere par exemple le probleme d’optimisation suivant :
min x;
tel que 6x; + 3x, + 2x3 < 6 (7.3)
X1,%,%3 =0
L’ensemble admissible de dimension 3 de ce probleme d’optimisation est représenté
géométriquement par Iintérieur du polyedre convexe illustré en Figure 7.3. Un point
solution possible pour ce probleme d’optimisation est, par exemple, le point (0;0;0)
pour lequel on obtient une valeur minimale de la fonction objectif égale a 0. Les
contraintes actives au point solution sontici x; = 0, x, = 0 et x3 = 0. Cependant, seule
la contrainte active x; > 0 peut étre qualifiée de nécessairement active pour ce probleme
d’optimisation. En effet, en considérant cette fois le point solution (0;1;3/2) par
exemple, on trouve toujours la méme valeur minimale de la fonction objectif égale a 0.
Les contraintes actives au point solution sont a présent x; = 0 et 6x; + 3x, + 2x3 < 6.

Il est utile de savoir différencier les contraintes nécessairement active de la solution
d’un probléeme d’optimisation des contraintes actives non nécessaires. Cette distinction
sera exposée par la suite a 'aide des variables duales, en 7.1.7.7.

7.1.5 Existence du point solution

Un probleme d’optimisation quelconque n’admet pas forcément de solution
optimale. Pour différentes raisons, il est possible que la fonction objectif n’admette pas
de maximum (ou de minimum) en valeur finie. On distingue deux cas de figures : soit
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I'ensemble admissible est vide, soit la fonction objectif a optimiser n’est pas bornée en
valeur finie par 'ensemble admissible.

7.1.5.1 Ensemble admissible vide

Le premier cas de figure possible concerne le domaine admissible. Si 'ensemble
défini par le domaine admissible est vide alors aucun point solution ne peut étre contenu
dans cet ensemble. Il est donc impossible de trouver un minimum (ou un maximum)
pour lequel le point solution est contenu dans cet ensemble. Ce cas de figure peut étre
provoqué soit par une sur-contrainte entrainée par les contraintes inégalités, soit par une
sur-contrainte due aux contraintes égalités, soit par un couplage de ces deux effets a la
fois :

e En effet, si 'ensemble des demi-espaces affines défini par les contraintes inégalités
définissent une intersection vide au lieu d’un polytope convexe, alors 'ensemble
admissible est vide. Par exemple, si on ajoute au probléme d’optimisation (7.2) la
contrainte x; = 2 alors 'ensemble des points admissibles du point de vue des
inégalités seulement, qui était auparavant un polyedre convexe (Figure 7.3), devient
un ensemble vide (Figure 7.8).

A X3

Figure 7.8 — Plans représentant les contraintes inégalités apres ajout de la contrainte
x; = 2 au probléme d’optimisation (7.2) ; 'ensemble des points admissibles,
intersection du polygone et du demi-espace de la contrainte, est vide apres ajout de
cette contrainte

e Si, par ailleurs, I'intersection des hyperplans définissant les contraintes égalités est
égale a I'ensemble vide alors 'ensemble admissible est forcément vide. Dans le
méme exemple, en remplacant la contrainte égalité 3x; — 2x, + 6x3 = 6 par la
contrainte x; = 1, alors les deux hyperplans représentant les contraintes égalités, qui
définissait une droite (Figure 7.4), se retrouvent paralléles et définissent donc une
intersection nulle (Figure 7.9).
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A ¥

£ $Pspixg =1

Figure 7.9 — Plans représentant les contraintes égalités apres avoir remplacé la
contrainte 3x; — 2x, + 6x3 = 6 par x; = 1 dans le probléme (7.2)

e Enfin, on peut obtenir un ensemble admissible vide sans pour autant se retrouver
dans 'un des deux cas précédents. Il est possible que l'intersection entre le polytope
convexe non vide, représentant "ensemble des points admissibles du point de vue
des contraintes inégalités, et I'espace affine non vide de dimension réduite,
représentant I'ensemble des points admissibles du point de vue des contraintes
égalités, soit égale a ensemble vide. Si, par exemple, on rajoute au probléme (7.2)
la contrainte x; > 2, alors on se retrouve bien dans ce cas de figure précis : méme
sl se retrouve tronqué d’une bonne partie, le nouveau polyedre défini par les
contraintes inégalités n’est pas vide, de la méme manicre que la droite affine définie
par les contraintes égalités qui, elle, est inchangée (Figure 7.4). Cependant leur
intersection est bien un ensemble vide (Figure 7.10).

A %3
7
1

X1 #s Xy

Figure 7.10 - Ensemble admissible vide apres ajout de la contrainte x3 > 2 au
probléme d’optimisation (7.2)
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Interprétation mécanique :

C’est principalement ce dernier type de situation qu’on pourra rencontrer dans
le cadre de 'analyse limite des structures bloc a bloc en magonnerie lorsque, pour
une structure donnée, il est impossible de trouver une solution d’équilibre qui
satisfasse I'intégralité des criteres de rupture.

7.1.5.2 Fonction objectif a optimiser non bornée

Le second cas de figure concerne directement la nature, finie ou infinie, de la valeur
optimale de la fonction objectif.

Dans certains problemes d’optimisation, il est possible que I'ensemble admissible
soit non borné. Cette seule condition n’implique pas forcément que le probleme
n’admette aucune solution. Par exemple, si on retire au probleme d’optimisation (7.2)
la contrainte x, > 0 alors 'ensemble admissible, qui était représenté auparavant par le
segment [AB] (Figure 7.5), n’est plus borné. Le nouvel ensemble admissible devient alors
la demi-droite [BA) (Figure 7.11). Pour autant la solution du probléme de maximisation
existe et reste toujours la méme.

A présent, si en plus de cette modification, on cherche non plus a maximiser la
valeur de la fonction objectif mais a la minimiser, alors la valeur de la fonction objectif
sera non finie et égale a —oco. En effet, dans ce cas de figure, quel que soit le plan parallele
choisi parmi la famille de plans parall¢les représentant la fonction objectif a minimiser
(Figure 7.6), on pourra toujours trouver un autre plan, contenant au moins un point de
I'ensemble admissible, pour lequel la valeur de la fonction objectif sera strictement
inférieure, et ce de maniere infinie (Figure 7.11).

507,/14>—ao A X3

\

§#7,-0,25

X2

Figure 7.11 - Nouvel ensemble admissible non borné représenté par la demi-droite
[BA) apres suppression de la contrainte x, > 0 et plans paralleles successifs
représentant la fonction objectif pour des valeurs qui tendent vers —oo
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Interprétation mécanique :

Pour que ce type de non convergence puisse arriver, il est nécessaire (mais non
suffisant) que 'ensemble admissible ne soit pas borné. Ce type de situation pourra
parfois étre rencontré dans le cadre de I'analyse limite lorsque pour un mode de
chargement donné, les criteres de rupture non bornés appliqués a la structure
(criteres d’Heyman par exemple) ne sont pas suffisants pour amener a la rupture, et
ce, quel que soit 'amplitude du facteur multiplicateur du mode de chargement.

7.1.6  Unicité du point solution

De maniere générale, lorsqu’un optimum existe pour un probléme d’optimisation,
il est possible que cette solution ne soit pas unique. En effet, il est possible que le plan
représentant la valeur optimale pour la fonction objectif puisse contenir un ensemble
de points, tous situés a la frontiere de 'ensemble des solutions admissibles. Les valeurs
de la fonction objectif pour ces points sont ainsi tous égaux a la solution optimale. Ce
cas de figure est rendu possible lorsque la direction normale des plans représentant la
fonction objectif est perpendiculaire a une aréte ou une face du polytope de I'ensemble
admissible. A l'inverse, le point solution est unique lorsque celui-ci est un sommet du
polytope de 'ensemble admissible.

Par exemple, on modifie la fonction objectif du probleme (7.2) qui devient:
max 3x;. Dans ce cas-la, la solution est triviale puisque I'une des contraintes impose x; =
0.5. La valeur optimale prise par la fonction objectif du probleme de maximisation sera
donc égale a 1.5. Dans ce cas-la, I'intégralité des points de I'ensemble admissible,
représentés en Figure 7.5, représente un point solution de ce nouveau probleme
d’optimisation.

Interprétation mécanique :

Cette situation de non unicité du point solution correspond a la plupart des
solutions d’équilibres qui seront trouvées dans ce travail, dans les cas de résolution
d’un probléme d’analyse limite pour une structure suffisamment complexe. Pour la
valeur maximale du mode de chargement trouvée, qui, elle, est bien unique, il est
possible d’obtenir une infinité de solutions d’équilibre statique respectant toutes les
criteres de résistances.

7.1.7 Dualité

La théorie de la dualité en optimisation linéaire permet d’établir et de qualifier le
lien entre I'approche statique par I'intérieur et Papproche cinématique par I'extérieur,
dans le cadre des hypotheses de 'analyse limite des structures bloc a bloc (Ferris et al.
2001).

7.1.7.1 Forme standard

Précédemment en 7.1.3.1, on a défini un probleme d’optimisation linéaire comme
un probléme physique pouvant se modéliser sous la forme (7.1) :
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max ¢’ x
tel que Ax =d
Bx <e

Avec x un vecteur variable de taille n, ¢ un vecteur de taille n, A une matrice de taille
p X n, d un vecteur de taille p, B une matrice de taille g X n, e un vecteur de taille q.

On introduit un nouveau vecteur variable z de taille g appartenant a R,? ainsi que
deux nouveaux vecteurs variables x, et x_ de taille n appartenant a R," tels que :

z=e— Bx
X=X, —X_

On obtient ainsi le probléme équivalent suivant :

maxc'x, —c'x_

tel que Ax, —Ax_ =d
e—Bx,+Bx_=z
Xy,x_,z2=20

(7.4)

Cette formulation particuliecre du probleme d’optimisation linéaire, équivalente a la
formulation initiale (7.1), permet de ne faire apparaitre que des variables positives ou
nulles et des contraintes égalités uniquement. On appelle cette formulation la forme
standard du probleme d’optimisation. En pratique, on n’utilisera la forme standard que
pour établir les définitions et théorémes qui vont suivre sur la dualité en optimisation
linéaire, sans pour autant perdre en généralité.

Dans cette partie, on considerera donc a présent un probleme d’optimisation
linéaire quelconque sous sa forme standard :

max ¢'x
telque Ax = b (7.5)
x>0

Avec x un vecteur variable de taille n, ¢ un vecteur de taille n, 4 une matrice de taille
p X n, b un vecteur de taille p. On suppose par hypothése que ce probleme est faisable

et admet donc au moins un point solution pour lequel la valeur minimale de la fonction
objectif est atteinte : on appelle 2* cette valeur optimale de la fonction objectif.

7.1.7.2 Définition du lagrangien et de la fonction duale

Résoudre ce probléeme par lintérieur consiste a trouver des valeurs de x qui
appartiennent a 'ensemble admissible et, de par leur statut de borne inférieure de la
valeur optimale A*, 2 maximiser cette borne inférieure jusqu’a atteindre 1*. I’idée derriere
la théorie de la dualité est de montrer I'existence d’un probleme d’optimisation associé
au probléme (7.5) qui permettrait non plus d’approcher cette méme valeur optimale 1*
par lintérieur, mais par I'extérieur en minimisant cette fois-ci une borne supérieure de
la valeur optimale. La difficulté principale réside dans la définition de cette fonction
borne supérieure a minimiser.

On définit pour cela une fonction, usuellement appelée "Lagrangien" dans le
contexte de Poptimisation convexe. Soit L le Lagrangien du probléeme d’optimisation
(7.5) défini comme une fonction a valeurs dans R ayant pour variables x appartenant a
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R,™ ainsi que deux nouveaux vecteurs variables y et s, de tailles respectives p et n,
appartenant respectivement a R? et a R,". L’expression de la fonction lagrangienne
est définie comme suit :

L(x,y,s)=c"x+y"(b—Ax) +s"x (7.6)

En pratique, cette fonction évalue le dépassement de la fonction objectif en associant a
chaque contrainte non respectée une pénalité pondérée : si, par exemple, pour un point
x donné, la i"™™ contrainte égalité est violée, alors le lagrangien (7.6) est égal a la valeur
de la fonction objectif au point x a laquelle on additionne la valeur du dépassement de
la i*™ contrainte égalité, pondérée par y;, de valeur positive, négative ou nulle. Si encore,
par exemple, pour un point x donné, la i™ contrainte inégalité, qui correspond a
x; = 0, est violée, alors le lagrangien (7.6) est égal a la valeur de la fonction objectif au
point x a laquelle on additionne la valeur du dépassement de la ™ contrainte inégalité,
de valeur négative, pondérée par s;, de valeur positive ou nulle. Dans le cas d’une

violation d’une contrainte inégalité, la pénalité est forcément négative.

Si au contraire, pour un point x = x* appartenant a 'ensemble admissible A, toutes
les contraintes égalités et inégalités sont respectées. On a alors, quels que soient y et
s appartenant respectivement a R” eta R,™ :

L(x*y,s)=c'x"+yT.0+sTx" (7.7)
Or, comme par hypothese s,x > 0, on a donc L(x*,y,s) = c'x".
.. . : X > To*) — 3%
Ce qui implique donc Jrcr*leaj‘lg(L(x ,9,8)) = Jrcr*lgj‘%(c x) =2
L’expression n}gﬁ(L (x*,y,5)) est donc une borne supérieure de optimum 2A* recherché.
X

Cependant, trouver la valeur de 1* revient a minimiser cette borne supérieure tout
en étant obligé de s’assurer que x appartienne bien a I'ensemble admissible. Pour
pouvoir définir correctement un probleme d’optimisation qui ne dépende pas de la
variable x et de ses contraintes associées mais uniquement des variables y et s, il est
nécessaire de déterminer une borne supérieure de cette expression qui elle-méme ne
dépende pas de x. On pourra ensuite minimiser cette borne supérieure et définir ainsi
un probleme d’optimisation complétement indépendant de x.

On définit pour cela la fonction duale, une fonction a valeurs dans R ayant pour
variables y et s, égale a la borne supérieure du lagrangien selon x dans R™. L’expression
de cette fonction duale est donc :

max(L(x,y,s)) =
max(c'x —yTAx+y"h+sTx) =
xeR™

T _ T T ThH —
)rcrel%((c yTA+sDx)+yTh

T _ AT Ty —
Jrcré?R)Tg(x (c—ATy+s))+bTy

{bTy, sic—ATy+s=0

+ o0, sinon (7.8)
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Et par définition, quels que soient y et s appartenant respectivement a R? et a R,", on
a bien :

> * > 1F
max(L(x,y,s)) = max(L(x",y,5)) = A

Par conséquent, lorsqu’elle admet une valeur différente de +c0 en au moins un point
défini par y, s, la fonction duale dont Pexpression est donnée en (7.8) permet de borner
supérieurement la valeur optimale 2* de la fonction objectif. Le probleme d’optimisation
qu’on appelle probléme dual consiste donc 2 minimiser cette borne supérieure égale a
bTy sous la contrainte égalité ¢ — ATy +s = 0. Cette contrainte égalité associée a la
condition s > 0 est équivalente a la contrainte inégalité ATy > c.

7.1.7.3 Définition

Pour récapituler, soit un probleme d’optimisation linéaire quelconque sous sa forme
standard, qu'on appelle probleme primal :

max c'x
telque Ax =b (7.9)
x>0

Avec x un vecteur variable de taille n, ¢ un vecteur de taille n, A une matrice de taille
p X n, b un vecteur de taille p.

On appelle probleme dual associé a ce probleme primal, le probleme d’optimisation
linéaire défini par :

min by

telque ATy > ¢ (7.10)

Avec y un vecteur variable de taille p.
7.1.7.4 Propriétés

En utilisant le méme type de raisonnement avec le lagrangien, on peut également
exprimer le dual d’un probleme primal de minimisation sous sa forme standard. Soit le
probléeme d’optimisation linéaire primal suivant :

min ¢"x
telque Ax = b (7.11)
x>0

Avec x un vecteur variable de taille n, ¢ un vecteur de taille n, 4 une matrice de taille
p X n, b un vecteur de taille p.

Le probleme dual associé a ce probléme primal est défini par :

max by

telque ATy < ¢ (7.12)

Avec y un vecteur variable de taille p.

Avec le méme type de raisonnement utilisant le lagrangien, on peut démontrer que
le probléme dual d’un dual est son propre primal.
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Toujours en utilisant le lagrangien, on peut élaborer une méthode générale
permettant de déterminer directement le dual d’un probleme primal quelconque, qui
n’est pas nécessairement sous sa forme standard (7.5) en utilisant le Tableau 7-1 :

min max
variable > 0 contrainte <
variable < 0 contrainte >
variable > ou <0 contrainte =
contrainte < variable < 0
contrainte > variable > 0
contrainte = variable > ou < 0

Tableau 7-1 — Récapitulatif des natures de contraintes et variables associées, entre un
probléeme primal et son dual

Ce tableau s’utilise de la maniere suivante : si on a un probleme primal de minimisation
(respectivement de maximisation), on associera a chacune des variables du probléme
primal, identifiées en colonne de gauche en fonction de son signe (respectivement en
colonne de droite), une contrainte du dual de la nature indiquée en colonne de droite en
vis-a-vis (respectivement en colonne de gauche). De la méme fagon, pour chaque nature
des contraintes du probléme primal, identifiées en colonne de gauche (respectivement
en colonne de droite), on associe une variable du probleme dual du signe indiqué en vis-
a-vis en colonne de droite (respectivement en colonne de gauche).

7.1.7.5 Exemple d’application

A titre d’illustration, recherchons le dual du probléme primal d’optimisation linéaire
(7.2) déja vu précédemment en 7.1.3.2

max — 2x; +4x, — x3

tel que 3x; — 2x, + 6x3 =6
x; =05
6x1 +3x, +2x3 <6
X1,X0,%3 = 0

Ici le probleme primal (7.2) est un probleme de maximisation. Dans le Tableau 7-1,

chaque élément du primal de la colonne de droite sera donc associé a son élément dual
correspondant dans la colonne de gauche.

Tout d’abord, on associe a chacune des 3 contraintes, égalités et inégalités, les variables
duales y;, y,, y3. On utilise le Tableau 7-1 pour associer aux contraintes de la colonne
de droite, la nature des variables correspondantes dans la colonne de gauche. Les
variables y;, y, associées a des contraintes égalités ont ainsi un signe indéterminé. La
variable y; associée a une contrainte de type inférieure ou égale est de signe positif ou
nul. La fonction objectif du probleme dual est la minimisation du produit entre b’ =
(6 0.5 6)etles variables duales, soit : min 6y; + 0.5y, + 6y;.

Ensuite, on associe a chaque variable du primal la contrainte du dual
correspondante dans la colonne de gauche du tableau :
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e On associe a x; qui est de signe positif ou nul la contrainte inégalité de signe
supérieure ou égale suivante : 3y, +y, + 6y; = —2

e On associe a x, qui est de signe positif ou nul la contrainte inégalité de signe
supérieure ou égale suivante : =2y, + 0y, + 3y; = 4

e On associe a x3 qui est de signe positif ou nul la contrainte inégalité de signe
supérieure ou égale suivante : 6y, + 0y, + 2y; > —1

Le probleme d’optimisation dual correspondant est donc :

min 6y, + 0.5y, + 6y
tel que 3y, +y, + 6y; = -2

2y, +3y; > 4 (7.13)
320

Ce probleme dual admet comme point solution le point P(—0.5;-6.5;1), point
d’intersection entre les plans go,', 0, et 3" (représenté en Figure 7.12) tels que :

13 3y1+y, +6y; =2
2 =2y, +3y; =4
$3': 6y1 +2y; = —1

4 y3=0

La valeur optimale de la fonction objectif calculée pour ce point solution est : —0.25.

Figure 7.12 - Représentation dans R* du domaine admissible du probléme dual
(7.13) et du point P solution du probleme dual de minimisation (on note que,
contrairement au domaine admissible du probléme primal (7.2), celui-ci n’est pas
borné)
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On remarque que, dans notre exemple, la valeur optimale de la fonction objectif du
probleme dual de minimisation (7.13) est exactement égale a la valeur optimale trouvée
par le probleme primal de maximisation (7.2) : —0.25. Le théoréeme de dualité forte
permet d’établir rigoureusement les conditions nécessaires et suffisantes pour lesquelles
cette égalité est vraie, quel que soit le probléeme d’optimisation linéaire considéré.

7.1.7.6 Théoréme de dualité forte et existence du point solution

Le théoreme de dualité forte de 'optimisation linéaire stipule que si une solution
optimale du probléme primal (respectivement, du probléme dual) existe et est finie, alors
la solution optimale du probléme dual (respectivement, du probléme primal) existe
également et ces deux solutions optimales sont égales.

Ce théoréme permet, pour un probleme d’optimisation linéaire donné, de choisir
de résoudre soit le primal, soit le dual, selon la difficulté de résolution liée au nombre
de contraintes, de variables. Quel que soit le choix du probléme d’optimisation résolu
entre le dual et le primal, si une solution optimale finie est trouvée, cette solution sera
de méme valeur entre le dual et le primal.

Interprétation mécanique :

En pratique, pour un probléme d’analyse limite de structure bloc a bloc tel que
défini dans le chapitre suivant a l'aide des contraintes généralisées, I'approche
statique par l'intérieur constitue le probleme primal et 'approche cinématique par
Pextérieur constitue le probleme dual associé. Notons que ces deux approches
fournissent le méme coefficient de rupture si et seulement si on se place dans les
hypotheses de I'analyse limite, a savoir, qu’on considere que le matériau possede un
comportement élasto-plastique parfait et un écoulement plastique associé (Ferris et
al. 2001), comme précisé dans le chapitre précédent en 6.1.5.

Le théoréme de dualité forte permet également de réinterpréter les conditions
nécessaires et suffisantes a 'existence ou non d’une solution, décrites dans le paragraphe
7.1.5 ci-dessus. En effet, si ensemble admissible du probleme primal est égal a
I'ensemble vide alors le probléeme dual admet une solution non bornée (égale a plus ou
moins linfini). Un tel probleme d’optimisation qui ne posséde pas de solution est
qualifi¢ de "primal infaisable". Inversement, si le probleme primal admet une solution
non finie, alors le probleme dual possede un ensemble admissible égal a 'ensemble vide.
On appelle un tel probléme qui ne possede pas de solution, mais cette fois-ci pour la
raison inverse, un probleme "dual infaisable". Il est également possible que le probleme
d’optimisation soit a la fois "primal et dual infaisable".

Interprétation mécanique :

Cette caractérisation rapide nous permettra de déterminer pour un probleme
d’analyse limite donné si on est dans 'une des trois situations suivantes (toujours
dans les hypothéses strictes de ’analyse limite) :

e Soit la structure est instable et il n’existe aucune solution d’équilibre compatible
avec les critéres de rupture : primal infaisable.
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e Soit la structure reste stable quelle que soit I'intensité du mode de chargement
appliqué, méme si celui-ci tend vers I'infini : dual infaisable.

e Soit I'intensité du mode de chargement admet une valeur maximale finie non
nulle et cette valeur est identique qu’elle soit déterminée par une approche
statique par I'intérieur ou par une approche cinématique par Pextérieur : primal
et dual faisable.

7.1.7.7 Liens entre variables duales et contraintes égalités et inégalités

La nature du probléme d’optimisation dual, défini a partir du lagrangien, permet
dutiliser les valeurs des variables duales au point solution pour effectuer des analyses
de sensibilités.

Si un probleme d’optimisation admet une solution optimale finie, alors les valeurs
des variables duales au point solution du probleme dual peuvent étre interprétées
comme des "couts marginaux" liés au dépassement de chacune des contraintes
correspondantes. Autrement dit, si on modifie le membre de droite d’une contrainte
d’un incrément ¢ suffisamment petit pour ne pas modifier les contraintes actives du
point solution, alors la valeur optimale de la fonction objectif se trouve modifiée d’une
valeur égale a ¢ multiplié par la valeur optimale de la variable duale associée a cette
contrainte.

Par exemple concernant 'exemple du probleme d’optimisation linéaire (7.2),
considérons la contrainte inégalité 6x; + 3x, + 2x3 < 6 dont la variable duale associée est
y3. Au point optimal solution du probléeme dual (7.13), cette variable duale prend la
valeur 1, comme calculé en 7.1.7.5. Si on modifie la contrainte 6x; + 3x, + 2x3 < 6 par
la contrainte 6x; + 3x, 4+ 2x3 < 5.8, alors la nouvelle valeur optimale obtenue par la
fonction objectif sera égale a —0.25 + 1 x (—0.2) soit —0.45.

Interprétation mécanique :

Dans le cadre de I'analyse limite des structures bloc a bloc, ce type d’analyse
peut étre reproduit a I'aide du principe des travaux virtuels pour démontrer qu’on
obtient bien les taux de déplacements et de rotation des blocs directement a partir
des valeurs des variables duales associées aux équations d’équilibres, et donc en
déduire le mode de rupture cinématique de la structure globale associé a la solution
optimale.

Par ailleurs, on considere a présent une contrainte inégalité du probléeme
d’optimisation, qui correspond a un critere de résistance donné dans le probleme
de l'approche statique par I'intérieur de I'analyse limite. Lorsque cette contrainte
inégalité est nécessairement active pour le point solution trouvé par le probleme
d’optimisation de 'approche statique par I'intérieur du probleme d’analyse limite,
alors la variable duale associée a cette contrainte inégalité est non nulle, strictement
positive. Celle-ci peut étre interprétée comme un multiplicateur plastique, pilotant
I'amplitude du mode de rupture relatif entre les deux blocs, associé a la violation du
critere de résistance : rotation relative d’un bloc par rapport a Pautre autour d’une
aréte du joint pour la violation du critere d’Heyman, glissement dilatant pour la
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violation du critere de Coulomb, interpénétration des blocs et rotation relative pour
la violation du critere de résistance finie en compression. Réciproquement, une
variable duale non nulle implique que les valeurs des variables de contraintes
statiques généralisées se situent nécessairement sur la frontiere du critére de
résistance.

A l'inverse, les variables duales associées aux contraintes inégalités non actives et
aux contraintes inégalités non nécessairement actives, pour la solution d’un probleme
d’optimisation donné, sont égales a zéro.

Interprétation mécanique :

Dans le cadre de P'analyse limite des structures bloc a bloc, cela s’'interprete
d’une manicre équivalente en faisant remarquer que, pour un chargement maximal
donné, lorsque les valeurs de contraintes statiques généralisées n’appartiennent pas
nécessairement a la frontiere du critére de résistance, aucun déplacement relatif
associé entre les deux blocs n’apparait : le multiplicateur plastique associé au critere
est bien égal a zéro. Réciproquement, si, pour un chargement maximal donné, un
déplacement relatif associé a un critere est d’amplitude nulle, alors ce critére de
résistance n’est pas un critere nécessairement limitant pour ce mode de chargement
maximal.

7.1.8 Contraintes coniques

Dans le cadre de I'analyse limite des structures bloc a bloc, certains criteres de
ruptures nécessitent des expressions non-linéaires entre les variables : résistance finie en
compression en 2D ou en 3D, criteres de frottement de Coulomb en 3D. On utilisera
alors des contraintes coniques particulieres de deux types : les cones quadratiques (pour
exprimer la résistance finie en compression en 2D et en 3D, et le critere de frottement
de Coulomb en 3D) et le cone puissance (qu’on utilisera pour exprimer le critere de
résistance finie en compression en 3D).

Dans le cadre de ce travail en particulier, I'utilisation de contraintes coniques ne
remettent pas en cause les résultats établis jusque-la dans le cadre de 'optimisation
linéaire, sur I'existence ou 'unicité d’une solution ainsi que sur les propriétés de dualité
(Chares 2009).

7.1.8.1 Coénes quadratiques

Certaines inégalités rencontrées dans certains problémes d’optimisation restent
impossibles a linéariser, c’est-a-dire a exprimer sous la forme d’un produit matriciel entre
un vecteur variable et une matrice a coefficients constants. Par exemple, si on rajoute a
I'exemple du probleme d’optimisation (7.2) une contrainte inégalité non plus linéaire
mais quadratique du type (C) : x3 = x;,° + x,7, alors le probleme d’optimisation ne peut
s’exprimer sous la forme d’un probléme d’optimisation linéaire a ’aide de produits de
matrices, comme vu précédemment en 7.1.3.1. Il devient alors nécessaire d’introduire
une nouvelle classe de problemes d’optimisation convexe : Poptimisation conique du
second ordre, qu’on peut appeler SOCP (« second order cone programming »).
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Un probleme de classe SOCP est défini par une fonction objectif linéaire, des
contraintes égalités et inégalités linéaires et des contraintes inégalités exprimées a I'aide
d’un cone particulier qu’on appelle cone de Lorentz. Ce cone, qu’on notera Q™, est défini
en dimension finie n par ensemble des points x de R™ ayant pour coordonnées x,
Xz,. .., X, dans R qui vérifient :

Xy 2 /%% + x32 4. +x,2 (7.14)

En pratique, dans un probleme d’optimisation, on notera la contrainte correspondante
au cone de Lorentz sous la forme suivante équivalente :

(X1 %25 X355 %,) € QT (7.15)

On peut également définir le cone de Lorentz tourné. Ce cone, qu’on notera Q,",
est défini en dimension finie n par l'ensemble des points x de R™ ayant pour
coordonnées xy, x,,. .., x, dans R qui vérifient :

2X1%5 = X324, +x,2 (7.16)
Avec x;,x, =0

Dans un probléme d’optimisation, on notera la contrainte correspondante au cone de
Lorentz tourné sous la forme suivante équivalente :

(x5 %5 %35 ...5%,) € Q" (7.17)

Le cone Q," est obtenu en effectuant une rotation d’axe x; et d’un angle de w/4 du
cone Q" (exemple en dimension 3 représenté en Figure 7.13). Comme une telle rotation
peut s’obtenir en effectuant un changement de variables linéaire, ce cone n’est donc pas
strictement nécessaire pour exprimer des contraintes inégalités de type SOCP. Il permet
cependant de les formaliser pour certaines de maniere plus simple et sans besoin
d’introduire de nouvelles variables, comme nous pourrons le constater dans 'exemple
ci-apres. Les contraintes non-linéaires exprimées a I’aide de ces deux cones sont appelées
contraintes coniques du second ordre.

X3

A
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'

Figure 7.13 - A gauche cone de Lorentz @3, a droite cone de Lorentz tourné Q,°

Pour reprendre 'exemple du probleme d’optimisation (7.2), on rajoute une nouvelle
contrainte quadratique (C): x3 =x,*+x,> a exprimer a laide de -contraintes
coniques du second ordre. Du point de vue des contraintes inégalités uniquement, le
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nouveau domaine convexe obtenu apres ajout de cette contrainte quadratique est
intersection du polyedre défini par les contraintes égalités linéaires (déja représenté en
Figure 7.3) et de la région convexe de l'espace déterminée par le paraboloide de
révolution défini par 'équation x3 = x;* + x,* (Figure 7.14).

De maniére immédiate, on a :
(€): 2x0.5Xx3 = x,2+ x,°

On reconnait 'expression d’un céne de Lorentz tourné de dimension 4. En prenant
garde a lordre correct des variables, la contrainte conique du second ordre
correspondante s’écrit alors :

(©): (0.5;x3;%,; %) €

Figure 7.14 - Nouveau domaine convexe apres ajout de la nouvelle contrainte
quadratique (C)

De manicre totalement équivalente, afin de trouver une nouvelle formulation avec
des contraintes coniques du second ordre en n’utilisant que le cone de Lorentz et sans
utiliser le cone de Lorentz tourné, on peut effectuer le changement de variable linéaire

suivant :
1 1

zZy = ﬁ 0.5+ ﬁx3
1 1

Z, = ﬁ 0.5 — ﬁx3

Ce qui équivaut a :

1
05=—(z,+2z
\/2(1 2)

1
X3 = 5(21 —73)
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La contrainte quadratique 2 X 0.5 X x3 > x;? + x,* devient alors :
(21 + 22) (21 — 2) = %, + x,°
Soit finalement : z;2 > 7,2 + x;2 + x,2

On reconnait 'expression d’un cone de Lorentz de dimension 4 pour les z; positifs. La
contrainte quadratique équivalente est alors :
1 1
{Zl - 50.5 +\/_EX3
©): —Llopg_L
7 =75 0.5 7%
(215 225 %15 %) € Q*

Pour qu’une contrainte quadratique puisse étre exprimée a I'aide de contraintes
coniques du second ordre, il est nécessaire que I'ensemble défini par cette contrainte
quadratique soit bien convexe. Par exemple, la contrainte x; < x;% + x,? ne décrivant pas
un ensemble convexe, celle-ci ne peut étre exprimée a I'aide de contraintes coniques du
second otdre.

De maniere générale, d’autres types de contraintes convexes qui ne sont pas
forcément des contraintes quadratiques peuvent également étre exprimées a 'aide de
contraintes coniques du second ordre : fonctions rationnelles, certaines expressions
avec exposants non entiers, etc. Ces autres types de contraintes convexes exprimées a
'aide des cones de Lorentz ne seront pas utilisées dans ce travail.

7.1.8.2 Coéne puissance

Certains criteres de rupture rencontrés dans le cadre de l'analyse limite des
structures bloc a bloc en maconneries (critere de compression finie sur un joint en 3D)
nécessitent d’introduire un nouveau type de cone convexe qui ne rentre pas dans le
cadre strict des problémes SOCP : le cone puissance. Noté P, “*~*, celui-ci s’exprime en
fonction d’un parameétre a compris strictement entre 0 et 1. Il est défini en dimension
finie n par ensemble des points x de R™ ayant pour coordonnées xy, X,,..., X, dans R
qui vérifient :

X%x,17% = 252+ 4x, 2 (7.18)

Avec x;,x, =0

On remarque que pour a = 0.5 on retrouve 'expression du cone de Lorentz tourné
n s .
9,", a un facteur 2 pres.

En introduisant une nouvelle variable réelle z, la relation d’inégalité (7.18) du cone
puissance de dimension n est équivalente a :

X %21 7% 2 |z

Z = x3% 4. +x,?

On reconnait en premiére ligne expression du cone puissance P;**~* de dimension
3 sur les variables (x;; x,; z) et en deuxieéme ligne, I'expression d’un cone de Lorentz 9"~*
de dimension n — 1 sur les variables (z; x3;...; x,). On utilisera donc uniquement le cone

(7.19)
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puissance de dimension 3 puisque, par récurrence, celui-ci est suffisant pour exprimer
une contrainte de type cone puissance de dimension finie quelconque.

Pour une valeur de paramétre @ donnée entre 0 et 1, le cone puissance P;**7 1,
représenté en Figure 7.15 pour différentes valeurs de a, est donc défini par I'ensemble
des points x de R? ayant pour coordonnées x;, x,, x; dans R qui vérifient :

X7 > g (7.20)

x,®

Avec x;,x, =0

Dans un probleme d’optimisation, on notera la contrainte correspondante au cone

a,a—1

puissance P, sous la forme suivante équivalente :

a,a—1
(xl;xz;x3) € ?3 (721)
A X3 A X3
o o e X N
X1 X2 X1 \, X2
a=0,1 a = 0,25
A X3

il N
X1 X2
A X3 A X3
& X Z Y
X1 =a X2 X1 X2
a=0,75

a,a—1

Figure 7.15 - Cones puissance P; pour différentes valeurs du parameétre a

A titre d’exemple d’application, on rajoute au probleme d’optimisation linéaire
défini en (7.2) la contrainte inégalité x,x, > x3°. Le nouveau domaine obtenu pout
I'ensemble des contraintes inégalités est I'intersection du polyedre délimité par les quatre

174



Chapitre 7
Optimisation conique pour ’analyse limite des structures bloc a bloc

plans définis par les quatre contraintes inégalités linéaires (Figure 7.3) et la région
convexe de I'espace délimitée par la surface d’équation x;x, = x3* (Figure 7.10).

Pour exprimer cette nouvelle contrainte avec les cones usuels, on doit introduire une
nouvelle variable z telle que la contrainte x;x, > x;° équivaut a :

XX, > z% etz > x3° (7.22)
On transforme légerement la deuxieme inégalité pour obtenir de maniere équivalente :
XX, = z% et 1Y/322/3 > x, (7.23)

On reconnait alors respectivement une contrainte quadratique qu’on peut exprimer a
'aide d’un cone de Lorentz tourné de dimension 3 et une contrainte conique qu'on peut
exprimer a 'aide d’'un cone puissance de dimension 3 et de paramétre @ = 1/3 :

(0.5x4;x,;2) € Q,% et (1;2; x5) € P, Y/> 2/3 (7.24)
3 3

A X3

Xy - N
z N .

Figure 7.16 - Nouveau domaine convexe obtenu aprées ajout de la contrainte
x1X; = x3° 5 en gris sur 'image du dessus, la surface d’équation x;x, = x33

Cette méthode de reformulation d’une contrainte non-linéaire en une contrainte
quadratique et une contrainte convexe exprimée a ’aide d’un cone puissance sera utilisée
par la suite (partie 8.2.2.3) dans le cadre de I'analyse limite pour exprimer le critere de
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résistance finie en compression au niveau d’un joint triangulaire quelconque, pour une
structure bloc a bloc dans le cas 3D.

7.1.9 Méthodes de résolution numérique et efficacité
algorithmique

De maniére générale, il est aujourd’hui possible de résoudre, en un temps
relativement court, un probleme d’optimisation convexe constitué de plusieurs dizaines
de milliers de variables a I'aide d’algorithmes numériques approchant avec suffisamment
de précision le résultat exact, en un temps de calcul limité (Andersen et al. 2000). Le
détail de ces algorithmes, appelés algorithmes de points intérieurs, et leur méthodologie
n’est pas abordée ici. On s’assurera simplement que I'imprécision sur les différents
résultats donnés dans ce travail n’est pas significative par rapport aux valeurs
numériques finales, de ordre de 1 pour 1000 au plus.
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7.2 Exemple d’application

Afin d’appliquer concrétement au cadre de I’analyse limite des structures bloc a bloc
les différents outils et propriétés mathématiques de 'optimisation conique, on étudie
dans cette partie un exemple simple : une structure constituée de deux blocs carrés 2D
empilés et soumise a une force ponctuelle définie par deux parameétres.

Cet exemple particulier d’analyse limite bloc a bloc possede 'avantage de pouvoir
se résoudre aisément a la main, tout en exploitant les différentes notions d’optimisation
linéaire et conique vue dans la premicre partie de ce chapitre, au sein du cadre mécanique
de I'analyse limite, exposé dans le chapitre précédent.

7.2.1 Définition du probléme

On travaillera en deux dimensions dans le plan (X;Y).

l

Figure 7.17 - Géométrie, constantes et variables du probleme : en vert, les deux
parametres du mode de chargement, en orange la force AF avec la variable 4,
multiplicateur de charge de la force F et en bleu les six vatiables des contraintes
généralisées en chacun des joints

Deux blocs carrés identiques de poids M et de dimensions I sont empilés en parfait
alignement : le bloc 2 sur le bloc 1, et posés au sol. Une force ponctuelle F est appliquée
au coin supérieur gauche du bloc 2, au point P. Cette force F a pour composante
horizontale F, de signe positif ou nul et pour composante verticale F, de signe
quelconque (Figure 7.17).
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L’objectif est de déterminer, dans le cadre des hypothéses de I'analyse limite, la
valeur maximale admissible du multiplicateur A, pour assurer I'équilibre de ce systeme
soumis 2 la force AF, en fonction des paramétres F, et E,.

Dans le cadre de 'analyse limite appliquée aux systemes bloc a bloc en magonnerie,
les blocs de pierre sont considérés comme infiniment rigides, seuls les criteres de rupture
au niveau des joints sont pris en compte. Comme on raisonne dans les hypotheses de
I'analyse limite, le comportement de ces joints est considéré comme élasto-plastique
parfait, en matériau standard, c’est-a-dire avec une loi d’écoulement plastique associée,
comme précisé dans le chapitre précédent en 06.1.5. On définit donc deux
joints, correspondants aux contacts entre les deux blocs : 'interface entre le bloc 1 et le
sol, et 'interface entre le bloc 2 et le bloc 1.

Sur chacune de ces interfaces, au niveau des centres de gravités des deux joints
(respectivement au point H; et au point H,), on définit les contraintes généralisées sur
lesquelles seront appliqués les criteres de rupture. Pour chacun des deux joints, on
définit donc un moment de flexion (respectivement my, et my,) dans la direction
perpendiculaire au plan (X;Y), un effort tranchant (respectivement vy et vy,) dans la
direction du lit du joint, et un effort normal (respectivement n, et n,) dans la direction
perpendiculaire au lit du joint (Figure 7.17). On choisit une orientation donnée pour ces
efforts internes : au point H;, du sol vers le bloc 1 pour le premier joint et au point H,,
du bloc 1 vers le bloc 2 pour le second joint. Le choix préalable de cette orientation est
quelconque et ne modifie pas le résultat.

7.2.2 Mise en équation

On applique a chacun des deux blocs Iéquilibre des efforts horizontaux et
verticaux, ainsi que ’équilibre des moments :

Equilibre horizontal : —vy, + vy, =0
Bloc1: Equilibre vertical : —n, +n, = M
Equilibre des moments au point Gy : —myz, + vy,l/2 + Mgy + vy 11/2 =0

Equilibre horizontal : AF, + vy, = 0
Bloc 2 : Equilibre vertical : AE, +n, =M
Equilibre des moments au point G, : — AB /2 = AFL/2 + mz, + vy ,l/2 =0

Dans un premier temps, les critéres de rupture au niveau des joints sont les critéres
usuels dits d’Heyman : pas de résistance a la traction, résistance infinie a la compression
et résistance infinie au glissement. Comme vu dans le chapitre précédent en 6.2.1.1, ces
criteres se traduisent, dans le cadre de cet exemple, comme suit :

Joint 1 : |mZ_1| <nyl/2
Joint 2 : |mZ_2| <n,l/2

On rappelle que ces inégalités sont une traduction équivalente au critere géométrique
bien connu stipulant que chacun des points de la ligne de pression doit se trouver a
Iintérieur de I'enveloppe convexe du joint. Autrement dit, la composante normale
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toujours positive de la force au niveau d’un joint 2D ne peut avoir un bras de levier par
rapport au centre du joint plus grand que la demi-longueur du joint.

Le mode de chargement AF = A(F, + F,) est ici 2 maximiser, pour des valeurs de F,
et F, données, ce qui est équivalent 2 maximiser A uniquement.

En considérant les équations d’équilibre comme des contraintes égalités, les criteres
de rupture comme des contraintes inégalités et le facteur multiplicateur 2 du mode de
chargement a maximiser comme la fonction objectif, on peut écrire le probléme
d’analyse limite sous la forme d’un probléeme d’optimisation linéaire sous contraintes.
Celui-ci s’écrit sous sa forme initiale :

max A

telque —vy, +vy; =0
-n,+n, =M
My, + Uy l/2 +myq +vy1l/2=0
AE, + vy, =0
AE, +n, =M (7.25)
—A(F+E)l/2 +myy +vy,l/2 =0
mz1—nyl/2<0
mzq+nl/220
mz, —n,l/2 <0
myz, +n,l/220

Ce probléme d’optimisation linéaire est constitué de sept variables : la variable 2 du
mode de chargement et les six variables correspondant aux contraintes généralisées des
deux joints. Tel quel, il sera donc impossible de le résoudre en linterprétant
géométriquement en dimension sept, comme on avait pu le faire précédemment en
7.1.3.2 avec I'exemple du probleme d’optimisation linéaire de dimension trois. Pour
résoudre ce probleme d’optimisation "a la main", il est nécessaire de le modifier de
maniere équivalente et de le simplifier. A priori pour ce cas-la, les six équations
d’équilibre indépendantes vont nous permettre de réduire d’autant la dimension du
probléme pour 'amener a un probleme de dimension un, facilement résoluble.

En exprimant les variables n;, mz,, n, et mz,, impliquées dans les contraintes
inégalités, par rapport a la variable A, grace aux six équations d’équilibre, on obtient le
probléeme d’optimisation équivalent de dimension 1, équivalent au probléme (7.25) :

max A

tel que A < ————
AL =oF +F,

>
2F, (7.26)
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Avec :
vy, = —AF,
ny = 2M — AF,
mg, = A(4F + E,)1/2
Vyo = —AF
n, =M —AF,

7.2.3 Résolution selon la direction du mode de chargement

A P'aide de cette reformulation du probléme comme un probleme unidimensionnel
a une seule variable 1, on voit que selon les valeurs des paramétres F, et F,, la valeur du
facteur multiplicateur maximal A,,,, sera égal soit a M/(2F, + F,), soit a M/(2F, + 2F,).
Afin de visualiser ces différents cas de figure, on peut se placer dans le plan des
parametres F, et F, (Figure 7.18).

F,:
(’uflx; F’];\')

Figure 7.18 - Domaine des solutions d’équilibres admissibles et solutions (ou non) du
gu q
probléeme d’optimisation selon les quatre cas de figures possibles en fonction de la
direction du mode de rupture défini par les parametres F, et F,

Dans le plan (F, ; F,), on peut représenter le domaine des forces F admissibles. Ce
domaine est délimité par la région convexe non bornée du plan dont les frontieres sont
les droites d’équation F, = 0, 2F, + 2F, = M et 2F, + F, = M (Figure 7.18). Du point de
vue de I'analyse limite, tous les points de coordonnées (F, ; F,) situés a l'intérieur de ce
domaine représentent une force F admissible par la structure, sous I’hypothese des
criteres de rupture choisis (criteres d’Heyman). Par exemple, les forces F, F,, F; et F,
représentées sur la Figure 7.18 sous forme de points ayant pour coordonnées leurs
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composantes horizontales et verticales respectives, sont toutes des forces admissibles
par la structure puisqu’elles appartiennent au domaine des forces admissibles. A
I'inverse, toute force représentée par un point situé a 'extérieur de ce domaine est une
force non admissible par la structure. Notons que dans ce cas-la, le probleme
d’optimisation admet néanmoins une solution : le facteur multiplicateur solution d’un
tel mode de chargement A,,,, sera simplement inférieur a 1.

Grace a cette représentation graphique on peut voir que quatre cas de figure

différents se dessinent, selon les valeurs des paramcétres F, et F,, sachant que par
définition F, = 0:

Si F, > 0: ce cas est illustré par F; sur la Figure 7.18. Le probléme d’optimisation
admet comme valeur maximale A, = M/(2F, + 2F,). Pour cette solution, la
contrainte inégalité active est la contrainte A < M/(2F, +2F,) du probleme
d’optimisation sous sa forme simplifiée. Sous sa forme initiale, la contrainte active
pour cette solution est la contrainte inégalité m,, — n,l/2 < 0. Pour cette solution,
on a donc, par définition de la contrainte active, mz, —n,l/2 = 0. Physiquement,
cela correspond a un passage de la ligne de pression au point situé le plus a droite
du joint entre les blocs 1 et 2. Le mode de rupture associé a cette charge limite est
donc une rotation du bloc 2 autour de ce point de charniere, qu’on appelle
également une rotule plastique (Figure 7.19 (a)).

Si F, <0et 2F, +F, >0 : ce cas est illustré par F, sur la Figure 7.18. Le probléme
d’optimisation admet comme valeur maximale A, = M/(2F, +F,). Pour cette
solution, la contrainte inégalité active est la contrainte 1 < M/(2F, + F,) du probléme
d’optimisation sous sa forme simplifiée. Sous sa forme initiale, la contrainte active
pour cette solution est la contrainte inégalité m;, —n;1/2 < 0. Pour cette solution,
on a donc, par définition de la contrainte active, my;, —nyl/2 = 0. Physiquement,
cela correspond a un passage de la ligne de pression au point situé le plus a droite
du joint entre le sol et le bloc 1. Le mode de rupture associé a cette charge limite est
donc une rotation de 'ensemble composé des blocs 1 et 2 autour de ce point de
charniere (Figure 7.19 (b)).

Si F, = 0: ce cas est illustré par F; sur la Figure 7.18. Le probleme d’optimisation
admet comme valeur maximale 4,,,, = M/2F,. Pour cette solution, nous n’avons
plus seulement une, mais deux contraintes inégalités actives: les contraintes
A< M/(2F, + 2F)) et A < M/(2F, + F,) du probleme d’optimisation sous sa forme
simplifiée. Sous sa forme initiale, les contraintes actives pour cette solution sont les
contraintes inégalités mz, —n,1/2 < 0 et myz, —n;1/2 < 0. Pour cette solution, on a
donc, par définition de la contrainte active, mz, —n,l/2 =0 et en méme temps
myz, —nyl/2 = 0. Physiquement, cela correspond a un passage de la ligne de pression
au point situé le plus a droite du joint entre les blocs 1 et 2 et au point situé le plus
a droite du joint entre le sol et le bloc 1. Le mode de rupture associé a cette charge
limite particuliere est donc indéterminé : soit il s’agit d’une rotation du bloc 2 autour
du point de charnicre situé le plus a droite du joint entre les deux blocs, soit il s’agit
d’une rotation des deux blocs autour du point de charniere situé le plus a droite du
joint entre le sol et le bloc 1, soit il s’agit d’'une composition entre ces deux
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mouvements (Figure 7.19 (c)). Cette situation particuliere correspond a un probléeme
d’optimisation dual pour lequel la solution n’est pas unique, comme on le verra ci-
apres.

e Si 2E,+F,<0 : ce cas est illustré par F, sur la Figure 7.18. Le probleme
d’optimisation admet comme valeur maximale A4, = +00. On est donc dans une
situation ou le probléme d’optimisation est dit "dual infaisable". Le probléeme dual
associé possede un ensemble admissible égal a 'ensemble vide. Physiquement, cela
signifie que quelle que soit 'intensité de la force appliquée dans ces conditions, celle-
ci ne sera jamais assez suffisante pour amener la structure a la ruine. On note que
Putilisation de criteres bornés, différents des criteres d’Heyman non-bornés,
permettent d’éviter a coup str ce type de situation.

Pour chacun des trois cas de figure pour lesquels une solution finie existe, on peut alors
calculer les valeurs des six variables restantes du probléeme d’optimisation initial en
fonction de la valeur de A = 4,4, et des paramétres du probleme F, F,, l et M :

Vya = —hnaxFx

Ny = 2M — ApaxFy

Mz 1 = Amax (4F; + ) l/2
Vy2 = —hnaxFx

n,=M-— AmaxFy

Mz = Amax 2F + E) l/2

On peut ensuite représenter graphiquement les valeurs de ces variables internes au
niveau des joints sous la forme des résultantes aux joints, selon les différents cas de
figure (Figure 7.19). En chacun des joints, la force a représenter est définie par I'effort
normal et par 'effort tranchant. L’excentricité de 'effort résultant par rapport au centre
du joint est égale au moment fléchissant divisé par I'effort normal.
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Figure 7.19 - A gauche lignes de pression, et a droite mécanismes de rupture associés
pour chacun des cas de figure suivants selon les valeurs des parameétres F, et F, :
(a) S1 F, > 0 : ce cas est illustré par F; sur la Figure 7.18
(b) Si F, <0 et 2F, + F, > 0 : ce cas est illustré par F, sur la Figure 7.18
c) Si E, = 0 : ce cas est illustré par F; sur la Figure 7.18. Pour ce cas de figure, il existe
y p gu g
une infinité de mécanisme de rupture possible, dont les trois représentés
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7.2.4 Probléeme dual et interprétation

Pour déterminer le probleme dual associé a ce probleme primal d’analyse limite par
approche statique vers lintérieur, nous utiliserons la procédure décrite en 7.1.7.4,
s’appliquant a tout probleme d’optimisation linéaire sous une forme quelconque, non
nécessairement standard. On définit tout d’abord Iensemble des variables duales
associées a chacune des contraintes égalités et inégalités du probléme primal :

—Vya+ Uy =0 Uy
—nytn, =M u,
Mg, +Vyol/2+mgy +vy,l/2=0 6
AE, + vy, =0 uy,
/1Fy tn, =M uy
—A(F,+E)l/2+mgy +vy,l/2=0 6,
Mz, —nl/2<0 2z
Mz, +nl/220 2z
Mz, —Nul/2<0 zp
Mz, +1,l/220 zp,

On dénombre donc au total dix variables duales, associées chacune, soit a une
contrainte égalité, soit a une contrainte inégalité. Selon le Tableau 7-1 déja présenté
précédemment en 7.1.7.4, qu’on rappelle ci-dessous, pour les six contraintes égalités
dans le probléme primal de maximisation, les six variables duales associées sont de
signes indéterminés :

min max
variable > 0 contrainte <
variable < 0 contrainte >
variable > ou <0 contrainte =
contrainte < variable < 0
contrainte > variable > 0
contrainte = variable > ou <0

De la méme manicre, on détermine les signes positifs ou négatifs des quatre variables
associées aux quatre contraintes inégalités. Enfin, pour établir la fonction objectif a
minimiser ainsi que les contraintes du probleme dual, on transpose les matrices a
coefficients constants du probleme primal.

En pratique, cette transposition est plus simple a effectuer en écrivant 'une apres
'autre les contraintes duales associées a chacune des variables du probléme primal. On
utilise enfin le tableau récapitulatif pour définir la nature des contraintes duales en
fonction du signe des variables primales associées.

On obtient alors le probléme dual sous sa forme initiale (les variables du probleme
primal associées a chaque contrainte sont précisées ici a titre indicatif) :
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min Muy, + Mu,,
UpeFy +uyyF, — 0, (F+F)l/2=1 2
Wy — Zggl/2+205l/2 =0 n,
U, +6,01/2=0 vy,
01+2zy +25pb=0 my,
—Uyy + Upy — Zp11/2 + 25, l/2 =0 n,
—Upe F Uy +60,1/24+0,1/2=0 vy,
—0,+0,+2zg, +25, =0 my,
Z41,2p1 2 0
Zp2,Zg2 < 0

(7.27)

On reconnait ici directement ’écriture du probléeme d’analyse limite sous la forme de
I'approche cinématique par extérieur. Les variables duales u,, et u,, représentent les
vitesses de déplacements horizontales des blocs 1 et 2 respectivement, u;, et uy, les
vitesses de déplacements verticales des blocs 1 et 2, 6; et 8, les vitesses de rotation des
blocs 1 et 2 autour de leur centre de gravité (Figure 7.20). Tous ces paramctres de
déplacements doivent satisfaire I’hypothéese des petits mouvements, nécessaire pour ce
type d’application de I'approche cinématique par Pextérieur avec simplification au
premier ordre de ’écriture des équations de la cinématique. Les variables z,1, 245, 25, €t
zg, représentent les multiplicateurs plastiques associés a I’écoulement plastique du
matériau joint, considéré comme un matériau standard. La fonction a minimiser est
égale a la puissance des efforts extérieurs dans un mouvement quelconque des blocs.
Comme ici la seule charge constante est le poids vertical, la seule composante du
mouvement qui permettrait de fournir une puissance non nulle aux blocs est bien la
composante verticale du mouvement de chacun des deux blocs.

Figure 7.20 - Variables du probléme d’analyse limite par 'approche cinématique par
Pextérieur ; notons que par souci de lisibilité de la représentation, on représente ici des
mouvements d’une amplitude non négligeable par rapport a I’échelle de déformation
maximale admissible prévue dans ’hypothese des petits mouvements

185



Chapitre 7
Optimisation conique pour I’analyse limite des structures bloc a bloc

En exprimant les variables uyy, uyy, 61, Uy, Upy €t 6, en fonction des variables z,;, 245,

zpy €t zg, on peut simplifier le probléeme sous la forme équivalente suivante :

min M (zy, ! + zg,1/2)
tel que ZA1(2Fx + Fy)l + ZBI(Fx + Fy)l =1
Zp1,2p1 2 0
Zp2,Zgy = 0

(7.28)

Avec:

Uy = (241 + 2a2) /2

Uy = (Za1 — z42) 1/2

01 = =24 — 22

Upy = (3241 + 3245 + 2p1 + 252) /2
Uy = (Za1 — Zaz + zp1 — 2g2) 1/2

0y = =241 — Zpy — Zp1 — Zp2

Ce probleme simplifié admet comme solution, selon les différents cas :

SiF,>0:o0naalors z,; =0 et zg, = 1/1(F, + F,). La valeur optimale de la fonction
objectif est donc : M/(2F, + 2F,)

SiF, <0et2F +F,>0:onaalors zg, =0 et z,, = 1/1(2F, + F,). La valeur optimale
de la fonction objectif est donc : M/(2F, + F,)

SiF, = 0:onaalors 224, + zg; = 1/1F,. La valeur optimale de la fonction objectif est
donc : m/2F,. Notons qu’on peut choisir pour ce cas de figure n’importe quel couple
de valeurs z,; et zp, vérifiant ’équation 2z,, + zp, = 1/1F,. Contrairement aux deux
autres cas précédents, le mode de rupture solution n’est ici pas unique.

Si 2F, +F, <0: alors 'équation zs,(2F, + F,)l + zg,(F, + F,)l = 1 n’admet aucune
solution, quelles que soient les valeurs positives ou nulles de z,; et zp,. L’ensemble
admissible du probleme d’optimisation dual est égal a 'ensemble vide. On dit que
le probleme est dual infaisable.

A partir de ces différents résultats, il reste a calculer les valeurs des variables uyy, uy,,

61, Uz, Upy €t B, associées aux mouvements des blocs. Ces valeurs de variables

permettent de représenter le mode de rupture associé a la solution (représenté Figure
7.19 a droite pour chacun des trois cas). En pratique, pour des soucis de représentation,

on multiplie toutes ces valeurs de variables duales par un méme coefficient correcteur

afin de diminuer ou amplifier les mouvements des blocs.

Un compromis doit cependant étre fait entre la bonne visualisation du mode de

rupture de la structure et le souci d’éviter les aberrations visibles dues aux petits
déplacements (Figure 7.21). En effet, en petits déplacements avec approximations au
premier ordre pour obtenir des équations cinématiques linéaires, pour tout angle de
rotation a, on a au voisinage de 0 sina = a. C’est donc cette différence entre un angle

et son sinus que 'on peut visualiser sur la Figure 7.21.
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@) (b)

Figure 7.21 — Mode de rupture consistant en une rotation du bloc du dessus autour de
la charnicre située sur 'extrémité droite du joint entre les deux blocs (a) pour un faible
facteur d’amplification du mouvement, (b) pour un facteur d’amplification du
mouvement élevé

On remarque que, conformément au théoréme de dualité forte, la solution du
probleme d’optimisation obtenue a partir de la résolution du probleme de minimisation
dual est exactement similaires a celle obtenue a partir de la résolution du probléme
primal de maximisation, et ce quelles que soient les directions du mode de chargement.

Cette propriété mathématique s’appliquant aux problémes d’optimisation convexe
peut étre interprétée physiquement dans le cadre de I'analyse limite : pour un matériau
élasto-plastique standard, c’est-a-dire qui respecte la regle de normalité concernant la
direction de I’écoulement plastique, la charge a la rupture maximale calculée par
I'approche statique par 'intérieur est égale a la charge a la rupture minimale calculée par
I'approche cinématique par I'extérieur (Ferris et al. 2001).

7.2.5 Discussions sur les critéres de résistance

En adoptant les criteres d’Heyman qui impliquent une résistance en traction nulle,
une résistance a la compression infinie et une résistance au glissement infinie, le seul
mode de rupture possible est la rotation relative de blocs autour d’une des extrémités
du joint au niveau duquel se situe la rupture. Ces hypothéses ont avantage d’étre
traduites graphiquement de maniere aisée : il est équivalent de stipuler que la ligne de
pression doit étre contenue dans les frontieres convexes des joints de la maconnerie
pour assurer I’équilibre de la structure. Le second avantage réside dans la linéarité de
I'expression de ces criteres. Quel que soit le probleme d’analyse limite de structures bloc
a bloc sous les hypotheses d’Heyman en 2D ou en 3D, il est possible d’utiliser toutes
les propriétés mathématiques inhérentes a 'optimisation linéaire. Le troisieme avantage
tient au fait que ces criteres satisfont le principe du travail plastique maximal, ce qui est
un prérequis nécessaire pour application rigoureuse des théorémes de I'analyse limite.
Ce principe n’est pas toujours satisfait selon les différents criteres (critére de frottement
de Coulomb notamment).
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Cependant, selon les parametres des matériaux utilisés et selon les modes de
chargement, il est possible de rencontrer des situations de rupture différentes. Ces
modes de rupture peuvent mettre en jeu notamment des mouvements de glissement
relatifs entre blocs. Le raffinement des criteres d’Heyman, et notamment le critére de
résistance finie en compression, permet également d’éviter les situations dans lesquelles
le probleme d’optimisation est dit "dual infaisable", c’est-a-dire lorsque la charge
maximale admissible peut étre théoriquement infinie.

7.2.5.1 Critére de frottement de Coulomb

Les criteres d’Heyman stipulent notamment que la résistance au frottement est
considérée comme infinie au niveau de chaque joint. Cependant, en pratique lorsque
cela devient un parametre déterminant, on peut utiliser un critére de frottement pour
décrire la possibilité d’'un glissement entre deux surfaces en contact, lorsque la
composante tangentielle devient plus importante qu'une certaine valeur. Usuellement,
on utilisera le critere de frottement de Coulomb. Plusieurs autres types de critéres de
frottement sont possibles : interface lisse, frottement de Coulomb avec cohésion,
Coulomb avec cohésion tronqué en traction... Ces différents criteres, leurs descriptions
physiques et leurs implications ont été abordés dans le chapitre précédent, en 6.2.1.2.

Dans le probleme des deux blocs, on ajoute alors au niveau du joint entre le cube 1
et le cube 2 une nouvelle inégalité faisant intervenir Peffort normal n,, I'effort tranchant
vy, et le parameétre p de la loi de Coulomb :

Joint 2 : |vy‘2| < un,

Cette inégalité est équivalente au principe bien connu stipulant que tant que la force
résultante au niveau du joint reste contenue dans le “cone de Coulomb” alors le
glissement n’a pas lieu. De manicere équivalente, on utilise parfois comme parameétre du
critere de Coulomb l'angle ¢ du cone tel que ¢ =tanu. Ce cone est visualisable
graphiquement dans le plan des contraintes généralisées (n; vy) (Figure 7.22).

vy A

Vy = Uun

v
S

Vy = —un

Figure 7.22 - Domaine défini par le critere de Coulomb dans le plan des contraintes
généralisées (n; vy) ; ce domaine convexe est délimité par les droites d’équations
Vy = pn et vy = —un
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L’ajout de cette nouvelle inégalité a notre probleme d’optimisation initial nous donne
donc le probleme d’optimisation linéaire suivant :

max A
telque —vy, +vy; =0
-n,+n =M
Mgy + Uy l/2 +mzq +vy,l/2=0
AE, + vy, =0
AE, +n, =M
—A(F+ E)l/2+mgy +vy,l/2=0 (7.29)
mz1—nyl/2<0
mz1+nyl/220
mgz, —nl/2<0
Mgz, +n,l1/220
Vyp,—uny, <0
Uy, +un, =0
De la méme maniere que précédemment en 7.2.2, on peut ensuite simplifier le probleme
pour le ramener a un probléme de dimension 1 sous la forme suivante :
max A
tel que A <

2F, +F,
-M

[
= 2F, + 2F, (7.30)

On traduit enfin ces nouvelles inégalités dans le plan (Fy; F,) pour déterminer le nouveau
domaine des forces admissibles (Figure 7.23) a partit du domaine déterminé
précédemment dans la Figure 7.18. On remarque que la condition A > —uM/(F, — uF,)
est facultative puisque toujours satisfaite lorsque F, > 0.
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A
\ >
2F, +2F, =M
E + uE, = uM
avecu > 0.5
F
2F,+F =M
E + pF, = uM
avecu < 0.5

Figure 7.23 - Construction du nouveau domaine des chargements admissibles, a partir
du domaine initial de la Figure 7.18, apres ajout du critere de frottement de Coulomb

au niveau du joint entre les blocs 1 et 2

Dans ce probleme particulier, on peut différencier deux cas distincts selon la valeur

du coefficient de frottement u, tous deux visibles sur la Figure 7.23 :

Sipu > 0.5 : alors 'ajout des contraintes correspondantes au critere de Coulomb dans
le probleme d’optimisation ne modifie pas le domaine des chargements admissibles.
La rupture par rotation relative de blocs autour d’une charniére a extrémité d’un
des joints aura toujours lieu avant qu’une force résultante au niveau d’un joint ne
puisse sortir du cone de Coulomb.

Siu <05 : alors le domaine des chargements admissibles initial est tronqué par
I'ajout des contraintes liées au critere de Coulomb au niveau du joint entre les blocs
1 et 2. Selon la valeur de p et pour certains modes de chargements, la contrainte
inégalité active pour la solution du probléeme d’optimisation est la contrainte
inégalité correspondante au critere de Coulomb. Dans ces cas-la, lorsque le
chargement maximal est atteint, la rupture par glissement aura lieu au niveau du joint
avant que la rupture par rotation relative ne puisse étre activée. Pour ce cas, on
remarque que la rupture par rotation simultanée des deux blocs autour de la
charnicre du joint entre le sol et le bloc 1, qu’on pouvait obtenir auparavant sans le
critere de frottement, n’est plus atteignable quel que soit la direction du mode de
chargement.

De la méme maniere que précédemment en 7.2.4, le probleme dual de ce nouveau

probleme d’optimisation primal se construit a partir des variables duales associées a
chacune des contraintes du probleme primal. Deux nouvelles variables duales z¢; et z¢,
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sont donc introduites puisque associées aux deux nouvelles contraintes du frottement
de Coulomb au niveau du joint entre les deux blocs. Le probléme dual s’écrit alors :

min Muy, + Mu,,
Uy Fy + Uy Fy — 0, (F,+ E)l/2=1 2

Uy — Zggl/2 +241/2 =0 N,
Uy, +60,1/2=0 TV,
01 +241+24,b=0 M,
—Uyy + Upy — Zpy 1/2 + 2yl /2 — pzey + pze; =0 Ny
U F Uy +011/2+0,1/2+ 200 +2,=0 Vg
—0,+60,+ 25, +25, =0 My

Zp1,2Zp1,Zc1 2 0

Zp2)Zp2,Zcy < 0

(7.31)

Comme précédemment en 7.2.4, la simplification puis la résolution de ce nouveau
probléeme d’optimisation dual permet de déterminer les taux de déplacements de chacun
des blocs associés aux différents types de rupture possibles selon les valeurs de F, et F,.
Un exemple est représenté Figure 7.24 avec un cas ou u = 0.4, F, < 0 et F, + uF, > 0.

Dans le cas ou u < 0.5, on voit que les déplacements des blocs calculés pour la
solution du probléme dual dans le cas d’un chargement maximal aboutissant a une
violation du critere de Coulomb impliquent non seulement un déplacement relatif du
bloc 2 par rapport au bloc 1 dans le sens parallele au lit du joint, comme on peut s’y
attendre dans le cas d’un glissement, mais également un déplacement dans la direction
perpendiculaire au lit du joint égal au déplacement tangentiel multiplié par le coefficient
de frottement u (Figure 7.24). Ce phénomene mathématique, physiquement non réaliste,
qu’on appelle usuellement la dilatance, est bien connu en analyse limite, lorsque le critere
de Coulomb est actif (Drucker 1954).

Par ailleurs, du fait de cette spécificité du critere de Coulomb en analyse limite,
lorsque celui-ci devient une contrainte active dans un probléeme d’analyse limite comme
dans Texemple ci-dessous (Figure 7.24), alors le facteur multiplicateur de charge
maximal admissible est surestimé par rapport au multiplicateur réel admissible par la
structure (théoreme de Radenkovic-Palmer).
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Figure 7.24 - Ligne de pression a gauche et mode de rupture a droite associé au mode

de chargement maximal, avec critere de Coulomb activé au niveau du joint entre les
blocs 1 et 2 ; ici, dans le cas u = 0.4, F, < 0 et F, + uF, > 0

Notons que I'ajout de contraintes liées au critere de Coulomb au niveau du joint
entre le sol et le bloc 1 pourrait également modifier le domaine des chargements
admissibles (Figure 7.25), selon les valeurs de p, et pg, définis comme les coefficients de
Coulomb respectivement au niveau du joint en A (entre le sol et le bloc 1) et en B (entre
le bloc 1 et le bloc 2). L.a modification, ou non du domaine des chargements admissibles
dépend entre autres de la différence entre les valeurs des coefficients p, et yp.
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FX +IHAFy = ZIUAM
avec [y > lip

FX +I'I'AFy = ZH.AM
avec Uy < Ug

2FX+2Fy=M\

2F +F, =M

Fe + upFy, = ugM
avec ug < 0.5

Figure 7.25 - Nouveau domaine des chargements admissibles aprés considération d’un
critere de Coulomb au niveau du joint en A (entre le sol et le bloc 1) et en B (entre le
bloc 1 et le bloc 2)

On peut retenir de cette analyse sur cet exemple particulier deux enseignements
qu’on pourra généraliser aux structures traitées dans ce travail, pour tout type d’analyse
limite des structures bloc a bloc :

e Laprise en compte ou non du critere de frottement de Coulomb au niveau des joints
peut modifier ou non de mani¢re conséquente le domaine des chargements
admissibles et donc, par définition, la valeur du multiplicateur de charge A pour un
mode de chargement donné. On verra dans la partie IV, que sous certains modes
de chargement, certaines structures admettent une valeur finie du coefficient de
frottement au-dela de laquelle aucune contrainte inégalité correspondant au critere
de Coulomb dans le probleme d’optimisation n’est active pour la solution du
chargement maximal.

e Le critere de Coulomb se caractérise physiquement par une non satisfaction de
I’hypothese de normalité (matériau non standard). Or, lors de la résolution de
I'approche cinématique par lextérieur, le mouvement des blocs permettant de
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minimiser la puissance résistante maximale dissipée par les modes de rupture
introduit un mouvement relatif normal a la direction du joint, en plus du
déplacement tangentiel. Le mode de rupture est donc “parasité” par ce phénomeéne
de dilatance, non physique. De plus, dans ce cadre de I’analyse limite, lorsqu’un tel
critere ne respecte pas cette hypothése de normalité, alors la charge de rupture
déterminée par 'approche statique par lintérieur et cinématique par 'extérieur
conjuguée (autrement dit, 'unique solution du double probléme primal/dual
lorsque celui-ci admet une solution finie) est surestimée par rapport a la charge de
rupture réelle de la structure.

7.2.5.2 Critere de résistance finie en compression

Lun des trois criteres d’Heyman consiste a supposer que la résistance en
compression au niveau du joint de la maconnerie est infinie. L’adoption de ce critere
possede avantage d’exprimer le probléme d’analyse limite sous la forme d’un probleme
d’optimisation a contraintes purement linéaires.

Cependant on peut considérer a présent que les joints 1 et 2 admettent tous deux
une résistance finie en compression g.. Comme vu dans le chapitre précédent en 6.2.1.3,
ce nouveau critere se traduit par une condition sur le moment fléchissant et 'effort
normal qui vient remplacer les inégalités linéaires des criteres d’Heyman sur effort
normal et le moment fléchissant, pour ce joint seulement. En considérant une largeur b
des blocs dans la profondeur hors-plan, le probleme d’optimisation (7.25) devient alors :

max A
telque —vy, +vy; =0
-n,+n, =M
Mg, + vy l/2 +myq +vy1l/2=0
AF,+ vy, =0
AE, +n, =M
—AF +E)/2+mz, +vy,l/2=0
( X y) / an,Z Y,2 / (7.32)
nq
mzq+n (l/Z - ZbO'C) =0
n;
My, — N, (1/2 - 2bac> <0
n;
Mz, +n, (l/Z - ZbO'C) =0

Dans ce nouveau cas de figure, le domaine des solutions d’équilibres admissibles
sous une combinaisons donnée de valeurs (Fy; F, ), auparavant non borné, devient alors
un ensemble borné (exemple en Figure 7.26). Les bornes paraboliques de ce domaine
dépendent des valeurs relatives du poids M et du produit lbo,.

Selon ces valeurs relatives, il est méme possible que 'ensemble des chargements
admissibles devienne ’ensemble vide, a condition que lbg, < M, ce qui correspond a la
situation ou le joint sollicité sur I'intégralité de sa surface a sa capacité maximale n’est
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méme pas en mesure de reprendre le poids propre du bloc seul. En pratique, cette
situation n’est pas rencontrée dans les constructions bloc a bloc usuelles.

La résolution du probléeme dual permet de déterminer les mémes frontiéres pour
cet ensemble. On représente en Figure 7.27 les valeurs des variables primales et duales
sous les formes graphiques des résultantes aux joints et des modes de ruptures associés,
pour quatre points A, B, C et D de la fronti¢re du domaine.

Fy A
(Fy_M)Z_ /
2Fx+2Fy+T—M 1
(Fy B ZM)Z
—4F, =2M — ]
lbo,

(F, —2m)" _

4F, + 2F,
xtalyt lbo,

Figure 7.26 — Nouveau domaine des chargements admissibles apres ajout du critere de
résistance finie en compression au niveau des joints, pour un rapport lbo,/M =5 ; en
arriere-plan, domaine initial de la Figure 7.18 obtenu avec les criteres d’Heyman
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T
[E——
(1)
D

Figure 7.27 — Résultantes aux joints et modes de ruptures associés obtenus pour des
points de la frontiere du domaine de stabilité de la Figure 7.26 ; le niveau de
contraintes de compression aux joints est indiqué selon une échelle de valeurs
adimensionnée entre 0 et 1
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Chapitre 8

Implémentation numérique de
Panalyse limite

des structures bloc a bloc

Ce chapitre présente la mise en équation du probleme d’optimisation conique
correspondant a la résolution générale d’un probleme d’analyse limite pour une structure
bloc a bloc en 2D ou en 3D. Apres lintroduction des constantes géométriques du
probleéme, on définit le probleme d’optimisation, constitué de 'ensemble des contraintes
égalités, des contraintes inégalités et de la fonction objectif, équivalent a la formulation
de 'approche statique par I'intérieur de I'analyse limite pour une structure quelconque.
On détaille notamment la proposition d’une écriture équivalente du critére de résistance
finie en compression pour les joints en 3D plans convexes quelconques, sous forme
de contraintes coniques uniquement. Les détails pratiques de I'implémentation
informatique sont ensuite abordés pour présenter Stabilithos, un module de calcul pour
’analyse limite bloc a bloc, intégré au logiciel de dessin par ordinateur Rhinoceros. Ce
logiciel, développé intégralement dans le cadre de ce travail, permet d’obtenir, pour une
structure quelconque, le mode de rupture et les efforts aux joints associés a un
chargement limite maximal, pour les différents critéres de résistances présentés.
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Comme évoqué dans le chapitre 3 en 3.3, 'implémentation proposée dans ce travail
vise ici plusieurs objectifs :

e Résoudre le probleme d’analyse limite quelle que soit la géométrie bloc a bloc
en 2D ou en 3D

e Prendre en compte différents choix de criteres de résistances aux joints : criteres
d’Heyman, criteres de frottement de Coulomb et/ou critéres de résistance finie
en compression

e Exprimer ces critéres, pour les joints d’une structure bloc a bloc en 2D ou en
3D, sous forme de contraintes coniques, de manic¢re équivalente a leur
formulation initiale, sans hypotheses simplificatrices de répartitions de
contraintes supposées a priori

e  Pouvoir simuler plusieurs types de modes de chargement, parmi les plus utilisés
dans le cadre de 'analyse limite de structures bloc a bloc

Dans cet objectif, le probléeme d’optimisation n’est pas présenté sous une forme
finale réduite, comme présenté généralement dans les différentes publications
concernant les modélisations bloc a bloc par I'analyse limite depuis (Livesley 1978). Au
contraire, on choisit ici de présenter la synthese du probléeme d’optimisation sous sa
forme non réduite, permettant une bonne lisibilité de I'interprétation mécanique de
chaque équation et inéquation de I'approche statique par lintérieur. Par ailleurs c’est
finalement sous cette forme non réduite que le probléeme d’optimisation est implémenté
dans la pratique, comme on le voit dans 'annexe B.3.2 contenant un extrait de code
écrit pour 'implémentation du probleme d’optimisation d’une structure bloc a bloc dans
le cas 3D.

On se place dans le repere orthonormé direct (0;eq;e;) en deux dimensions,
(0; e1; €55 €35) en trois dimensions.

On adoptera la convention de notation suivante : les matrices sont nommées avec
des lettres majuscules en gras, les matrices colonnes avec des lettres minuscules en gras
et les scalaires avec des lettres majuscules ou minuscules sans gras. Par exemple, le
chiffre 0 écrit sans gras représente le scalaire zéro, tandis que le chiffre 0 écrit en gras
représente le vecteur colonne nul, dont chacune des lignes contient le scalaire 0.

8.1 Données géométriques

8.1.1 Description de la structure

Un bloc est défini en deux dimensions par une région du plan fermée non
nécessairement convexe. Un contour définit la frontiere du bloc, composée par un
polygone fermé. En trois dimensions, un bloc est défini grace a son enveloppe fermée
non nécessairement convexe. Le volume appartenant a intérieur de cette enveloppe
bornée définit donc le bloc tridimensionnel.

Une structure est définie comme un ensemble de blocs, reliés entre eux
topologiquement par des joints. Le joint est donc I’ensemble des lieux de contacts entre
deux blocs. Dans ce travail, un joint entre deux blocs sera toujours défini comme une
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zone convexe : un segment dans le cas en deux dimensions, une surface plane convexe
dans le cas en trois dimensions. Dans le cas d’un contact complexe entre deux blocs
(surfaces multiples, non nécessairement convexes par exemple) on pourra toujours se
ramener a une situation de joints plans convexes, parfois multiples entre deux blocs
donnés. 11 est donc possible que dans certains cas, deux joints différents puissent étre
définis pour une méme paire de blocs (exemple de la paire de blocs 2 et 3 reliés par les
joints 3 et 4 sur la Figure 8.1).

On définit également l'orientation du joint entre un bloc 1 et un bloc 2. Deux cas
de figures sont possibles : cette orientation peut étre définie, soit du bloc 1 vers le bloc
2, soit du bloc 2 vers le bloc 1. Si on regarde un bloc donné, celui-ci possede donc des
joints de deux types : soit des joints orientés vers le bloc, soit d’autres joints orientés a
l'opposé du bloc. Pour un joint donné, la convention de définition d’une orientation est
arbitraire. I’important est d’enregistrer en mémoire la convention choisie pour un joint
donné afin de maintenir par la suite la cohérence dans I’écriture des équations d’équilibre
statique, qui fera intervenir le torseur des contraintes généralisées, défini d’un bloc vers
son voisin.

On définit aussi les joints entre un bloc et un appui extérieur. Pour ce type de joint
particulier, Porientation choisie sera toujours dirigée vers le bloc.

Soit une structure composée de Ny blocs et de N, joints, avec Np et N; dans N*.

Afin de décrire toutes les relations de contact entre blocs par I'intermédiaire des
joints orientés dans une structure, on utilise une matrice de connectivité notée A. Cette
matrice posseéde un nombre de ligne Ny égal au nombre de blocs dans la structure et un
nombre de colonnes N; égal au nombre de joints dans la structure. Le remplissage des
valeurs de cette matrice s’effectue selon la regle suivante (exemple en Figure 8.1) :

—1, silejoint j est orienté a I'opposé du bloc i
Pouri € [1; Ngl,j € [[1; N]]],Ai‘j =1 1, silejointj est orienté vers le bloc i
0, sinon
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110 0 0 0 0 0 000 0 00
/0—1—1—1—10 0 0 000 0 oo\l
00 1 1 0-1-10000 0 0o0f

4100 00 0 1 1 0 100 0 0o0]f
_|00001001—100100|
00 0 0 0 0 0 0 0 1-10 00
K0000000—1001—110)
00 0 0 0 0 0 0 00O0 0 —11

Figure 8.1 — Exemple de structure bloc a bloc constituée par Nz = 8 blocs et N; = 14
joints et matrice de connectivité de taille 8 x 14 correspondante ; orientation d’un
joint entre deux blocs est représentée par un vecteur dont 'arrivée est dirigée vers le
bloc pour lequel Porientation est définie positive

8.1.2 Description des blocs

Pour chaque bloc, on définit plusieurs caractéristiques géométriques, rangées dans
différentes matrices.

Le centre de gravité G; du bloc bidimensionnel i, a pour coordonnées (G ;; G,;) dans
le repere global (0;e;;e;) (Figure 8.2 (a)). Ces coordonnées des Ny centres de gravités
sont rangées dans les matrices respectives G4 et G,. Ces matrices sont toutes deux carrées
diagonales de taille Np*. Dans le cas tridimensionnel, on définit les matrices carrées
diagonales G;, G, et Gz de taille Ny® contenant respectivement les coordonnées
(G145 Gy Gg;) du centre de gravité du bloc tridimensionnel i dans le repere global
(0;e; 5 €3) (Figure 8.2 (b)).

Les aires (en deux dimensions) ou les volumes (en trois dimensions) des blocs sont
rangés dans le vecteur colonne s de taille Ny (Figure 8.2).
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Gi: (G5 Gop)

s; = §(bloc i)

(@)

s; = V(bloc i)

()

Figure 8.2 — Centre de gravité G; et définition de s; pour un bloc i : (a) égal a la surface
du bloc pour un bloc 2D, (b) égal a son volume pour un bloc 3D

8.1.3 Description des joints

Pour chaque joint, on définit plusieurs caractéristiques géométriques, rangées dans
différentes matrices.

Pour le cas 2D, le centre de gravité du joint j, soit le centre du segment représentant
le joint j, H;, a pour coordonnées (H, j; H, ;) dans le repere global (0;e;;e;) (Figure 8.3
(@)). Ces coordonnées des N; centres de gravités sont rangées dans les matrices
respectives Hy et H,, toutes deux carrées diagonales de tailles N;?. Dans le cas
tridimensionnel, on définit les matrices Hy, H, et H; contenant respectivement les
coordonnées (H, j; H, j; Hs ;) du centre de gravité de la surface du joint j dans le repere
global (0;e;;e;;e3) (Figure 8.3 (b)). Ces matrices sont carrées diagonales de tailles N,

Les mesures dimensionnelles du joint nécessaires pour poser les criteres de
résistance d’Heyman sont différentes lorsque 'on considére le probleme 2D et le
probléme 3D. En 2D, seule la demi-longueur L; du joint j est nécessaire (Figure 8.3 (a)).
Celle-ci est rangée dans la matrice carrée diagonale L de taille N;* contenant toutes les
demi-longueurs des joints.

En 3D, il est nécessaire de définir une liste de matrices contenant les distances entre
le centre de gravité H; du joint j et chacune des arétes constituant la frontiere convexe
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polygonale du joint. Ces distances sont notées L;; avec k variant de 1 a Nygrgages, AVeC
Nimaxgages le nombre d’arétes du joint qui en possede le plus dans la structure (Figure 8.3
(b)). Ces distances sont rangées dans la matrice carrée diagonale de taille N;?, notée Ly,
la k-eme matrice d’une liste de matrices de longueur Nygygages- Si le polygone du joint j
possede un nombre total d’arétes k strictement inférieur a Nygygqges, alors les distances

. . N , .
Ljk+1, Lj +2 et les suivantes jusqu’a L; sont égales a 0.

N maxEdges

®)

Figure 8.3 — Centre de gravité H; du joint j et définition (a) de la demi-longueur L; dans
le cas 2D et (b) des longueurs L;;, pour k allant de 1 a Nyygxgages dans le cas 3D

(1C1 NmaxEdges = 4)

11 reste enfin a définir le systeme d’axes locaux lié a chacun des joints. Dans le cas
bidimensionnel, on définit pour le joint j un vecteur unitaire )?j dans la direction
perpendiculaire au joint. L’orientation de ce vecteur est la méme que 'orientation du
joint déja définie précédemment en 8.1.1 lors de la définition de la matrice de
connectivité A : sile joint est défini comme orienté vers le bloc n alors I'axe X ; est orienté
vers ce méme bloc n. Ensuite, on définit le vecteur unitaire ¥; perpendiculaire a I’axe X;

bl Ensuite, on définit 1 t taire Y dicul axe X;
de telle sorte que le repere (H;; X;; Y;) forme un repére orthonormé direct du plan (Figure
q jr Aji A g
8.4 (a)), avec H; le centre du joint, déja défini ci-dessus . Les composantes (X, ;X5 ;) de
laxe f(} dans le repere global (0;e5;e;) sont stockées respectivement dans les matrices
e et les composantes (Y; ;; Y, ;) de ’axe Y., dans les matrices ¥4 et ¥,. Ces quatre
Xl tXZ, tl t Yl,} YZ,] d 1’ Y},d l t Y1 tYZ C q t
nouvelles matrices sont toutes des matrices carrées diagonales de tailles N,?.

Pour le cas tridimensionnel, la définition des matrices d’axes locaux est similaire au
cas bidimensionnel avec trois axes a définir au lieu de deux, et trois coordonnées pour
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chaque axe au lieu de deux. Pareillement, on définit donc pour le joint j un vecteur
unitaire X; dans la direction perpendiculaire au joint. Iorientation de ce vecteur est la
méme que lorientation du joint déja définie précédemment en 8.1.1 lors de la définition
de la matrice de connectivité A. On définit ensuite les vecteurs unitaires }_’; et Zj
perpendiculaires a I'axe X; de telle sorte que le repére (Hj; X;;V;; Z;) forme un repére
orthonormé direct de I'espace (Figure 8.4 (b)), avec H; le centre du joint, déja défini ci-
dessus. Les composantes (X ;;X,;;X5;) de l'axe X; dans le repére global (0;%;;¢e5;3)
sont stockées respectivement dans les matrices X, X, et X3, les composantes
(Yy);Yp3 Ys ;) de l'axe 17}, dans les matrices Yy, ¥; et Y3, et les composantes (Zy ;;Z, j; Zs ;)
de l'axe Zj, dans les matrices Z4, Z, et Z3. Ces neuf nouvelles matrices sont toutes des
matrices carrées diagonales de tailles N,?.

Figure 8.4 — Axes unitaires locaux des joints pour (a) le cas 2D et (b) pour le cas 3D

— - -
Ujp = Uy1Y; +Uz;17;

.o . ~o,2 S~
~ . b ~L0”

Ss ’ /‘\
S, - . ~o
= . 4

U’\:/, /,:’ UY.j,l

— >0

Figure 8.5 — Axes unitaires U, ayant pour composantes (Uy,j; Uz x) exprimées dans
le repere local (Hj; }_’; Zj) du joint j, pour k allant de 1 2 Npaxrages (€1 Nmaxgages = 4)
dans le cas 3D
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Pour exprimer les criteres d’Heyman dans le cas tridimensionnel, il est nécessaire
de définir des axes appartenant au plan du joint et dirigés chacun selon les directions
successives des arétes du polygone convexe frontiere du joint. On définit alors deux
listes de matrices de longueurs Npgxpages, pour stocker en mémoire les matrices
contenant chacune des deux composantes, exprimées dans le plan du joint, de ces axes
unitaires l_fj_k pour k allant de 1 a Nygxpages- e vecteur unitaire l_fj_k est dirigé suivant la
direction de la k-¢me aréte définissant le contour polygonal du joint. L’orientation du
vecteur Uj est définie de telle sorte que la base formée par les vecteurs (X;; Ujx; U pv1)
soit une base directe (Figure 8.5). Les composantes i1 Uz j k) du vecteur ans le

it base directe (Figure 8.5). L tes (Uy, i Uzj) d teur U, dans
repére bidimensionnel du plan du joint (H;; ¥; Z,) sont enregistrées respectivement dans
les deux matrices carrées diagonales de tailles N;?, Uyy et Uz pour k allant de 1 2
Nmaxgages- Si le polygone du joint j posséde un nombre total d’arétes K strictement
inférieur a Npgygages, alors les vecteurs 171-‘“1, l7j,K+1 et les suivants jusqu’a 17]

‘NmaxEdges
sont égaux au vecteur nul.

8.2 Définition du probléme d’optimisation

8.2.1 Equations d’équilibres

Le poids du bloc i est défini comme s’appliquant au centre de gravité G; du bloc.
En deux dimensions, son unique composante est égale a —pgbs; selon I'axe e, du repere
global (0;e7;e;) avec p la masse volumique du bloc et b la largeur du bloc dans la
direction perpendiculaire (Figure 8.6 (a)). Dans I'espace en trois dimensions, cette
unique composante est égale a —pgs; selon I’axe e; du repere global (0;e7; e5; e3), avec p

la masse volumique du bloc (Figure 8.6 (b)).

— - 0
€1 .
P (—pgbsi>

@)

Figure 8.6 — Définition du poids de blocs de masse volumique p (a) pour un bloc 2D
avec une largeur b du bloc dans la direction hors plan et (b) pour un bloc 3D

Pour le cas bidimensionnel, on définit trois contraintes généralisées s’appliquant sur
le bloc i au centre de gravité H; d’'un joint quelconque j du bloc i : Peffort normal n;
dirigé selon I'axe local X; du joint, leffort tranchant vy ; dirigé selon ’axe local ¥; du joint
et le moment de flexion my; dirigé selon I'axe perpendiculaire au plan de la structure
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(Figure 8.7). Ces trois types d’actions appliquées en chaque joint sont des variables
stockées dans les trois vecteurs colonnes respectifs n, vy et my de tailles N;.

On définit ensuite trois nouveaux vecteurs colonnes variables de tailles N; qu’on note
f1, f2 et m3. Ils sont définis de telle sorte que les équations linéaires de changement de
variables suivantes soient vérifiées, pour le cas 2D :

fi=Xn+Yvy
f2=Xon+Y,vy (8.1)
ms; = my
Ces trois nouveaux vecteurs colonnes variables f, f, et mz contiennent les contraintes
généralisées aux joints exprimées non plus dans la base locale du joint mais dans la base
globale (ej; e;) du plan de la structure (Figure 8.7).

Figure 8.7 — Contraintes généralisées du joint j dans le cas 2D exprimées dans le
repere local (H;; X (% 17;-) du joint et dans le repere global (0;e7;e;) du plan de la structure

Pour le cas tridimensionnel, on définit six contraintes généralisées s’appliquant sur
le bloc i, au centre de gravité H; d’un joint quelconque j du bloc i : I'effort normal n;
dirigé selon I’axe local X; du joint, Ieffort tranchant vy ; dirigé selon I’axe local ¥: du

g j joint, Y.J g j

joint, Peffort tranchant v, ; dirigé selon I'axe local Z; du joint, le moment de torsion my;
dirigé selon I'axe local )?] du joint, le moment de flexion my ; dirigé selon I’axe local 17;
du joint et le moment de flexion m; dirigé selon I'axe local Z; du joint (Figure 8.8). Ces
six actions appliquées en chaque joint sont des variables stockées dans les six vecteurs
colonnes respectifs n, vy, vz, my, my et my de tailles N;.
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—
_ e,

Figure 8.8 — Contraintes généralisées du joint j dans le cas 3D exprimées dans le
repére local (H;; X;;Y;; Z;) du joint

De la méme facon que pour le cas 2D, on définit ensuite les six vecteurs colonnes
variables fq, f2, f3,mqy,m; et my de tailles N; tels que les équations linéaires de
changement de variables suivantes soient vérifiées pour le cas 3D :

fi=Xn+Y vy +Z,v,
fa=Xon+Y,vy +Z,v,
fz=Xsn+Y3vy +Z3v, (8.2)
my=Xmr+Y¥Y my+2Z my,
m, = X,mr+Y,my +2Z,my,
mg = Xymy +Ysmy +Z3my
Ces six nouveaux vecteurs colonnes variables fy, f2, f3,my, m, et my contiennent les
contraintes généralisées aux joints exprimées non plus dans la base locale du joint mais
dans la base globale (e;; e;; e3) de I'espace.

Les vecteurs colonnes variables contenant les contraintes généralisées exprimées
dans le repére global permettent de poser les équations d’équilibre des forces et des
moments pour chacun des blocs dans le repere global. Chaque bloc est soumis a son
poids propre et a 'ensemble des contraintes généralisées agissant a chaque joint de ce
bloc. On écrit ces équations d’équilibre sous forme matricielle pour exprimer I’équilibre
de chacun des blocs en utilisant la matrice de connectivité A définie en 8.1.1. Ainsi,
chacune des Np lignes des expressions matricielles suivantes expriment I’équilibre d’un
seul bloc. Les équilibres des moments sont tous exprimés par rapport aux centres de
gravité des blocs.

Pour le cas 2D, les équations d’équilibres sont donc :

Equilibre des forces selon e; : Af,=0

Equilibre des forces selon e, : Af, —pgbs =0

Equilibre des moments : Amg + (AH, — G1A)f, — (AH, — G,A)f, =0
Et pour le cas 3D :

Equilibre des forces selon &; : Af1=0

Equilibre des forces selon &, : Af, =0

Equilibre des forces selon &; : Af; —pgs =0

Equilibre des moments selon e; : Am, + (AH, — G,A)f; — (AH; — G3A)f, =0

Equilibre des moments selon &, : Am, + (AH; — G3A)f, — (AH{ — G A)f3 =0

Equilibre des moments selon e; : Amz + (AH; — G1A)f, — (AH, — G,A)f1 =0
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On remarque que lensemble des égalités définies jusque-la (équations de
changements de repéres et équations d’équilibres) sont bien toutes des combinaisons
linéaires des variables n, vy, my, f1, f, ¢t mz pour une structure bidimensionnelle, ou
des variables n, vy, vz, my, my, my, f1, fa2, f3, my, m, et mz pour une structure
tridimensionnelle.

8.2.2 Ciritéres de résistance

Comme vu dans les autres chapitres, les différents criteres de résistance appliqués
aux joints évoqués dans ce travail (criteres d’Heyman, criteres de frottement de
Coulomb et critere de contrainte finie en compression) s’expriment de maniere
nécessaire et suffisante dans lespace des contraintes généralisées. Ces criteres
s’expriment donc de manicre équivalente sous la forme d’inégalités, parfois non-
linéaires, faisant intervenir les contraintes généralisées exprimées dans les repéres locaux
des joints : pour le cas 2D, les vecteurs colonnes variables n, vy et mg, et pour le cas
3D, les vecteurs colonnes variables n, vy, vz, my, my et my, tous de dimensions N;.

8.2.2.1 Critéres d’Heyman

Pour rappel, les criteres d’Heyman sont : (i) la résistance en traction est nulle, (i) la
résistance a la compression est infinie et (iii) la résistance au glissement est infinie
(Heyman 1966).

Pour le cas bidimensionnel, nous avons vu dans les chapitres précédents que pour
un joint j quelconque de demi-longueur L;, ces criteres s’expriment de manicre
équivalente a I'aide des contraintes généralisées d’effort normal n; et de moment de
flexion my ; s’appliquant au centre du joint, sous la forme de I'inégalité suivante :

Lin; = |my | (8.3)

Pour appliquer cette inégalité a I'intégralité des N, joints de la structure, on utilise les
vecteurs colonnes n et my, ainsi que la matrice carrée diagonale L, définie précédemment
comme contenant les demi-longueurs des joints, représentés par des segments. Apres
disjonction des cas positifs et négatifs pour faire disparaitre la valeur absolue, on obtient
de maniere équivalente les deux inégalités suivantes, pour le cas 2D :
In+m; >0 (8.4)
In-m; >0 (8.5)
Pour le cas tridimensionnel, il est nécessaire d’exprimer pour un joint j quelconque,
le moment de flexion dévié my, ; autour des axes successifs U, pour k allant de 1 a
Npaxgages> axes déja définis en 8.1.3 (Figure 8.5). Le moment de flexion my, ; selon la
direction m s’exprime en fonction des moments de flexion my ; et mz; a 'aide d’'une
formule de changement de variables faisant intervenir les composantes (Uy jx; Uz jx) du
vecteur U,,, dans la base locale (V;Z,) du plan du joint. Pour s’appliquer en chacun des
N; joints de la structures, ce changement de variable s’écrit sous forme matricielle de la
maniere suivante :

Pour k € IIl, NmaxEdges]]' muk = Uy'kmy + UZ,ka (8 6)
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II reste alors a exprimer le critere d’Heyman sous la forme d’une inégalité appliquée a
effort normal n; et 2 ce moment de flexion my, ;, a I'aide des différentes distances L,
distances déja définies précédemment, pour k allant de 1 a Npgypages- Pour s’appliquer
en chacun des N, joints de la structures, cette inégalité s’écrit sous forme matricielle de
la maniére suivante :

Pourk € [1; Npoxgages],  Lign—my, =0 (8.7)

On remarque que 'ensemble des égalités et inégalités permettant de décrire les
criteres d’Heyman sont toutes des combinaisons linéaires des variables représentées par
les vecteurs colonnes contraintes généralisées, que ce soit dans le cas bidimensionnel ou
tridimensionnel.

Dans le cas 2D ou 3D, ces égalités et inégalités numériques sont la traduction
équivalente de la condition géométrique bien connue appliquée aux points de la ligne
de pression sous les criteres d’Heyman : les points de la ligne de pression sont tous
contenus a I'intérieur de 'enveloppe convexe du joint, donc ici a 'intérieur des fronticres
des joints puisque, par hypothese, les joints sont définis comme plans et convexes.

8.2.2.2 Critére de résistance finie au glissement

Le critére de résistance finie au glissement complexifie la troisieme hypothése prise
en compte par Heyman pour 'analyse limite des structures en magonnerie : la résistance
au glissement est considérée comme infinie (Heyman 1966). Déja décrit en 6.2.1.2, le
critere aux joints utilisé ici est le critere de Coulomb sans cohésion faisant intervenir le
coefficient de frottement .

Pour le probleme bidimensionnel, ce critére s’exprime en fonction des contraintes
généralisées d’effort normal n; et d’effort tranchant vy ; a 'aide de I'inégalité suivante :

un; > |vy | (8.8)
Pour appliquer ce critére a 'ensemble des N, joints de la structure, on I’écrit sous la
forme matricielle suivante équivalente, sans la valeur absolue :
un + vy = 0 (8 9)
un—vy =0 (8.10)
Pour le probleme tridimensionnel, le critere de Coulomb s’exprime cette fois-ci en
fonction des contraintes généralisées d’effort normal n;, d’effort tranchant vy ; et
d’effort tranchant v, ; a I'aide de 'inégalité suivante :

un; = /vy_jz + vz, (8.11)

On voit que cette inégalité quadratique ne rentre pas dans le cadre théorique de
loptimisation linéaire, contrairement a l'ensemble des équations et inéquations
rencontrées jusque-la. En effet, il est impossible d’écrire cette inégalité sous la forme
d’une combinaison linéaire des variables n;, vy ; et v; ;. Dans ce cas-la, on introduit alors
une contrainte conique permettant d’exprimer cette inégalité.
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Comme vu au chapitre précédent en 7.1.8, on passe donc dans le cadre théorique de
I'optimisation conique (ici, 'optimisation conique du second ordre) dans lequel les
théorémes de 'optimisation linéaire (faisabilité, dualité, etc.) sont toujours valides dans
les conditions d’applications de ce travail. Les algorithmes de résolutions automatiques
(algorithmes de points intérieurs) sont certes, un peu moins efficaces dans le cadre de
Poptimisation conique que dans le cadre de 'optimisation linéaire. En pratique, ils sont
cependant du méme ordre de grandeur de rapidité dans I’absolu, pour les problemes
d’analyse limite des structures bloc a bloc abordées dans ce travail. La différence de ce
point de vue-la est donc négligeable.

On reconnait directement, a la forme de cette inégalité quadratique, I'expression d’un
cone de Lorentz de dimension 3, @3. Pour appliquer ce critere a 'ensemble des N, joints
de la structure, on exprime donc I'appartenance au cone Q° sous la forme matricielle
suivante :

(un; vy; vz) € Q3 (8.12)

Que ce soit dans les cas 2D ou 3D, ces nouvelles contraintes sont la traduction
numérique équivalente de la condition géométrique qui contraint I'effort normal a
appartenir au cone de frottement de Coulomb.

8.2.2.3 Critére de résistance finie en compression

Le critére de résistance finie en compression complexifie la deuxiéme hypothése
prise en compte par Heyman pour I'analyse limite des structures en magonnerie : la
résistance en compression est considérée comme infinie (Heyman 1966). Avec cette
nouvelle hypothese, on considére que la contrainte normale ¢ appliquée au joint ne peut
dépasser la valeur limite o,.

Critere de résistance finie en compression dans le cas 2D

On a déja montré en 6.2.1.3 que le critere de résistance finie en compression pour
le cas 2D sur un joint quelconque j s’écrit en fonction des contraintes généralisées
d’effort normal n; et de moment de flexion my; s’appliquant au centre du joint, sous la
forme de P'expression parabolique suivante :

G}

Avec b la largeur du joint dans la direction perpendiculaire au plan de la structure, g, la
contrainte maximale admissible en compression et L; la demi-longueur du joint, déja
définie en 8.1.3 (Figure 8.3).

On remarque que, de la méme fagon que pour le critere de résistance finie au
frottement en 3D, ce critere ne peut s’exprimer sous la forme d’une combinaison linéaire
des wvariables du probléme d’optimisation. On va donc devoir transformer cette
expression de maniere équivalente pour pouvoir 'exprimer sous forme de contraintes
coniques (ici, des contraintes coniques du second ordre).

Dans I'exposition des différentes modélisations bloc a bloc en analyse limite en
2.2.3.3, on a montré deux approches distinctes permettant d’exprimer les contraintes
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généralisées au niveau d’un joint : les approches dites concave et convexe (Figure 8.9).
Jusque-la, les contraintes généralisées sont exprimées sous la forme concave. Afin
d’exprimer le critere de résistance finie en compression en 2D, on va utiliser une
approche a la fois concave et convexe en introduisant des nouvelles variables, qu'on
pourra interpréter comme les variables normales associées aux contacts ponctuels des
sommets du joint de I'approche convexe. L’introduction de ces nouvelles variables
permettra d’exprimer de maniére équivalente sous forme réduite le critére de résistance
finie en compression, a I’aide de contraintes coniques. Cette méme approche sera utilisée
pour le cas 3D.

interface 4’ mTk* m
..ok
N
block AT
— | N}\k,\—"mlk

contact ‘k’

(@) (c)

Figure 8.9 — Approches dites concave (b) et convexe (c) pour la définition des
contraintes généralisées au niveau des joints, tiré de (Portioli et al. 2014)

On définit donc, pour le cas 2D, les nouvelles variables n,; et ng; positives ou nulles
s’exprimant linéairement en fonction des variables n; et my; de telle sorte que :

ny; = 0.5 (n; + mg;/L;) (8.14)
ng; = 0.5 (n; —my;/L;) (8.15)
Ce qui est équivalent a :
n =gt ng, (8.16)
my,; = Li(na; — np,;) (8.17)

Physiquement, ces nouvelles variables s’interpretent comme les deux composantes
normales au joint, qui s’appliquent aux deux extrémités A; et B; du segment définissant
le joint, lorsque les contraintes généralisées d’effort normal n; et de moment de flexion
my; sont exprimées sous forme convexe (Figure 8.10). En effet, les équations (8.16) et
(8.17) traduisent bien I’égalité entre le torseur des contraintes généralisées contenant n;
et my; exprimé au centre du joint H; et la somme des deux torseurs contenant ny ; et np ;
exprimés respectivement aux sommets 4; et B; du segment du joint :

{nA,_];X]} +{n3,_};X]} ={ (N4, +nB.J‘)XJ_>} ={ anJ_)} (8.18)
0 Ja, U0 Jp Wl—mnsj)e)y, mges) g,
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o

2
Figure 8.10 — Equivalence entre la formulation convexe, avec les variables n,; et ngj,
et la formulation concave, avec les variables n; et my ;, pour un joint dans le cas 2D

En injectant les expressions (8.16) et (8.17) de n; et my; en fonction de n,; et ng;
dans l'inéquation parabolique (8.13) du critere, tout en conservant le terme en n;%, on
obtient, aprés suppression de la valeur absolue :

4bO'CLjnA,j > njz (8 19)
4bo Ling ; = n;? (8.20)

On reconnait les expressions de deux cones quadratiques du second ordre du méme

type : le cone de Lorentz tourné de dimension 3, Q,°.

Pour récapituler, on peut donc écrire le critere de résistance finie en compression
bidimensionnel pour 'ensemble des N; joints de la structure, sous la forme matricielle
suivante :

ng+ng—n=90 (8.21)
LnA - LnB —mz; = 0 (8 22)
(2bo,L-1;n4;n) € Q,3 (8.23)
(2bo.L - 1;ng;n) € 9,3 (8.24)

Avec ny et ng les vecteurs colonnes de dimensions N; contenant respectivement les
termes n, ; et ng ;. On remarque que, pour obtenir une expression homogéne, la matrice
carrée diagonale L doit étre multipliée par le vecteur colonne 1 contenant la valeur 1 a
chacune de ses lignes.

On note que 'ensemble des contraintes égalités introduites pour exprimer ce critére
pour le cas 2D sont bien des combinaisons linéaires des variables du probleme
d’optimisation. L’ensemble des contraintes inégalités sont exprimées a l'aide de
contraintes coniques du second ordre (cone de Lorentz tourné). On reste donc bien
dans le cadre de optimisation conique (ici, du second ordre).

Critére de résistance finie en compression dans le cas 3D

Pour poser le critere de résistance finie en compression dans le cas 3D, on utilisera
la méme stratégie que pour le cas bidimensionnel : on introduira des nouvelles variables
qui permettront d’exprimer le critere dans le cadre de l'optimisation conique, sans
perdre en généralité. On évitera ainsi d’approximer le critere tridimensionnel de
résistance finie en compression par des expressions linéaires ou quadratiques
approchées du critere.
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e Définition et description des facettes d’un joint

Méme si, dans le cas 3D, les joints sont définis comme des surfaces planes convexes,
il est tres complexe (mais pas impossible) de trouver, comme dans le cas 2D avec
I'expression (8.13), une expression exacte du critere en fonction des contraintes
généralisées du joint. On va donc plutdt se ramener a considérer des "sous-joints"
triangulaires qui partitionnent le joint plan convexe en un certain nombre minimal de
triangles. Ces triangles élémentaires composant le joint seront appelés des facettes. En
exprimant le critere sur chacune de ces facettes plutot que directement sur 'intégralité
du joint, on s’assure ainsi une écriture exacte du critere tout en conservant la généralité
de sa formulation pour n’importe quel type de joint plan convexe.

Deux algorithmes différents permettent de découper une surface de joint plan
convexe en triangles. Le premier algorithme permet de créer un nombre minimal de
triangles pour une surface plane convexe quelconque, ce qui permet de minimiser le
nombre de nouvelles variables du probleme d’optimisation et donc, de rendre les calculs
le plus efficace possible. Cet algorithme consiste a parcourir les sommets de la polyligne
définissant le contour de la surface du joint dans les deux sens en méme temps (sens
direct et sens indirect), a partir d’'un sommet de départ, en créant les triangles au fur et
a mesure du parcours. A chaque étape, les deux nouveaux triangles possedent
alternativement deux sommets appartenant a 'un des deux sens de parcours et un
sommet appartenant a 'autre sens. Si le nombre de cotés de la polyligne du contour est
impair, alors on crée la dernicre facette triangulaire a part. L.e processus de ce premier
algorithme est illustré sur la Figure 8.11 ci-dessous.
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6

Figure 8.11 — Premier algorithme pour la génération des facettes triangulaires pour un
joint plan convexe ; nombre de c6té impair a gauche et pair a droite
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Le second algorithme consiste a relier deux sommets consécutifs au centre de
gravité du joint pour créer successivement chacune des facettes (Figure 8.12).

2 3

6

Figure 8.12 — Second algorithme pour la génération des facettes triangulaires pour un
joint convexe

Pour un joint convexe possédant Negges cOtés, le premier algorithme va générer
Negges — 2 facettes triangulaires tandis que le second algorithme va générer Nggges
facettes. Du point de vue de la complexité algorithmique, cette différence n’est pas
significative lorsque Nggqg5 €st élevé. Cependant, pour des joints ayant 4 cotés, ce qui
représente un cas assez usuel en pratique, cette différence implique que le nombre de
nouvelles variables créées avec le premier algorithme sera deux fois plus petit que le
nombre de variables créées en utilisant la seconde méthode. Pour faciliter la résolution
du probleme d’optimisation conique en minimisant au mieux le nombre total de
variables mises en jeu, on préferera donc la premiére méthode. Le deuxieme algorithme
de facettisation sera cependant également utilisé, uniquement dans le cas ou 'on cherche
a calculer un coefficient de sécurité géométrique lorsque le critere de résistance finie en
compression est activé.

Quel que soit I'algorithme utilisé pour trianguler la surface plane convexe du joint,
on associe a chaque facette un repere local, défini de manicere similaire que pour le repere
local défini en 8.1.3 (Figure 8.4) pour le joint. La facette k du joint j posséde donc un
centre de gravité nommé H;,, avec k variant de 1 & Npgyracetss AV€C Nypgxracers €gal au
nombre de facettes du joint qui en possede le plus (Figure 8.13). Les coordonnées
(Hy jx; Hzjx) du centre de gravité H;; de la facette k dans le repére bidimensionnel du

=

plan du joint (H]- ;Y 7 ) sont enregistrées respectivement dans les deux matrices carrées
diagonales de tailles N;?, Hy, et Hzy, pour k allant de 1 2 Nygrrqcers- Si le joint j possede
un nombre total de facettes K strictement infétrieur 2 Np,gyracets, alOts les coordonnées
(Hy jxcs1s Hz jies1)s (Hy,jxea Hzjxe2) €t les suivantes jusqu'a (Hy,jvmaxracets’ Hz.iNmaxracets)

sont définies égales a 0.
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Figure 8.13 — Définition des centres de gravités H; des k facettes du joint j, ayant
pour coordonnées (Hy,; Hy ;) dans le repére local bidimensionnel (H;;Y;; Z;) du
joint j, ici pour k allant de 1 a 2

e Diéfinition des contraintes généralisées d’une facette

Grace a ces coordonnées, on peut définir les trois contraintes généralisées locales
suivantes pour chaque facette, qui s’appliquent au centre de gravité de chaque facette
H;j, : Peffort normal n;, dirigé selon I'axe local X ; du joint, le moment de flexion my j
dirigé selon I’axe local ¥; du joint et le moment de flexion my . dirigé selon ’axe local
Z; du joint (Figure 8.14). Ces contraintes généralisées sont rangées dans les vecteurs
colonnes variables de tailles N;, ny, my et myz; pour k allant de 1 2 Npgrpgcers- On peut
donc écrire les relations linéaires entre les 3k contraintes généralisées n;y, My jx, Mz
des k facettes pour k allant de 1 2 Nygyracers, €t les trois contraintes généralisées n;, my ;,
my; du joint j déja définies en 8.2.1 (Figure 8.8) :

NmaxFacets
n = Zk_l () (8.25)
NmaxFacets
My = Zk_l (my,jue + Hz,jxni) (8.26)
NmaxFacets
mz; = Zk—l (M = Hy s ) (8.27)

Mmgzj2

Figure 8.14 — Définition des contraintes généralisées n;, my ;, Mz, des k facettes du
joint j, ici pour k allant de 1 a 2, a partir des contraintes généralisées n;, my j, mz; du
joint j
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Ensuite, pour chaque facette k appartenant au joint j, on stocke les coordonnées
des trois sommets A;, B;j . et Cj de la facette triangulaire (Figure 8.15). Ces coordonnées
sont exprimées dans le repere local (H; ; 17; i Z ) de la facette k, ayant pour origine le point
H;x, et non pas dans le repére local (H;;Y; Z;) du joint j, ayant pour origine le point H;.
De la méme facon que pour le cas bidimensionnel, ces coordonnées permettront ensuite
d’exprimer la relation entre les formulations concave et convexe des contraintes
généralisées au niveau d’une facette. Les coordonnées (Ay jx;Azjx)s (ByjxiBzjk) et
(Cy j; Czjx) des trois sommets respectifs 4, B et Cjj de la facette k du joint j dans le
repere bidimensionnel local de la facette (H;y;Y;; Z;) sont enregistrées respectivement
dans les 6k matrices carrées diagonales de tailles N;?, Ay y, Az k, By.k, Bz, Cyx €t Cz pour
k allant de 1 2 N, g racets-

Figure 8.15 - Définition des sommets A;, Bj et C;; de la facette k et de leurs

coordonnées dans le repére local bidimensionnel (H;y; 17; 7 ) de la facette k, ici pour k
allantde 12 2

De la méme maniere que pour le cas 2D, on définit a présent les nouvelles variables
N4 jk> Mg jk €t Ne jx POsitives ou nulles s’exprimant linéairement en fonction des variables
Nk, My, j €t My, (qui sont, pour rappel, les contraintes généralisées locales de la facette
k du joint j) de telle sorte que :

nj‘k = nA‘j‘k + nB‘j‘k + nc’j’k (8 28)
My jk = AzjiMajix + Bz jinp jk + Czjrnc,jk (8.29)
Mz jk = —AyjkNajk — By jxNejk = CyjxNc,jk (8.30)

Physiquement, ces nouvelles variables s’interprétent comme les trois composantes
normales a la facette, s’appliquant aux trois sommets A;,, Bj, et C;, du triangle
définissant la facette, lorsque les contraintes généralisées d’effort normal n;; et de
moments de flexions my ;, et my;, sont exprimées sous la formulation convexe plutot
que sous la formulation concave (Figure 8.16). En effet, les équations (8.28), (8.29) et
(8.30) traduisent bien I’égalité entre le torseur des contraintes généralisées contenant
Nk, Myjj €t Mzj, exprimé au centre de la facette H;; et la somme des trois torseurs
contenant ny ;y, Np ;i €t N¢jx €Xprimés respectivement aux sommets A;, Bj, et C;j du
triangle de la facette :
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{nA, j;ka} + {nB,j_,!ch} + {nc, Lk)(J}
( (Majic + g e + 1)K ) 3
n. .
7 j kA
((AZ,j,knA,j,k + Bz ik + Czjic i)Y = { > - ] (8.31)
My jkY; + Mz ki) H;

K
~(Ay jxnajie + By jin i + Cy junicje)Zi)) Hik

Ny, jk

Cik

Figure 8.16 - Equivalence entre la formulation concave (a gauche) des variables n;,
my,; et myz;, et la formulation convexe (a droite) des nouvelles variables n, jx, ng jx ct
nejx pour une facette k dans un joint j

e Expression du critére en fonction des contraintes généralisées

On considere a présent une facette triangulaire k appartenant au joint j. Pour plus
de lisibilité dans les notations qui vont suivre, on notera simplement ny, ng et n¢ les
contraintes généralisées normales appliquées aux sommets A, B et C de la facette.
Pareillement, on notera n la contrainte généralisée d’effort normal selon X exprimée au
centre H de la facette ayant pour repere local (H; YA ). L’aire de la surface triangulaire
de la facette est notée Aye.

Les inégalités permettant d’exprimer le critere de résistance finie en compression
tridimensionnel pour une facette triangulaire en fonction de ses contraintes généralisées
sont les suivantes :

oy < 0,
s
n% < 9A, 0. npNc (8.32)
n® < 9A oM. (8.33)
n3 < 9A; 0. N Np (8.34)
(Atot0c = 1)° < 9A 01 0c (Aot 0c/3 — ) (Aot 0c/3 — ) (8.35)
(Aot = 1) < 9A 1010 (Aot 0c/3 — 1) (Aot 0c/3 — nc) (8.36)
(Atotc = 1) < 9A 0 0c (Aot 0c/3 — 1) (Aot 0c/3 — np) (8.37)

e Démonstration de 'expression du critére

Afin de démontrer ces inégalités, la contrainte normale, qui doit étre considérée
pour la détermination des cas de chargements limites normaux appliqués sur la facette,
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est définie comme une charge distribuée oy, uniforme. Deux cas de figures sont alors
possibles. Cette contrainte uniforme oy s’applique soit sur la surface d’un triangle
(Figure 8.17 (a)), soit sur la surface d’'un polygone a quatre cotés (Figure 8.17 (b)), en
fonction de la direction et du sens de la flexion déviée principale.

C C
B i é § B ; ; :
A A
@ (b)
Figure 8.17 — Deux types de cas de charges de la contrainte normale oy a considérer

pour Pétablissement des inégalités du critere sur une facette triangulaire :
(a) distribution triangulaire, (b) distribution quadrangulaire

Ce polygone de charge distribuée possede une aire A,, et un centre de gravité H,,,

point d’application de la force résultante n = oxA,,, la contrainte généralisée d’effort

ox>
normal de la facette (Figure 8.18). On note qu'on a donc bien une égalité entre trois
formulations différentes de cette distribution de contrainte a 'aide des contraintes
généralisées : (i) les contraintes généralisées normales ny, ng et ne appliquées aux
sommets 4, B et C de la facette, (ii) les contraintes généralisées d’effort normal n dirigé
selon la direction normale X de la facette, de moment de flexion m, dirigé selon I'axe
local ¥ de la facette et de moment de flexion m, dirigé selon I'axe local Z de la facette,
exprimées au centre de gravité H de la facette et (iii) 'effort normal n appliqué au centre
de gravité H,, du polygone de la charge distribuée dans la direction normale X 2 la

facette. 1.’¢ gahte (8.31) des torseurs peut donc étre complétée comme suit :

{niX} + {niX} + {niX} _ { 1_/)nX Z} _ {n_{(} (8.38)
0J)y VO0Jp LO0)g mdmi)y 207y,

Dans un premier temps, on considere le premier type de distribution de la
contrainte normale, selon un polygone a trois cotés ((a) sur la Figure 8.17). L’étude de
ce premier cas permettra de démontrer les trois premieres inégalités (8.32), (8.33) et

(8.34). Le triangle sur lequel s’applique la contrainte normale a pour sommets les points
A, P, et P, (Figure 8.18) tels que :

. AB AC

) =t ——- et AP, = t,—— avecty,t, =0 (8.39)
|4B|| [ac]

On définit 22 1 (Figure 8.18) comme les vecteurs unitaires contenus dans le

1 et —3
IIABII IIAC |

plan de la facette, perpendiculaires respectivement aux vecteurs unitaires —- et — et

IIABII IIACII

dirigés vers I'extérieur de la facette.
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AC AC
e=m — 1
lacll— Jlac]

W

Figure 8.18 — Définition des données sur la facette soumise a la charge distribuée
triangulaire uniforme gy, pour la démonstration des inégalités (8.32), (8.33) et (8.34)

On transporte les torseurs de I’égalité (8.38) au point A. On a d’une part :
Vet e, U5 -
0), Lodp L0Jg

{ni)? } N {_}ng)? q} N {_)ncf q} _
0), WBangX) , lACAncX) 4
(ng +ng + nc)}?
-n ABﬂJ_+n ACA—J_
T laB T lac) ) A

Et d’autre part :

{n)? _
6

{ H, A -
t, 4B t2 Ac il =
3 |4B| "3 ||AC|| A

nX

t, AB Lt AC
—N—— nN—-——r
34 3lAc]

l

o

On note que par égalité des résultantes, on retrouve bien I’équation (8.28). Par égalité

des moments, on obtient :

3ngAB 3ncAC
t, = ‘;l ett, = — (8.40)

On a, par ailleurs, pour une contrainte gy quelconque :
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1 o
n = 0oxAgs, = sztﬂfz sin A

En y injectant les expressions (8.40), on obtient :

1 3ngAB 3n AC . . ng ng 1 oA
nzO_XEX X 51nA=90X7x7c/lmt carcﬁltotzzAB X AC sin A

n

On en déduit I'expression suivante pour gy en fonction des contraintes généralisées n,
ngetng:
3

n (8.41)

O-X =
9A ot pNc

La condition du critére de résistance finie en compression gy < o, pour un cas de
distribution de contrainte selon un polygone triangulaire équivaut alors a :

n3 < 9A 0. npNc
On démontre ainsi 'inégalité (8.32).

Pour retrouver les deux autres inégalités (8.33) et (8.34), on proceéde par permutations
circulaires entre les trois sommets de la facette triangulaire.

On consideére ensuite le deuxieme type de distribution de contrainte indiqué en (b)
sur la Figure 8.17 : lorsque le polygone de la contrainte gy possede non plus trois cotés
mais quatre cotés. Dans ce cas de figure, on trouve la relation suivante a 'aide d’un
changement de variables (explicité physiquement en Figure 8.19) qui permet de réutiliser
le résultat du premier type de distribution de contrainte déja établi en (8.41) :

=3

n
- - (8.42)
%% 9A 1ot Tig X i
Aot Ox Aot Ox

Avecng = 3 —ng, N¢ = 3 —necet N =Aip0x — N
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A
Aot Ox

S
(9}
—>
o
3|

Ox

Figure 8.19 — Interprétation physique du changement de variables de 'expression
(8.42)

L’expression (8.42) est ici plus complexe que I'expression (8.41) de oy en fonction
des contraintes généralisées établie ci-dessus pour le cas de figure d’'une contrainte
distribuée sur un polygone a trois cotés. En effet, la variable gy n’est pas isolée dans
cette nouvelle expression, pour le cas de figure d’'une contrainte distribuée sur un
polygone a quatre cOtés.

Il est ici nécessaire d’utiliser les relations d’inégalités définissant cet état de
contrainte distribuée sur un polygone a quatre cotés plutot qu’a trois cotés. Cette forme
de la distribution de contrainte est atteinte si et seulement si :

n n

Dans ces conditions-la, on en déduit donc I'inégalité convexe (8.35) en fonction des
contraintes généralisées, qui traduit la condition oy < o, a partir de 'équation (8.42) :

Aot 0, A O,
(Atot0c — n)® < 9A 110 ( t;t - TlB) ( tgt - nc) (8.44)

Ainsi que les inégalités (8.36) et (8.37) par permutations circulaires des sommets de la
facette triangulaire.
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e Expression du critére avec des contraintes coniques

La derniére étape pour exprimer le critere de résistance finie en compression
tridimensionnel consiste a exprimer les inégalités (8.32) a (8.37) sous forme de
contraintes coniques. Pour cela on introduit une nouvelle variable intermédiaire y; afin
de réexprimer, dans un premier temps, I'inégalité (8.32). On reconnaitra finalement
deux types de cones déja présentés dans le chapitre précédent en 7.1.8: le cone
puissance P2/**/* de dimension 3 et de paramétre a = 1/3, et le cone de Lorentz tourné
0, de dimension 3 :

n® < 9A 10 NgNe S
13 < Apr0c¥1% et Y12 < Ingne ©

. . 2/31/3 o (2 . 3
(V15 Arot0ci 1) € Py et EannCr Y1) € 9y

On procede de maniere similaire pour exprimer les cing autres inégalités (8.32) a (8.37)
sous forme de contraintes coniques du méme type, avec I'introduction de cing nouvelles
variables intermédiaires y,, ¥s, ¥4, Vs €t Ve.
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e Synthese du critére de résistance finie en compression 3D

Pour récapituler, on peut donc écrire le critére de résistance finie en compression
tridimensionnel oy < g, pour I’ensemble des N; joints de la structure, chacun composé
d’un nombre de facettes triangulaires inférieur ou égal a Npgyracers, sous la forme
matricielle suivante :

~

NmaxFacets
= (m) =0
k=1
Relations entre les

- o o NmaxFacets
contraintes généralisées du < my — E (my‘ r+H Z,knk) =0
joint et celles de ses facettes k=1

NmaxFacets
my — Z (mgy —Hy;ng) =0

g k=1

Pour k € [1; Npaxracetsl

Relations entre les contraintes généralisées de Ny + Mgy +nce—1N =0
la facette exprimées au centre de gravité et Azpnap + Bzyng + Czpngp —my, =0
celles exprimées aux trois sommets A, B, C Ayingi + Byng + Cyyney+mz;, =0

9
2/3,1/3 ) ] 3
(Viks OcArors i) € P33 13 et (EnB,k' L Yl,k) €0,

Frontiéres du critére de

résistance finie en compression

9
. . 2/3,1/3 . . 3
pour le cas d’une distribution de (yz'k' eArotc nk) € Ps P et (E Maki Mok Vak ) € Or

charge triangulaire sur la facette

9
(Ys,k; Aot ks nk) € T32/3' 1/3 et (E Ny, Npk; Ys,k) € Qr3

n_k + ng — Uc"qtot,k =0

Relations permettant d’exprimer les —_— Oc _

ons permettant dexp Ny +Ngp —— Ator = 0
contraintes généralisées aux sommets 3
A, B, C pour le cas d’une distribution e Oc

P : Npx+npy —— Aotk =0
de charge quadrangulaire sur la facette 3
_ O¢

Tick + e — — Aok = 0

9
. L 2/3,1/3 .. 3
. . i (Vass 0cAror i Tik) € P3 et (‘ Np ;N Y4,k) €9,
Frontiéres du critére de résistance 2

finie en compression pour le cas

9
;0.A B m € P,2/31/3 o (—n SN s )e 3
d’une distribution de charge (YS,k c otk k) 3 2 Ak ek Vsk 9

quadrangulaire sur la facette

9
— 2/3,1/3 —_ . 3
(Ve 0cArori Tk) € P3 /3173 ot (EnA,k'nB.k'y&k) €9,

Pour le cas tridimensionnel, on utilisera en 8.2.4 une notation réduite. On appelle
donc €3 1a région bornée de 'espace de dimension 3N, défini par les variables n, my et
my, délimitant les frontieres du critere de résistance finie en compression 3D :

(n; my; my) € Cyp (8.45)

On note que 'ensemble des contraintes égalités introduites pour exprimer ce critére
sont bien des combinaisons linéaires des variables du probleme d’optimisation.
L’ensemble des contraintes inégalités sont exprimées a I'aide de contraintes coniques,
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soit du second ordre (cone de Lorentz tourné), soit a 'aide du cone puissance. Dans ces
conditions, on reste donc bien dans le cadre de optimisation conique.

8.2.3 Modes de chargement

Dans I'usage pratique de 'analyse limite des structures bloc a bloc en magonnerie,
on peut identifier deux types principaux de modes de chargements, déja décrits en 6.2.2.
Pour ces deux types de modes, la fonction objectif du probléme d’optimisation sera
toujours la méme : il s’agira de maximiser une variable scalaire A.

8.2.3.1 Mode de chargement en forces appliquées

Le premier type de chargement consiste a maximiser la variable A définie comme
un multiplicateur de certaines charges définies qui s’appliquent sur des blocs de la
structure. Un bloc quelconque i voit donc s’appliquer sur lui une charge ¢; au point
d’application P;. LLes composantes de cette force exprimées dans le repere global sont
enregistrées dans les vecteurs colonnes q4 et q, pour le cas 2D, q4, q; et g3 pour le cas
3D. Ces vecteurs colonnes sont tous de tailles Np. Les coordonnées du point
d’application de la force dans le repere global sont enregistrées dans les matrices carrées
diagonales Py et P, pour le cas 2D, P4, P, et P3 pour le cas 3D. Ces matrices carrées
diagonales sont toutes de tailles Nz%. Ces vecteurs colonnes et matrices contiennent ainsi
toutes les charges s’appliquant sur chacun des Ny blocs de la structure.

Dans ce cas-1a, les équations d’équilibres établies dans la partie précédente, en 8.2.1,
sont alors mises a jour comme suit, pour le cas 2D :

Equilibre des forces selon &; : Af,+1q; =0
Equilibre des forces selon e, : Af, —pgbs+1q, =0
Equilibre des moments : Amg + (AC; — G A)f, — (AC, — GLA)f,

+A(P1qz —P2q1) =0
Et pour le cas 3D :

Equilibre des forces selon &; : Af,+1q; =0

Equilibre des forces selon e : Af,+1q, =0

Equilibre des forces selon e; : Af3 —pgs+1q; =0

Equilibre des moments selon e; : Amy + (AC, — GRA)f5 — (AC5 — G3A)f,
+ A(P2q3 — P3q2) =0

Equilibre des moments selon &, : Am, + (AC; — G3A)f, — (ACy — G A)f 5
+A(P3q1 — P1q3) = 0

Equilibre des moments selon e; : Amg + (AC; — G A)f, — (AC, — GLA)f,

+A(P1qz — P2q4) =0

On remarque que la formulation générale présentée pour ce premier type de
chargement permet d’exprimer une variété importante de probléemes d’analyse limite de
structures bloc a bloc : maximisation d’une force ponctuelle s’appliquant sur un seul
bloc, maximisation d’une charge distribuée appliquée sur plusieurs blocs (qu'on peut
exprimer de mani¢re équivalente sous la forme de plusieurs forces ponctuelles
s’appliquant sur plusieurs blocs) ou encore maximisation d’une force horizontale
proportionnelle aux poids de chacun des blocs s’appliquant aux centres de gravités de
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chacun des blocs (pour simuler 'accélération horizontale maximale d’un séisme
admissible par la structure), par exemple.

On remarque également que si les vecteurs colonnes représentant ces charges sont
pris égaux a 0, on retrouve les équations d’équilibre déja établies précédemment, en
8.2.1, avant I'ajout de ces charges. On pourra donc considérer ces nouvelles équations
d’équilibre mises a jour comme les équations d’équilibre définitives exprimées de
manicre plus générale qu’auparavant.

8.2.3.2 Mode de chargement sur les réactions d’appuis

Le deuxiéme type de chargement consiste a maximiser la variable A définie comme
égale a une combinaison linéaire donnée des réactions en un support choisi de la
structure. On considere donc le joint jg entre ce support et le bloc appartenant a la
structure qui est en contact avec le support en question. Les réactions en ce joint sont
représentées par les variables scalaires f; ;; et f, ; en 2D, déja définies en 8.2.1 comme
les contraintes généralisées au niveau du joint exprimées dans le repere 2D global
(Figure 8.7). On a alors pour le cas 2D :

A =Kifrjs + Kaofz g

Avec K; et K, des constantes scalaires permettant de choisir la direction de sollicitation

de I'appui.

De la méme manicre en 3D, les réactions en ce joint sont représentées par les
variables scalaires f; j,, f2 ;¢ €t f3 )5, déja définies précédemment comme les contraintes
généralisées au niveau du joint exprimées dans le repere 3D global. On a alors pour le
cas 3D :

A=Kifrjs + Kaofsjg + Ksfs js

Avec K, K, et K3 des constantes scalaires permettant de choisir la direction de
sollicitation de I'appui.

Ce type de chargement permet, par exemple, de simuler le comportement de la
structure lorsque les conditions limites habituelles aux appuis de la structure ne sont
plus suffisamment respectées (affaissement de fondations, poussées horizontales trop
ou pas assez importantes, etc.). Ce type de chargement permet également d’établir des
domaines de stabilités de la structure définis par des plages de valeurs de réactions
admissibles (amplitude entre la poussée horizontale minimale et maximale pour une
arche, par exemple).
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8.2.4 Synthese du probléme d’optimisation 2D et 3D

Pour résumer, le probleme d’optimisation 2D complet s’écrit comme suit :

Contraintes
égalités linéaires

Contraintes
inégalités

max A
tel que :

(fit2q,=0
Af, —pgbs+1q; =0
Am3 + (AHy — G1A)f, — (AH; — G, A)f1 + A(P1q2 — P2q1) = 0
Xmnm+Ywy—f1=0
X2n+Y2vy—f2 =0
my;—m3 =0
Si critére de résistance finie en compression :
ng+ng—n=20
Ing—Ing—m;=0
Si deuxieme type de mode de chargement :
L Kifijs + Kofpjs—A=0etqy =92 =0

4 In+mz; >0
In-mz; >0
Linéaires < Si critére de résistance finie au glissement :
un+vy >0
un—vy =20
Si critére de résistance finie en compression :

Coniques (2bo.L-1;n,;n) €Q,°
q (2bo,L-1;ngz;n) € Q,>
Le probléeme d’optimisation complet 3D s’écrit comme suit :
max A
tel que :

Contraintes
égalités linéaires

Contraintes
inégalités

Contraintes

égalités linéaires et
inégalités coniques

(Af1+2q,=0
Afz;+2q2 =0
Afs —pgs+1q3 =0
Am, + (AH; — GyA)f3 — (AH3 — G3A)f, + A(P2q3 — P3q;) = 0
Amy + (AH; — G3A)f1 — (AH; — G1A)f3 + A(P3q; — P1q3) = 0
Ams + (AHy — G1A)f2 — (AH; — G2A)f1 + A(P1q2 — P2q1) = 0
Xin+Ywy+Zvy,—f1=0
< Xon+Yoy+Zv;—f,=0

Xan+Yzvy+Z3v,—f3=0

Ximp+Ymy+Zim;—m; =0

Xomy+Y,my+Z,m;—m, =0

Xsmp+Ysmy+Zsm; —m3 =0

Pourk € [1; Npaxgages]: ~ Uypxmy + Uzpmz —my, =0

Si deuxieme type de mode de chargement :
g K1f1,j5+K2f2,j5+K3f3,j5_l=Oet‘h =q2=q3=0

Linéaires <_Pourk € [1; Npayrages], Lt —my, =0
Coni {Si critere de résistance finie au glissement :
Ol’llunS 3
(un; vy;vz) € Q

{ Si critére de résistance finie en compression :
(n; my; my) € Gy défini en (8.45), page 225

228



Chapitre 8
Implémentation numérique de ’analyse limite des structures bloc a bloc

8.3 Implémentation informatique : module Stabilithos
pour Rhinoceros

Cette approche générale de I'analyse limite des structures bloc a bloc a été
implémentée dans un code de calcul numérique adapté, appelé Stabilithos. L’utilisation
de ce logiciel, dont la programmation a été intégralement réalisée a 'occasion de ce
travail de thése, a permis d’obtenir Uentiereté des différents résultats de simulations par
analyse limite présentés dans ce travail. On présente donc ici, de maniére non
exhaustive, quelques caractéristiques de ce module de calcul pour le logiciel de dessin
assisté par ordinateur Rhinoceros, disponible en téléchargement gratuit' sous licence
MIT.

8.3.1 Environnement de développement NET

Le choix de 'environnement de développement est déterminant pour la réalisation
d’un outil qui puisse étre a la fois aisé dans son utilisation, et efficace dans la résolution
des calculs numériques. Le choix s’est porté sur le développement d’une application
dans Penvironnement de travail libre et gratuit NET. Sans avoir réalisé de démarche
comparative exhaustive, on a pu néanmoins s’assurer que cette solution permette, a la
fois, de bénéficier de trois avantages majeurs :

e Fournir un lien avec un logiciel de dessin assisté par ordinateur adapté au dessin 3D
et possédant une librairie de programmation géométrique suffisamment fournie, ici
le logiciel Rhinoceros.

e Intégrer une librairie externe de résolution d’un probleme d’optimisation conique,
ici la libraitie Mosek

e Bénéficier d’'un temps de calcul réduit pour 'exécution des commandes et la
résolution du probléme d’optimisation conique, pour des calculs en grande
dimension : quelques toutes premicres expérimentations menées avec des
environnements de programmation de plus haut niveau d’abstraction, tels que
Python ou MATLAB, n’ont pas permis d’atteindre les mémes performances en
termes d’efficacité et de rapidité de calcul.

L’objectif principal consiste a faciliter le plus possible le travail de 'utilisateur du
module en automatisant toute 'implémentation mathématique décrite dans ce chapitre.
Pour cela, I'utilisateur n’interagit directement qu’avec linterface du logiciel de dessin
assisté par ordinateur, ici Rhinoceros, que pour fournir la géométrie bloc a bloc du calcul
et les choix d’hypothéses mécaniques telles que les caractéristiques du matériau ou le
choix du type d’analyse limite a mener (Figure 8.20).

! https:/ /www.food4rhino.com/en/app/stabilithos
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Utilisateur
Gé()métric b]()C 2\1 b]()C Résu]tats g.raphiqucs
Hypotheses mécaniques Résultats numériques

Interface graphique

'/
&

Rhinoceros

Module Stabilithos

SDK RhinoCommon NET

1. Interface utilisateur, acquisition des matrices de
données et formalisation mathématique

MEISeK [«—»[2. Résolution du probléme d’optimisation

i 3. Transcription des résultats en données exploitables

|

Figure 8.20 — Architecture du module Stabilithos

11 serait, par ailleurs intéressant de prolonger ce travail de choix d’une architecture
de logiciel en recherchant et/ou proposant des alternatives libres et gratuites notamment
pour ce qui concerne les taches d’interaction avec la géométrie et de résolution
numérique du probleme d’optimisation conique. En effet, le logiciel Rhinoceros est
payant et la librairie MOSEK est payante en licence commerciale et gratuite en licence
académique.

8.3.1.1 Langage C# pour .NET et programmation orientée objet

Le langage C# est un langage de programmation utilisé dans 'environnement de
développement .NET, permettant 'implémentation d’une programmation orientée
objet. Ce type de programmation consiste a définir un ensemble de sous-modules
permettant de créer de manicre automatisée des instances uniques et identifiées. Ces
instances, qu'on appelle objets, contiennent des informations qui leur sont spécifiques
appelées attributs. Elles contiennent également plusieurs fonctions propres, qu'on
appelle méthodes, qui permettent de modifier ces attributs et de renvoyer leurs
informations.

Par exemple, 'un des objets définis au sein du module Stabilithos est 'objet "joint".
Celui-ci contient comme attributs, entre autres, sa caractérisation 2D ou 3D, les
coordonnées de son centre de gravité, les coordonnées de ses sommets, I'objet
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géométrique de sa représentation dans linterface graphique de Rhinoceros, les
identifiants renvoyant vers les deux objets "bloc" que le joint relie entre eux,
I'emplacement du point de la ligne de pression passant par ce joint si une solution a un
probleme d’analyse limite a été trouvée, et d’autres attributs encore. Des méthodes de
I'objet "joint" permettent, par exemple, de modifier les criteres de résistances qui s’y
appliquent, de découper le joint polygonal en facettes triangulaires, de dessiner I'objet
géométrique du joint dans I'interface graphique de Rhinoceros, de définir le point de la
lighe de pression pour ce joint a partir de valeurs numériques des contraintes
généralisées en ce joint, et d’autres encore.

Par ailleurs, le module Stabilithos lui-méme est programmé comme un objet
contenant I'ensemble des définitions d’objets ainsi qu'un ensemble de fonctions et
procédures diverses. Au total, une trentaine de types d’objets différents et plus de
soixante fonctions sont définis au sein du module. La liste de ces objets et fonctions est
donnée en annexe B.3.1.

Cette organisation spécifique de ’écriture du code permet de formaliser la division
des différentes taches et de simplifier les modifications et adaptations successives. En
effet, en plus d’ordonner le code, le grand avantage d’une programmation orientée objet
suffisamment efficace consiste a éviter les répétitions a différents emplacements du code
d’une méme séquence algorithmique identique. L.a modification de cette séquence est
ainsi grandement simplifiée et les risques d’oublis dans la propagation de cette méme
modification a différents endroits du code sont évités.

8.3.1.2 Kit de développement logiciel (SDK) RhinoCommon

Le logiciel de dessin assisté par ordinateur Rhinoceros poss¢de I'avantage d’étre
relativement transparent sur sa propre architecture et sa propre organisation d’objets et
de fonctions qui constituent le logiciel. Ainsi, de nombreuses applications ont pu déja
étre développées au sein de son interface de programmation, pour des pratiques et des
contextes d’activité variés : architecture, génie civil, artisanat, géométrie paramétrique
avec le module Grasshopper, bijouterie, aéronautique, etc. Ces modules additionnels

sont rendus disponibles sur une plateforme dédiée, "food4Rhino".

Ce développement fructueux d’outils a applications variées est rendu possible par
les divers kits de développement logiciel mis en ceuvre pour plusieurs langages et
environnements de programmation : langages C# ou VB via .NET, langage Python via
IronPython, programmes RhinoScript, programmes C/C++, etc. Chacun de ces
environnements possede une bibliotheque d’objets et de fonctions propres, accessibles
directement dans I'environnement de travail. La bibliotheque pour 'environnement de
développement NET est appelée "RhinoCommon"”.

L’accessibilité de cette librairie de fonctions permet tout d’abord de ne pas devoir
redéfinir des fonctions déja existantes : par exemple, trouver le centre de gravité d’une
surface, d’un volume, calculer une aire, un volume, etc. Par ailleurs, elle permet

2 https:/ /www.food4rhino.com
3 https://developer.rhino3d.com/api/rhinocommon
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principalement de profiter des fonctions natives du logiciel de dessin 3D Rhinoceros :
par exemple, dessin géométrique dynamique (pour I'affichage interactif du mode de
rupture, le choix interactif du mode de chargement limite...), dessins et affichages de
données graphiques paramétrées (modes de rupture, résultantes des efforts aux
interfaces...), gestion des calques de dessins, etc.

Lutilisation fréquente du logiciel Rhinoceros par les professionnels du domaine de
la taille de pierre (architectes, compagnons tailleurs de pierre, ingénieurs...) s’explique
par cette architecture logicielle orientée autour de la visualisation et de la définition du
dessin tridimensionnel directement dans son interface graphique, a I'aide d’une
importante palette d’outils de base, elle-méme renforcée par des modules développés
par des tiers. Ainsi, Pexistence du module de géométrie dynamique, Grasshopper, peut
expliquer ce succes. La définition d’une logique automatique d’appareillage bloc a bloc
est grandement facilitée dans cet environnement graphique intuitif, méme si, pour
certaines définitions de structures complexes, des limites en termes de possibilités et de
performances peuvent étre rapidement atteintes.

11 serait intéressant d’engager une recherche et une réflexion sur 'accessibilité et le
libre acces d’une telle palette d’outils et d’un environnement de travail au moins
similaire, dans 'exemple de Gmsh notamment (Geuzaine et al. 2009), ou du travail
collaboratif CGAL (Fabri et al. 2000).

8.3.1.3 Interface de programmation d'application (API) Mosek Fusion

Mosek Fusion est une librairie développée par Pentreprise Mosek® pour
Ienvironnement de développement .NET. Cette librairie est munie de fonctions et
algorithmes déja définis permettant notamment de résoudre des problemes
d’optimisation coniques, en grandes dimensions, a l'aide d’algorithmes de points
intérieurs. Comme précisé dans le chapitre précédent en 7.1.9, cette librairie bénéficie
des avancements de ces dernieres dizaines d’années concernant efficacité et la précision
de ces algorithmes de résolution (Andersen et al. 2000).

Cet environnement de calcul nécessite en entrée une définition du probleme
d’optimisation correspondant a son langage propre, c’est-a-dire définis a partir des
différents objets de la libraire®. Ainsi, la déclaration du code de la définition du probléme
d’optimisation (la fonction objectif, les contraintes d’optimisation choisies selon les
criteres de résistances et les contraintes d’optimisation traduisant les équations
d’équilibres) doit étre réalisée a partir des objets de cette bibliotheque. Cette nécessité
entraine la conception d’un module de "traduction" entre les objets exprimés a partir du
formalisme usuel du langage C#, vers une définition de ces mémes objets "lisibles" pat
la librairie Mosek Fusion.

Par exemple, une matrice carrée contenant les valeurs des centres de gravité des
blocs, définie comme un tableau bi-dimensionnel dans Penvironnement de travail

4 https:/ /www.mosek.com
5 https://docs.mosek.com/9.2/dotnetfusion/index.html
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NET, ne peut étre fournie telle quelle en entrée du calcul d’optimisation réalisé par le
module Mosek Fusion. Il est d’abord nécessaire de transformer cet objet en un objet de
type matrice diagonale, objet disponible dans [linterface de programmation
d’application’. Cet objet spécifique sera alors correctement pris en compte par les
différentes opérations servant a la définition des contraintes : additions, multiplication
d’une matrice par un vecteur variable, multiplication de deux matrices, etc.

A la suite de cette traduction, le probléeme d’optimisation, tel que défini
précédemment sous forme matricielle en 8.2.4, peut alors étre établi. A titre d’exemple,
on fournit en annexe B.3.2 la transcription de la définition générale du probleme
d’optimisation 3D défini en 8.2.4, avec notamment la définition des contraintes du
critere de résistance finie en compression pour les joints 3D.

A l'inverse, le travail de retraduction depuis les résultats bruts rendus par ce module
de calcul numérique jusqu’aux résultats numériques finaux et aux résultats graphiques
affichés dans linterface graphique de Rhinoceros représente une tache de post
traitement non négligeable.

Cette spécificité ne représente pas une contrainte inutilement ajoutée au travail de
programmation mais démontre bien son intérét a long terme, au fur et a mesure de
I'augmentation de la complexité du travail de programmation. Elle permet, par exemple,
de distinguer rigoureusement les éléments et objets relevant des différentes définitions
de l'utilisateur, soumises parfois a certains aléas d’imprécisions, des données numériques
qui seront finalement utilisées dans le calcul numérique. L’utilisation de cette
bibliotheque permet également de profiter de certaines fonctions disponibles, propres
a Panalyse en optimisation convexe : identification des contraintes actives, acces aux
variables duales associées 2 certaines contraintes identifiées, accés au statut de la
résolution du probléme (primal infaisable, dual infaisable ou résolu), et d’autres
possibilités encore.

Il pourrait étre intéressant de comparer différentes bibliotheques de calcul
numérique a grande échelle similaires (Mittelmann 2012) pour déterminer leur efficacité
et leur accessibilité dans ce cadre-la.

8.3.2 Commandes et utilisation de ’outil Stabilithos

L’utilisateur interagit avec le module de calcul directement et uniquement par
I'intermédiaire de linterface graphique du logiciel de dessin assisté par ordinateur
Rhinoceros. Les différentes options et possibilités d’actions et de calculs sont rendues
possibles par une barre d’outils dédiée, intégrée a Rhinoceros (Figure 8.21).

6 https://learn.microsoft.com/fr-fr/dotnet/csharp /language-reference /builtin-types /arrays
7 https://docs.mosek.com/9.2/dotnetfusion/matrix.html#matrix.diag
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Figure 8.21 — Affichage de la fenétre du logiciel Rhinoceros :
1 : Interface graphique de Rhinoceros
2 : Gestionnaire des calques de Rhinoceros
3 : Commandes natives de Rhinoceros
4 : Commandes du module Stabilithos

Au préalable, I'utilisateur définit lui-méme la structure bloc a bloc, directement dans
le logiciel Rhinoceros, au moyen des différentes commandes natives du logiciel. Les
structures 2D doivent étre dessinées dans le plan de la vue de dessus de I'espace de
conception de Rhinoceros. Les blocs doivent étre dessinés a I'aide de polylignes dont le
contour est fermé. Pour une structure en 3D, les blocs doivent étre définis dans
Rhinoceros comme des volumes fermés, aussi appelés solides, ou B-Rep (pour
« Boundary Representation ») dans le logiciel.

La premicre étape consiste a charger cette structure bloc a bloc pour que le module
Stabilithos puisse, dans un premier temps, créer Uintégralité des objets se rapportant a
la structure en question, qui permettront ensuite d’effectuer tous les calculs souhaités
(commandes 1a ou 1b sur la Figure 8.22, selon la nature 2D ou 3D de la structure).

La grande majorité du temps d’exécution de cette premicre étape est consacrée a la
détection automatique des interfaces de joints entre les blocs en contact. En effet,
I'algorithme implémenté (qui n’est pas forcément le plus performant mais néanmoins
suffisant...) consiste a parcourir chacune des faces de chacun des blocs en comparant a
chaque face, l'intégralité des autres faces encore non parcourues de la structure. Pour la
plupart des structures constituées de moins de 300 blocs, ce temps de parcours reste
relativement raisonnable, de 'ordre de quelques dizaines de secondes sur un ordinateur
portable d’entrée de gamme (processeur Intel(R) Core (TM) i5-7200U CPU @2.50GHz,
RAM 8.0 Go). Cependant, I'algorithme étant d’un ordre de complexité polynomial en
fonction du nombre de faces, ce temps de calcul peut rapidement croitre de maniere
tres importante. A titre de comparaison, sur le méme ordinateur, 'acquisition d’une
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structure (quart de voute de la cathédrale Notre Dame) constituée de 327 blocs, eux-
mémes constitués d’un total de 3876 faces, est réalisée en 53 secondes, tandis qu’une
autre structure constituée de 1244 blocs, eux-mémes constitués d’un total de 29 756
faces, est réalisée en 2 heures et 1 minute.

Pour éviter ce temps de calcul possiblement trés pénalisant, une commande a été
implémentée pour permettre de sauvegarder les données d’une acquisition réalisée pour
une structure, sous forme d’un fichier binaire directement enregistré dans un
emplacement du répertoire de lordinateur d’exécution, choisi par Tutilisateur
(commande 1d sur la Figure 8.22). Ainsi, a chaque nouvelle fermeture-ouverture du
logiciel Rhinoceros, il est possible de recharger une structure qui a déja été sauvegardée
auparavant (commande le sur la Figure 8.22). Ioptimisation du temps alloué a I’étape
d’acquisition de la structure pourrait représenter une perspective d’amélioration
intéressante.

A la suite de cette étape d’acquisition, lutilisateur peut finalement effectuer,
directement sur la derniére structure acquise par le module, les différentes commandes
disponibles. II est donc possible d’appliquer les modes de chargements de son choix
parmi ceux disponibles (commandes 3a, 3b, 3c et 3d décrits en Figure 8.22) et de
déterminer automatiquement le coefficient de sécurité géométrique (commande 4a sur
la Figure 8.22) et le coefficient de sécurité statique (commande 4b sur la Figure 8.22).

7 Stabilithos tol

AQ V180 d L0000

[1a 1b 1c 1d 1le || [[ 32 3b 3¢ 3d || 4a 4b |
1 2 3 4

Figure 8.22 — Commandes du module Stabilithos :
1 : Acquisition de la structure bloc a bloc : (a) géométrie 2D, (b) géométrie 3D,
(c) forces extérieures, (d) sauvegarder acquisition, (e) charger une acquisition
2 : Parametres graphiques, mécaniques et numériques
3 : Calcul d’analyse limite sur la structure : (a) réaction limite d’appui, (b) force
ponctuelle seule maximale, (c) forces ponctuelles multiples maximales, (d) forces
maximales appliquées aux centres des blocs, proportionnelles a leurs poids
4 : Calculs de coefficients de sécurité : (a) géométrique, (b) statique

La commande de réglages (commande 2 sur la Figure 8.22) permet de modifier et
définir un certain nombre de parametres a ’aide d’une boite de dialogue : des parametres
d’échelles de représentations (échelle géométrique et échelle des forces), des parametres
mécaniques liés aux blocs (masse volumique, épaisseur des blocs 2D dans la direction
hors plan), des parametres mécaniques liés aux joints (criteres de résistances activés ou
non, valeurs de coefficient de frottement et de résistance finie a la compression, affichés
en Figure 8.23), des parameétres concernant la détection des joints, des forces extérieures
et des parametres graphiques.
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X

Friction criteria :
Coulomb coefficient : (0,8 0.8

Torsion moment for joint in 30 equals to zero :
Compressive limit strength criteria :
Compressive limit strength (MPa) : 1o 10

Figure 8.23 — Extrait de la boite de dialogue des réglages concernant les parametres de
critéres de résistances aux joints

D’autres commandes additionnelles permettent également d’ajouter des forces
extérieures sur la structure, de modifier les conditions limites (conditions limites de
symétrie ou de blocages, par exemple) et de modifier les critéres de résistance au niveau
de certains joints en particulier.

8.3.3 Sorties numériques et graphiques
8.3.3.1 Mode de rupture

Pour un calcul d’analyse limite, le premier résultat affiché dans 'interface graphique
de Rhinoceros concerne le mode de rupture associé au chargement maximal imposé a
la structure. Celui-ci est déterminé directement a partir des variables duales de la solution
déterminée par la résolution du probléme d’optimisation, puisque ces valeurs de
variables duales représentent la solution du probléeme d’optimisation dual, identifié
comme le probleme de minimisation de I'approche cinématique par extérieur (Ferris
et al. 2001).

Comme on a pu le voir dans 'exemple d’application du chapitre précédent exposé
en 7.2, les variables duales solutions, associées aux équations d’équilibres de chacun des
blocs exprimées au centre de gravité du bloc, sont égales aux taux de déplacements en
translation et en rotation, par rapport au centre de gravité du bloc, du mode de rupture
associé. Pour tracer le mode de rupture, il suffit donc de récupérer a la sortie du solveur
Mosek du probleme d’optimisation, ces taux de déplacements et de rotations qui sont
ensuite appliqués a chacun des blocs, objets géométriques dans Rhinoceros, a I'aide des
transformations isométriques de translations et de rotations correspondantes. Le code
écrit pour cette procédure est donné en annexe B.3.3.

Par ailleurs, comme ces valeurs duales représentent des valeurs de taux de
déplacements et rotations relatifs les uns aux autres, et non pas des valeurs fixées de
déplacements, il est possible d’appliquer un taux multiplicateur permettant d’amplifier
ou de diminuer 'amplitude de déplacements et de rotations du mode de rupture associé
(Figure 8.24). Le compromis, laissé a la libre appréciation de I'utilisateur, consiste a
amplifier suffisamment le taux de déplacement du mode de rupture, afin de rendre celui-
ci bien visible et explicite, tout en veillant a ne pas rendre trop apparentes les aberrations
dues a Phypothéese des petits déplacements. Cette possibilité d’animer dynamiquement
le mode de rupture en faisant varier son taux multiplicateur permet également de mieux
comprendre 'effet du mode de chargement sur les différents éléments de la structure.
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Figure 8.24 — Choix de 'amplitude du taux de déplacements par l'utilisateur a ’aide
d’un curseur intégré a I'interface, suite a un calcul d’analyse limite, ici la minimisation
de la poussée en un support d’'un arc

8.3.3.2 Forces et efforts résultants aux joints

Apres le choix d’une valeur donnée d’amplification du mode de rupture, la solution
numérique du probléme primal est ensuite interprétée directement dans linterface
graphique de Rhinoceros sous la forme d’une distribution d’efforts aux interfaces de
joints. Ces valeurs numériques des variables primales sont les contraintes généralisées
d’effort normal n, d’efforts tranchants vy, v;, de moment de torsion my, de moments
fléchissants my et m; aux joints, pour le cas 3D, d’effort normal n, d’effort tranchant vy
et de moment fléchissant my, pour le cas 2D. Celles-ci sont donc traduites
graphiquement sous la forme de résultantes appliquées au niveau du plan de chacun des
joints, a 'exception du moment de torsion au joint pour le cas 3D. Les composantes du
vecteur de chaque résultante sont déterminées a partir des valeurs de 'effort normal et
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des efforts tranchants. Le point d’application du vecteur résultante est obtenu avec les
valeurs numériques d’excentricités par rapport au centre de gravité du joint, excentricités
elles-mémes déterminées a partir des valeurs d’effort normal et de moments fléchissants.
Le nuage de ces points d’applications des résultantes aux interfaces de joints est parfois
appelé ligne de pression.

Notons que dans le cas 3D, cet affichage des résultats ne permet pas de visualiser
graphiquement 'amplitude du moment de torsion m; aux interfaces de joints, si celui-
ci est différent de zéro. Contrairement aux autres contraintes généralisées, la résultante
de Peffort en une interface de joint n’est pas modifiée si le moment de torsion est
modifié, toutes autres contraintes généralisées égales par ailleurs.

Ces résultantes aux interfaces sont ajoutées directement au sein de la géométrie bloc
a bloc de I'interface graphique de Rhinoceros, en méme temps que d’autres informations
graphiques intéressantes (poids des blocs, centres de gravité, charges de rupture...,
visibles en Figure 8.25). Chaque type d’objet différent est rangé automatiquement dans
un calque correspondant, pour chacun des calculs successifs.

@ Stabilithos

5
LA8QGW L0010

™ Stabilithes_geem_1 [Pl=N |
Stabilithos_geom_1_loints @O
Stabilithos_geom_1_Symleints @O
Stabilithos_geom_1_Xaxis [Py |
Stabilithos_geom_1_Yaxis [Py |
Stabilithos_geom_1_Zaxis [P |
V¥ Stabilithos_calc_1: LarndaMax = -2,14881 kN "= |
Stabilithos_cale_1_RuptureMaode "= |
Stabilithos_calc_1_ThrustLinePoints [Pl=N |
Stabilithos_calc_1_ThrustLineForces [Py |
Stabilithos_calc_1_lines|Djoints [Pl |
Stabilithos_calc_1_Weight 7o'l
Stabilithos_calc_1_BlocksCentroid 2ol
Stabilithos_calc_1_MeormalForces O
Stabilithos_calc_1_MormalConstraints 20
Stabilithos_calc_1_TextDotMormalConstraintRatio =N
Stabilithos_calc_1_TextDotMormal Constraint 0O

Figure 8.25 — Affichages des différentes résultats sous forme graphique (résultantes
aux joints, mode de rupture, poids des blocs, etc.) et leurs calques associés pour un
calcul d’analyse limite, ici la minimisation de la poussée d’un support d’un arc
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8.3.3.3 Contrainte de compression pour le cas 3D

Dans le cas d’une structure 3D sur laquelle on applique un critere de résistance finie
en compression, laffichage de la surface comprimée triangulaire ou quadrangulaire
(Figure 8.17) de chacune des facettes triangulaires du joint est déterminé a partir des
valeurs des contraintes généralisées d’effort normal au centre de la facette et d’efforts
normaux aux sommets de la facette. Selon leurs valeurs relatives, ces contraintes
généralisées au niveau de la facette permettent de retrouver directement les coordonnées
des sommets des surfaces comprimées triangulaires ou quadrangulaires, ainsi que la
valeur numérique de 'amplitude de la compression directement affichée et illustrée par
un gradient de couleurs. Le code correspondant a cette procédure est donné en annexe
B.3.4.

Pour illustrer ce type d’affichage particulier, on prend l'exemple d’un pilier
prismatique, constitué de deux blocs et défini par Iextrusion d’un profil polygonal
convexe a 7 cotés. Les deux joints de cette structure sont découpés en cing facettes
triangulaires (Figure 8.26 (a)). Le critere de résistance finie en compression est appliqué
a ces joints. Un mode de chargement ayant pour but de faire basculer le pilier autour de
sa base (Figure 8.26 (b)) est appliqué sur le sommet du pilier a I'aide de la maximisation
d’une force ponctuelle. Le joint de rupture de la structure est donc le joint entre le pilier
et son support. La distribution de contrainte de compression obtenue numériquement
permet de bien vérifier cela : la surface du joint entre pilier et support est bien délimitée
en deux par une droite, entre une partie totalement plastifiée au niveau maximal en
compression et une partie sur laquelle le niveau de contrainte est nul (Figure 8.26 (c)).

Cette distribution de contraintes de compression est en fait numériquement
obtenue facette par facette (Figure 8.26 (e)). Chaque facette triangulaire possede son
propre systeme de variables généralisées en son centre et en ses sommets. Les valeurs
de ces variables généralisées obtenues pour la solution du probléme d’optimisation
permettent de dessiner, de manicre indépendante, facette par facette, une zone
triangulaire ou quadrangulaire portant un certain niveau de contrainte (ici égale a la
contrainte maximale pour ce joint). On peut alors constater que la solution du probleme
d’optimisation conduit bien a une continuité rectiligne de la contrainte entre les facettes
voisines, dessinant ainsi la droite délimitant la partie plastifiée du joint de la partie
ouverte. On note que le point d’application de la résultante de ce joint entre le pilier et
le support représente bien le centre de gravité de la surface plastifiée.

On peut également noter que, pour ce mécanisme de rupture, le joint intermédiaire
entre les deux blocs ne représente pas une rotule plastique sur laquelle on atteint le
niveau de résistance maximal en compression de maniere optimale, contrairement a
autre joint a la base du pilier. Par conséquent, contrairement a 'autre joint, il existe une
infinité de combinaisons possibles des valeurs de variables généralisées de ses facettes
et donc une infinité de distributions triangulaires et quadrangulaires possibles sur les
facettes du joint pour le mode de rupture obtenu. Celle affichée sur la Figure 8.26 (d)
représente 'une d’entre elles. On remarque néanmoins que le point d’application de la
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résultante en ce joint est bien le centre de gravité des surfaces chargées en compression,
pondérées par leurs valeurs d’amplitudes de compression.

— T~ I o

@ T

Figure 8.26 — Pilier avec critere de résistance finie en compression : (a) définition du
mode de chargement en force ponctuelle appliquée sur le bloc du dessus, (b) mode de
rupture (c) résultantes et contraintes aux joints, (d) détail des contraintes au joint entre

les deux blocs, (e) détail des contraintes au joint entre le pilier et le support

8.3.4 Validation et performances

Afin de wvalider la bonne exécution numérique du programme, plusieurs
comparaisons ont été réalisées avec des résultats obtenus par la méthode analyse limite
bloc a bloc en matériau joint associé dans la littérature scientifique de ces 20 dernieres
années. On présente ici a titre d’exemple la comparaison entre (i) les résultats obtenus
dans une modélisation par analyse limite bloc a bloc associée 2D présentée dans (Gilbert
et al. 2000) et (if) les résultats obtenus par le module Stabilithos en 2D et en 3D.

Ce cas d’¢étude consiste en six panneaux de murs constitués d’un nombre de blocs
Np et d’un nombre d’interface de joints N;. Ces quantités sont récapitulées pour chacun
des six murs dans le Tableau 8-1 et leurs géométries respectives sont représentées Figure
8.27. Ces géométries sont toutes constituées de deux types de blocs : des briques
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complétes de dimensions 4 x 1.75 dans le plan 2D, et des demi-briques de dimensions
2x 1.75. Les criteres de résistance adoptés pour ces structures sont les criteres de
résistance nulle a la traction, de résistance infinie a la compression, auxquels on ajoute
une résistance finie au glissement, avec un coefficient de frottement de Coulomb u =
0.65. Le mode de chargement consiste en une charge horizontale appliquée au centre de
gravité de chacun des blocs, proportionnelle au poids propre de chacun des blocs. Ce
mode de chargement est utilisé pour simuler 'accélération maximale admissible sous
forme quasi-statique, provoquée par un séisme.

En comparant les valeurs de ces charges maximales obtenues numériquement avec
le module Stabilithos avec les valeurs obtenues dans (Gilbert et al. 20006), on constate
bien la bonne concordance des résultats (récapitulés dans le Tableau 8-1). On peut
constater en Figure 8.27 les différents modes de rupture obtenus pour chacun des six
cas de panneaux de murs et le mode d’ouverture forcément dilatant des joints en rupture
de glissement.

Par ailleurs, pour ces mémes cas d’études, plusieurs tests de temps de calcul, selon
la nature 2D ou 3D de la structure, et selon un critere de résistance finie en compression
activé ou non, ont été réalisés, a 'aide d’un ordinateur portable d’entrée de gamme
(processeur Intel(R) Core (TM) i5-7200U CPU @2.50GHz, RAM 8.0 Go). Ces
résultats, compilés dans le Tableau 8-1, permettent d’estimer les temps de résolutions et
leurs différences en fonctions de ces parametres et du nombre d’interfaces de joints de
la structure considérée. On confirme par exemple que la considération d’un critere de
résistance finie en compression allonge forcément le temps de calcul, que I'on soit dans
le cas 2D ou le cas 3D. Cela est di au fait que ce temps de calcul dépend fortement de
la dimension du probleme a résoudre, autrement dit du nombre de variables
indépendantes du probleme d’optimisation. Ce nombre de variables indépendantes
nécessaires est effectivement plus important lorsqu’un critéere de résistance finie en
compression est considéré.

Temps de calcul (s)
Taille de la Amax 2
Cas D’aprés max
détude structure (Gilbert et al. (jbtel'il'l avec D D 2D 3D

(Ng X N)) 2006) Stabilithos oc<o, c<oa,
a 33 x 348 0.64286 0.64286 0.010 0.020 0.020 0.347
b 55 x 580 0.58000 0.58000 0.017 0.032 0.033 0.656
C 46 X 424 0.40369 0.40369 0.015 0.023 0.024 0.497
d 55 x 480 0.33195 0.33195 0.023 0.037 0.028 0.556
e 61 x 488 0.23964 0.23964 0.017 0.040 0.033 0.654
f 146 x 1404 0.34782 0.34782 0.065 0.176 0.128 2.135

Tableau 8-1 — Récapitulatif des multiplicateurs de charges horizontales maximaux
obtenus pour chacun des six exemples de murs et comparatifs des temps de calcul
selon la nature 2D ou 3D de la structure et le critére de résistance fini ou non en
compression
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Quelles que soient les hypotheses considérées et lorsque le nombre de joints reste
dans Pordre de la centaine, on voit que le temps de résolution du probléeme
d’optimisation est toujours trés rapide. Ce résultat permet d’envisager la mise en place
de calculs sériés.
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Figure 8.27 — Modes de rupture associés obtenus avec le module Stabilithos pour les
six exemples de murs traités dans (Gilbert et al. 20006)
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8.3.5 Calculs sériés

Cette rapidité d’exécution dans la résolution du probleme d’optimisation, méme
pour des calculs sur des structures de grandes dimensions, permet d’envisager
Pexécution de plusieurs problemes d’optimisation résolus les uns a la suite des autres.
En automatisant une telle série de calculs en faisant varier a chaque fois un seul
parameétres, on peut obtenir différents résultats intéressants, dans un temps de calcul
toujours relativement raisonnable.

8.3.5.1 Coefficient de sécurité géométrique

A la différence du coefficient de sécurité statique, le coefficient de sécurité
géométrique ne peut s’obtenir par la résolution directe d’un calcul d’optimisation
convexe. En effet, la minimisation de la résistance limite en compression, vue non plus
comme une constante mais comme une variable du probléme d’optimisation, permet
bien de définir un probleme d’optimisation conique solvable. Cependant, la
minimisation d’un facteur de réduction des dimensions des joints, vu comme une
nouvelle variable du probléme d’optimisation, définit un probléme d’optimisation non
convexe, qui n’est donc pas pris en charge par le solveur Mosek.

Le calcul de ce coefficient de sécurité géométrique s’effectue donc a l'aide d’une
méthode de dichotomie. L’algorithme consiste a "tester" la stabilité de la structure pour
des valeurs fixées successives du facteur de réduction des dimensions des joints. Pour
un facteur de réduction donné, si la structure est stable (autrement dit, si 'ensemble des
solutions admissibles est non nul) alors le facteur de réduction limite est plus élevé. A
I'inverse, pour un facteur de réduction donné, si la structure est instable (autrement dit,
si 'ensemble des solutions admissibles est nul) alors le facteur de réduction limite est
plus faible. En testant successivement des encadrements de plus en plus faible du facteur
de réduction limite, on peut finalement déterminer celui-ci avec un certain niveau de
précision souhaité, et donc le coefficient de sécurité géométrique, défini comme égal a
I'inverse de ce facteur de réduction limite, pour rappel.

A Tlaide de cette méthode, lutilisateur peut déterminer automatiquement le
coefficient de sécurité géométrique de la structure a un certain niveau de précision
décimale pres (Figure 8.28). I est également possible de fixer les valeurs de départ de
I'approche par dichotomie, afin d’optimiser, si besoin, le temps de calcul nécessaire pour
un certain niveau de précision souhaité.

Geometric safety factor - lower bound : m 1
Geometric safety factor - upper bound : (3) 5
Geometric safety factor - digits of precision : 2) 2
Geometric safety factor - number of iterations: 10

Figure 8.28 — Extrait de la boite de dialogue des réglages concernant la recherche du
coefficient de sécurité géométrique par dichotomie

11 serait intéressant de rechercher par la suite des pistes mathématiques permettant
de transformer le probléme d’optimisation non convexe en un probleme d’optimisation
convexe équivalent, a 'aide de changements de variables bien choisis.
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8.3.5.2 Etudes de sensibilités

Une autre possibilité, permise par la rapidité de la résolution du probleme
d’optimisation conique, consiste a modifier un seul paramétre mécanique donné, a
chaque nouvelle itération du calcul en série. Ainsi, le calcul d’optimisation est résolu a
chaque fois, apres la modification automatique de la valeur du parametre mécanique
donné, pour obtenir la charge limite du mode de chargement donné, qui, lui, reste
toujours le méme. On peut ainsi obtenir ’évolution de la charge limite en fonction de
la variation d’un seul parameétre mécanique, toutes choses égales par ailleurs.

Plusieurs types de calculs en modifications sériées ont été ainsi implémentés, en
fonction des différents besoins de simulations identifiés : (i) la variation du coefficient
de frottement appliqué aux joints par le critere de frottement de Coulomb (cf. étude des
plates-bandes, du dome de la cathédrale de Pise, de I'arc-boutant et de la voute de la
cathédrale Notre-Dame), (ii) la variation de la résistance finie en compression appliquée
aux joints (cf. étude du dome de la cathédrale de Pise, de I'arc-boutant et de la voute de
la cathédrale Notre-Dame), (iii) la variation de 'angle d’un mode de chargement défini
par des charges appliquées aux centres de gravité des blocs et proportionnelles aux poids
propres des blocs (utilisé pour faire varier I'angle de sollicitation d’un séisme modélisé
de maniére quasi-statique, cf. étude du dome de la cathédrale de Pise) et (iv) la variation
de 'amplitude d’un chargement extérieur appliqué a la structure (utilisé pour établir des
domaines de stabilité a deux parametres, cf. étude des plates-bandes).

Les valeurs numériques des solutions du probléme d’optimisation en fonction de la
variation du parametre choisi sont enregistrées automatiquement dans un fichier de
format texte non binaire (fichier CSV, pour « Comma-Separated Values »), lisible dans
un logiciel tableur notamment.

Pour des perspectives futures, il pourrait étre intéressant d’imaginer puis
d’implémenter d’autres types de variations qui éclaireraient sur la variabilité de la
résistance d’une structure a un mode de chargement donné, en fonction de certains
parameétres identifiés.

ﬂ Stabilithes : serial compute X

Serial computation with :
(@) Friction coefficient p
() Limit in compression @ in MPa
Seismic horizontal direction angle B in degrees
) Load factor

Initial value : ]
Final value : 0.6
Step: 0,0001

Number of iterations : 6000
Estimated total computation time : 00:00:13.4

Figure 8.29 — Boite de dialogue pour le choix d’un parameétre variable dans le cadre
d’un calcul sérié : P'utilisateur entre également la plage de variation ainsi que
I'incrément de variation
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Pour mettre en application ce principe, on fait varier le coefficient de frottement de
Coulomb du critere de résistance finie au glissement appliqué aux joints d’une structure
composée de 11 claveaux, dont les caractéristiques géométriques sont décrites en Figure
8.30. Le mode de chargement consiste a maximiser une force excentrée appliquée au
centre de I'aréte de Pextrados du 3°™ claveau en partant de la gauche (Figure 8.30).
I’évolution de la valeur de cette force maximale en fonction de la valeur du coefficient
de frottement appliqué aux joints est indiquée en Figure 8.31. Cette courbe est obtenue
en réalisant 6000 calculs successifs de résolution du probléeme d’analyse limite, pour une
précision de I'incrément du coefficient de frottement égale a 0.0001. Le temps de calcul
pour ce calcul sérié (Figure 8.29) est d’environ 13.5 secondes.

On montre également en Figure 8.32 les différents modes de rupture obtenus pour
ce méme chargement de force excentrée avec certaines valeurs particulicres du
coefficient de frottement. On voit alors logiquement I'activation progressive du mode
de rupture en glissement dilatant de Coulomb sur un nombre de joints de plus en plus
élevé, au fur et a2 mesure qu’on diminue la valeur du coefficient de frottement, jusqu’a
une valeur minimale, ici égale a 0.0728, en-dessous de laquelle aucun mode de
chargement n’est admissible par la structure sous son poids propre. Par ailleurs, pour
cette géométrie sous ce mode de chargement, il existe une valeur maximum du
coefficient de frottement, ici égale a 0.4822, au-dela de laquelle le critere de frottement
de Coulomb n’est plus activé en aucun joint.

!

Figure 8.30 — Géométrie de 'arc et mode de chargement appliqué au centre de I'aréte
d’extrados du 3°™ claveau en partant de la gauche
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Figure 8.31 - Evolutions de la force excentrée maximale admissible en fonction du
coefficient de frottement de Coulomb
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Figure 8.32 — Modes de rupture correspondant a différentes valeurs de coefficient de
frottement pour le mode de chargement en charge excentrée : (A) u = 0.1, (B) u = 0.3,

Q) p=04, (D)u=044, (Eyu=05
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Ce chapitre propose une analyse mécanique de différentes plates-bandes, dont la
description géométrique et une analyse mécanique analytique et numérique a 'aide des
réseaux de forces est proposée dans (Fantin 2017). L’objectif est, dans un premier
temps, de valider la méthodologie numérique consistant a établir de maniere
suffisamment efficace, a I'aide de I’analyse limite bloc a bloc, les fronti¢res exactes d’un
domaine de stabilité a deux parametres (ici, charge verticale, poussée), selon les criteres
de résistances choisis. Les domaines, ainsi déterminés numériquement, sont ensuite
comparés aux domaines de stabilité établis analytiquement dans (Fantin 2017). La
comparaison de ces domaines analytiques et numériques, notamment pour le cas de la
plate-bande a joints en X, permet de qualifier la qualité des domaines analytiques, établis
dans le cadre d’une approche par l'intérieur du calcul a la rupture par la supposition, a
priori, de la forme des champs de contraintes extrémaux.
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9.1 Introduction et objectif

Les définitions de la géométrie des plates-bandes et de certains parametres d’études
de ce chapitre sont directement issus de 'analyse effectuée dans le travail de these de
Fantin sur une plate-bande a joints en X, relevée a la cathédrale de Prato en Italie (Fantin
2017). Dans ce dernier, plusieurs formules de domaines de résistances sont notamment
établies de maniere analytique pour différents cas de plate-bande, en fonction des
parameétres mécaniques et géométriques.

Lla comparaison entre ces résultats analytiques et les nouveaux résultats obtenus
dans le cadre des simulations en analyse limite bloc a bloc, implémentées dans ce
chapitre, permettent (1) de valider la méthodologie numérique présentée ci-apres pour
établir les domaines de stabilité, mais aussi (ii) de prendre du recul par rapport aux
hypothéses mécaniques invoquées pour obtenir les domaines de stabilité analytiques et
numériques.

De manicre générale, I’établissement des domaines de stabilité permet également de
qualifier la stabilité d’une structure a 'aide d’un critere objectif. En comparant plusieurs
domaines de résistances pour une méme famille de plates-bandes sur laquelle on fait
varier un unique parametre géométrique ou mécanique, toutes hypothéses égales par
ailleurs, on peut en tirer des conclusions sur les différentes qualités structurelles et leurs
sensibilités selon ces paramétres variables.

9.1.1 Géométries des plates-bandes

Deux types principaux de plates-bandes sont analysés dans ce travail : plusieurs
variétés de plates-bandes a joints droits et une plate-bande a joints en X. Ces deux types
de plates-bandes possedent les mémes dimensions de longueur moyenne L,,, de hauteur
h et d’épaisseur b (Figure 9.1 et Figure 9.2).

h=075m

b=

Figure 9.1 — Dimensions des plates-bandes a joints droits
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b=

z

L+

Figure 9.2 — Dimensions et vue éclatée de la plate-bande a joints en X

Les plates-bandes a joints droits étudiées sont composées de k blocs de volumes
égaux, obtenus grace a la méthode des divisions égales. Cette regle consiste a diviser en
segments égaux les intrados et extrados de la plate-bande pour définir les fronticres des
blocs clavés (Fantin 2017). Les deux blocs de sommiers aux extrémités sont utilisés pour
bloquer les conditions limites aux appuis. L’angle formé entre ’axe vertical et le joint de
contact entre le sommier et le contre-sommier est défini égal a ¢.

De maniére générale, ce type de plate-bande n’est pas invariante par une rotation
de 180° autour de I'axe X. Il n’est donc pas équivalent d’étudier les chargements
verticaux positifs et les chargements verticaux négatifs, excepté pour le cas particulier
de la plate-bande a joints verticaux (lorsque ¢ = 0°). Par ailleurs, ce type de plate-bande
est invariante par translation selon I'axe Y. Pour un chargement contenu dans le plan
vertical de symétrie XZ, il est donc possible de se ramener a I’étude d’un probléme 2D.

La plate-bande a joints en X étudiée ici posséde les mémes dimensions générales
que les plates-bandes a joints droits. Elle est composée de k = 5 blocs, possédant tous
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les mémes dimensions. L’angle formé entre l'axe vertical et chacun des joints
d’interfaces rectangulaires est égal a 6°. Comme illustré sur la Figure 9.2, 'assemblage
de cette plate-bande particulicre nécessite une orientation successive des blocs,
différente d’un bloc par rapport au suivant, lui conférant ainsi ses propriétés
autobloquantes.

La plate-bande est invariante par une rotation de 180° autour de I'axe X. Les études
des chargements verticaux positifs et négatifs sont donc équivalents. Cependant, elle
n’est pas invariante par translation selon I'axe Y. I.’étude doit donc s’effectuer dans le
cadre 3D.

9.1.2 Influences des paramétres mécaniques et géométriques

Certains parameétres mécaniques sont fixés pour lintégralité des simulations ci-
apres. Cest notamment le cas de la masse volumique des blocs p, = 2400 kg/m® et de
la résistance finie en compression aux interfaces g, = 1.0 MPa. On note donc que le
critere d’Heyman concernant la limite infinie en compression n’est ici pas respecté. Si
cela avait été le cas, sans aucun critére pour borner les efforts normaux aux joints, les
poussées maximales obtenues pour définir les fronticres des domaines de stabilité
auraient été potentiellement infinies.

Concernant les plates-bandes a joints plans, les fronticres des domaines de stabilité
sont évaluées systématiquement pour deux criteres de frottement différents au niveau
des interfaces de joints : (i) soit on consideére un critere de Coulomb avec un coefficient
de frottement p = 0.7, (ii) soit un critere d’interface parfaitement rugueuse est adopté,
autrement dit, aucune possibilité de glissement n’est autorisée, ce qui correspond a un
coefficient de frottement u = oo,

Pour le cas de la plate-bande a joints en X étudiée ici, le critere de Coulomb est
toujours considéré au niveau de chacune des interfaces de joints (interfaces de contact
triangulaires et rectangulaires), avec un coefficient de frottement u = 0.7. En effet,
comme nous le verrons en 9.3.2, adopter un critere d’interface de joints parfaitement
rugueuse conduit dans ce cas-la a des domaines de stabilité non bornés. Par ailleurs, la
définition tridimensionnelle du probleme implique de définir un critere sur le moment
de torsion au joint : celui-ci est défini de maniere binaire, (1) soit parfaitement glissant
en rotation (L.e. M, = 0) (ii) soit parfaitement rugueux en rotation (l.e. M; < o).

Des analyses de sensibilités sont également menées en fonction de différents
parametres géométriques pour les plates-bandes a joints plans. L'influence du nombre
de blocs constituant la plate-bande est notamment évaluée sur le cas de la plate-bande
a joints verticaux. On étudie également I'influence de I'angle de clavage ¢ sur le domaine
de stabilité. Ces résultats sont ensuite comparés avec les domaines de stabilité
déterminés analytiquement dans (Fantin 2017).

9.1.3 Construction des domaines de stabilité

Soit une plate-bande soumise a un chargement de poids propre vertical, défini
positif vers le bas, égal au total 2 Wy =b x h X Ly, X py X g. Quelles que soient les
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géométries de plates-bandes traitées dans ce chapitre, présentées en Figure 9.1 et en
Figure 9.2, cette valeur W, est la méme. En plus du poids propre, une charge verticale V
répartie, définie négative vers le bas et positive vers le haut, est imposée a 'extrados de
la plate-bande. La charge verticale totale W appliquée a la plate-bande est donc égale a
W=V-—Ww,.

Dans le cadre de 'analyse limite des structures bloc a bloc, le domaine de stabilité
est ici défini comme Pensemble des couples (W;H) tels qu’il existe une distribution
d’efforts aux interfaces vérifiant en méme temps les trois conditions suivantes :
(i) équilibre de chacun des blocs de la plate-bande, soumise a la charge verticale totale
W =V —W,, est respecté, (i) en chacun des joints, les criteres de résistance sont vérifiés
et (i) la plate-bande exerce une poussée H sur les sommiers. Un exemple d’une telle
configuration est illustré en Figure 9.3.

W=V-

T TH

Figure 9.3 — Exemple de configuration (W; H) appartenant au domaine de stabilité de
la plate-bande

Pour définir intégralement un tel ensemble, Pexploration exhaustive de toutes les
configurations appartenant au domaine de stabilité est non nécessaire (en plus de
sembler particulierement laborieuse...). En effet, il est possible d’identifier uniquement
les fronti¢res de cet ensemble, que 'on sait convexe, au vu de la convexité des criteres
de résistance adoptés (Salencon 1983).

Rapporté a notre exemple de plate-bande, I'application de cette démarche consiste
donc a déterminer les valeurs minimale H,,; et maximale H,,, admissibles par la
poussée H sous le chargement vertical W (Figure 9.4). Par la propriété de convexité du
domaine de stabilité, on peut alors en déduire que, pour la charge verticale W, toutes les
configurations d’équilibre vérifiant les criteres de résistance aux joints possedent une
poussée H comprise entre les valeurs Hy,;, et Hygy. Et réciproquement, toutes les
configurations d’équilibres possédant une poussée H comprise entre les valeurs Hy,, et
H,pqx vérifient bien les criteres de résistance aux joints.

Les domaines de stabilité numériques sont ainsi obtenus, point par point, a 'aide
de simulations successives, basées sur I'analyse limite des structures bloc a bloc. Pour
une valeur donnée de la surcharge verticale V, considérée comme une force extérieure
fixée, on détermine les poussées minimale et maximale associées. On itere ensuite pour
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différentes valeurs de chargement vertical W, avec un pas d’itération suffisamment petit,
de sorte a obtenir une frontiére de domaine suffisamment lissée.

Pour permettre la généralisation des frontieres des domaines quelles que soient les
valeurs du parametre d’épaisseur b de la plate-bande, les valeurs de poussée H et de
chargement vertical W sont adimensionnées en leur divisant le poids propre total de la
plate-bande W.

A Charge
verticale _ .
A c Intérieur du domaine B
[ | ]
W /W,
0 Extérieur du L I J Extérieur du
domaine | ' i domaine
I . Charge
: : ' hotizontale
Hmin/WO H/WO Hmax/WO
C

Figure 9.4 — Principe de définition des fronticres du domaine convexe de stabilité par
'analyse limite, pour une charge verticale W donnée
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Pour chaque domaine de stabilité, I'itération sur les valeurs de charges verticales
adimensionnées W, est effectuée avec un incrément de 0.1, ce qui implique un total
compris entre 900 et 1500 calculs d’analyse limite pour définir la frontiére d’un seul
domaine, selon la taille du domaine.

Les ordres de grandeur de temps de calculs sont différents en fonction des cas de
plates-bandes. A l'exception de la plate-bande a joints verticaux constituée de 500
claveaux, les calculs nécessaires a la définition des domaines de stabilité des plates-
bandes a joints droits nécessitent entre 5 et 10 secondes (soit au moins un calcul
d’analyse limite toutes les 6.7 ms) sur un ordinateur portable d’entrée de gamme
(processeur Intel(R) Core (TM) i5-7200U CPU @2.50GHz, RAM 8.0 Go).

Le temps de calcul nécessaire pour la plate-bande a 500 claveaux est de 'ordre de 4
minutes (soit un calcul toutes les 0.24 s). L’ordre de grandeur pour le cas de la plate-
bande a joints en X est plutot situé entre 5 et 6 minutes (soit au moins un calcul toutes
les 0.23 s). Ces différences sont principalement dues au nombre élevé de variables prises
en compte dans ces problémes d’optimisation. Dans le cas de la plate-bande a joints en
X, la considération de contraintes n’appartenant pas a I'ensemble des contraintes
coniques du second ordre (contraintes traduisant le critére de résistance finie en
compression 3D, utilisant notamment le cone puissance) influe également sur le temps
de résolution du probléme d’optimisation.

9.2 Plate-bande a joints droits

9.2.1 Sensibilité au nombre de claveaux

Les premiers domaines de stabilité sont établis en considérant uniquement la plate-
bande a joints droits verticaux, autrement dit, avec un angle de clavage fixé a ¢ = 0°.
L’établissement des frontieres du critere, point par point selon la méthode décriteci-
dessus en 9.1.3, est effectué en deux temps : (i) en considérant un critere de Coulomb
aux joints avec un coefficient de frottement égal a 0.7 et (ii) en considérant une interface
parfaitement rugueuse. Quatre versions de la géométrie de la plate-bande sont créées
possédant chacune un nombre différent de claveaux : 3, 5, 7 et 500 (Figure 9.5).

La plate-bande a 500 blocs permet d’approximer avec suffisamment de précision la
situation d’une plate-bande possédant une infinité de joints. Notons cependant qu’avec
un certain recul a postériori sur les différents résultats concernant la plate-bande a joints
verticaux, un résultat exactement similaire a celui d’'une plate-bande découpée de
maniere infinitésimale peut étre obtenu avec la simulation d’une plate-bande possédant
seulement 2 blocs. En effet, les joints les plus défavorables sur lesquels s’applique le
critere de compression maximal sont toujours les joints en contact avec les sommiers et
au centre, que I'on soit dans une situation de poussée minimale ou maximale. Il n’y a
donc théoriquement aucune différence entre toutes les plates-bandes a joints verticaux
possédant un nombre pair de blocs.
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Figure 9.5 — Domaines de stabilité numériques obtenus par la simulation analyse limite
bloc a bloc pour différentes valeurs k du nombre de claveaux de la plate-bande a joints
verticaux

Comme attendu, on peut tout d’abord remarquer la symétrie des différents
domaines par rapport a I'axe horizontal (Figure 9.5). Cette symétrie était anticipée du
fait de la symétrie de la géométrie de la plate-bande a joints droits par rapport au plan
horizontal. La considération des chargements verticaux positifs et négatifs est donc
exactement équivalente.

On retrouve également un résultat connu en analyse limite des structures bloc a
bloc : plus les joints réels sont éloignés des joints de rupture préférentiels (ici, les joints
des sommiers et du centre), plus la structure est stable. Ce principe se traduit sur les
domaines de stabilité : les domaines pour les plates-bandes ayant un nombre impair de
blocs sont de plus en plus réduits au fur et a mesure que des joints sont ajoutés proches
du centre de la plate-bande (Figure 9.5). Cependant, cet effet solidifiant semble
relativement négligeable lorsqu’on considere la différence relative entre une plate-bande
a 3 blocs et une plate-bande a blocs infinitésimaux.

Afin de conforter la bonne exécution de la méthodologie permettant d’obtenir ces
domaines de stabilité, on compare (i) les domaines obtenus numériquement par la
méthode décrite en 9.1.3, avec (i) les domaines de stabilité analytiques donnés par
(Fantin 2017).
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Pour les plates-bandes a joints verticaux parfaitement rugueux, le domaine
analytique est décrit par les équations paraboliques suivantes (Fantin 2017) :

w 8h H k? < W, H) ©.1)

JEE— i__ — R
WO Lm WO k2 - 1 bhO‘C WO

Lorsque le glissement est rendu possible par un critere de Coulomb, ce domaine
parabolique est tronqué par les droites d’équations (Fantin 2017) :

w H
TR (9.2)
La comparaison entre les domaines analytiques et les domaines numériques permet
de vérifier la bonne superposition des deux résultats (exemple pour la plate-bande a
joints droits constituée de 5 claveaux en Figure 9.6), comme logiquement attendu
puisqu’il n’y a aucune différence de modélisation ou d’hypotheses, que ce soit
mécanique ou géométrique, entre les méthodes analytiques et numériques dans ce cas
de figure.

30

20

10

30

-20

Charge verticale adimensionnée W /W0

Charge horizontale adimensionnée H/WO0

IIDII k=5;u =0,7 ; domaine analytique k =5; u = o ; domaine analytique

——k =5;u=0,7; domaine numérique ----k=>5;u = ©; domaine numérique

Figure 9.6 — Comparaison entre (i) les domaines analytiques obtenus avec les
équations (9.1) et (9.2), et (i) les domaines obtenus numériquement par analyse limite
pour le cas de la plate-bande a joints verticaux a 5 claveaux

9.2.2 Sensibilité a ’angle de clavage

Les domaines de stabilité qui suivent sont obtenus pour une plate-bande a 5
claveaux (Figure 9.7). L’angle de clavage ¢, défini en Figure 9.1, est a présent modifié,
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pour varier entre trois valeurs données : 6°, 18° et 30°. De la méme manicre que dans
le paragraphe ci-dessus, chaque cas de géométrie est traité pour un critere de Coulomb
appliqué aux joints et pour un critere de joints parfaitement rugueux.

50

40

30

20

Charge verticale adimensionnée W/WO0

Charge horizontale adimensionnée H/WO0

N7 ——¢=30;p=07 ----p=30;p=0
Wy ——¢=18;pu=07 ----p=18;p=
‘\I[Dj —4)26;}}':0,7 ————¢:6;H:00

Figure 9.7 — Domaines de stabilité obtenus numériquement pour une plate-bande a
k =5 claveaux, et pour différentes valeurs d’angles de clavage ¢ entre sommier et
contre-sommier

On retrouve également plusieurs résultats déja soulignés dans des travaux antérieurs
tels que la troncature de 'extrémité du domaine pour les poussées maximales (Fantin
2017). Cette troncature est due a des cas limites correspondant a une distribution de
contrainte particuliere dans une plate-bande dans laquelle les joints n’ont pas tous la
méme aire. En effet, pour le cas d’une plate-bande a joints droits inclinés, les joints les
plus proches du centre possedent une aire inférieure aux joints situés aux extrémités. Il
est donc possible que ces joints centraux soient sollicités au maximum en compression
sur I'intégralité de leur surface, alors que dans le méme temps, le niveau de contrainte
de compression maximal n’est pas encore atteint dans les joints périphériques. Cette
situation de chargement limite particulicre a pour conséquence un mode de rupture
théorique n’impliquant aucune rotation relative entre blocs, comme illustré au point G
de la Figure 9.8.

Les modes de rupture correspondant a différents points de la frontiére du domaine
de stabilité sont illustrés en Figure 9.8, chacun accompagnés de leurs configurations
associées d’efforts limites. On peut ainsi identifier sur cette figure les points C, F et G,
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correspondant a des ruptures de la plate-bande en poussée active (i.e. poussée maximale)
et les points A, B, D et E, en poussée passive (i.e. poussée minimale) avec (points B et
E) ou sans glissement (points A et D) autorisé.

40

30

Charge verticale adimensionnée W/WO0

-40
Charge horizontale adimensionnée H/WO0

W ——¢=18;p=07 ----p=18;p=0

258



Chapitre 9
Plates-bandes

Iy

Figure 9.8 — Identification des efforts aux interfaces, des niveaux de contraintes de
compression en MPa (a gauche) et des modes de ruptures associés (a droite) pour
différents points de la fronticre du domaine de stabilité, pour une plate-bande a cing
blocs, a joints inclinés de 18°
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On remarque le phénomene de dilatance sur les modes de ruptures associés aux
points de la frontiere du domaine activant le critere de glissement (points B et E sur la
Figure 9.8). Comme déja décrit a plusieurs occasions dans les chapitres précédents, en
2.2.3.3, en 6.2.1.2 et en 7.2.5.1, ce phénomene physiquement non réaliste est di a
I'application de I’analyse limite pour des matériaux (ici le joint) dont le comportement a
la rupture (ici le glissement) n’est pas correctement décrit par un modele de matériau
parfaitement plastique standard. La conséquence est une surestimation de la charge
limite pour ces modes de rupture en glissement (Drucker 1954). Ces frontic