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MESURES DE PERFORMANCES
AJUSTEES POUR LE RISQUE
(MPAR) ET ALLOCATION DES

CAPITAUX PROPRES

1

Jean-Laurent Viviani

Résumé

Le développement de la gestion du risque fondée
sur la VaR (Value at Risk) sert de cadre a un
ensemble de mesures de performances ajustées pour
le risque. L’article présente les mesures de base et
leurs propriétés. Le rapprochement de la gestion du
risque avec la gestion de portefeuille espérance
variance permet de démontrer la validité de
I’utilisation de ces mesures pour I’allocation des
capitaux propres et leur compatibilité avec le
Modele d’Evaluation des Actifs Financiers
(MEDAF). Ce rapprochement nous conduit a
proposer deux nouvelles mesures de performance
ajustés pour le risque.

Mots clés. MEDAF — Performance — RAROC —
risque - Value at Risk

! LARGO, Université d’Angers.

Abstract

Value at Risk (VaR) is now an important tool in
risk management. It can be used for developing risk
adjusted performance measures. In this paper we
expose the basis measures and investigate their
properties. Using portfolio management theory we
show that risk adjusted performance measures are
sensible guide in allocating internal capital and are
perfectly compatible with the Capital Asset Pricing
Model (CAPM). So we can expose two new risk
adjusted performance measure.

Keywords. CAPM - Performance — RAROC —
risk — Value at Risk-



Les mesures de performance ajustées pour le risque (MPAR) ont trois utilisations
principales. Elles ont pour premier objectif la comparaison des performances d’activités qui
ont des risques différents. Il faut tenir compte non seulement de la marge bénéficiaire dégagée
par un gestionnaire mais aussi du risque gqu’il fait subir a son institution. Un gestionnaire qui
dégage un bénéfice de 1 million en gérant des bons du Trésor n’utilise pas le capital de la
banque de la méme maniére que celui qui gagne 1 million en spéculant sur des titres tres
volatiles.

Ces mesures permettent donc de détecter les activités qui ont un avantage compétitif et
facilitent les décisions d’allocation du capital de la banque. Au lieu de raisonner sur des
mesures d’événements qui ont déja eu lieu (mesures ex post), il faut alors raisonner sur des
anticipations de résultat et de risque (mesures ex ante).

Elles permettent de calculer les capitaux propres nécessaires pour couvrir I’ensemble des
risques (de nature trés différente: change, taux marché, prix, crédit ...) pris par les
gestionnaires. Il s’agit alors de mettre la banque a I’abri du risque de faillite. La liaison entre
les MPAR et la rémunération des gestionnaires d’activités bancaires est un moyen de leur
faire prendre conscience des contraintes prudentielles qui pesent sur la banque. Un systeme de
rémunération en parti fondé sur les MPAR peut donc étre un moyen de réduire le conflit
d’intérét entre chaque gestionnaire et I’institution dans son ensemble. Pour résumer, la MPAR
est censée permettre de maximiser la valeur pour I’actionnaire tout en respectant les
contraintes prudentielles réglementaires ou fixées en interne.

Plusieurs régles de transformation peuvent étre adoptées pour tenir compte du risque. 1l est
possible d’ajuster les résultats de I’activité (enlever une prime de risque au résultat) et de
diviser par le capital qui lui est alloué (modified return on equity) ou de diviser le résultat non
ajuste, par le capital ajusté pour le risque (Risk Adjusted Return On Capital (RAROC) (7}, ou
plus justement, RORAC Return On Risk Adjusted Capital) ou enfin de faire les deux
(RARORAC : Risk Adujsted Return On Risk Adjusted Capital). Nous n’étudierons
essentiellement le deuxiéme type de mesures, les plus fréquemment utilisées sachant qu’il est
équivalent de corriger le numérateur ou le denominateur. L’ajustement du capital pour le
risque s’effectue alors a I’aide du concept de Value at Risk (VaR).

L’objectif de cet article est d’analyser la signification des MPAR. A I’aide des outils de la
gestion de portefeuille espérance variance. A la différence de MATHIS [1997] nous nous
placerons donc du point de vue d’un investisseur ou actionnaire bien diversifié. Nous
montrons que ces mesures conduisent a une allocation efficiente des capitaux propres de la
banque. Le rendement d’équilibre des capitaux ajustés pour le risque est donné par une
équation exactement identique a celle du Modéle d’Equilibre Des Actifs Financiers
(MEDAF). La reconnaissance de cette identité nous conduit a proposer deux nouvelles
mesures de performance ajustées pour le risque qui nous paraissent plus adaptées a la gestion
bancaire que les mesures traditionnelles.

Dans une premiere partie nous présenterons le concepts essentiel de la gestion du risque
qui sert de fondement aux MPAR et nous analysons les mesures traditionnelles. Dans la
seconde partie nous démontrons que ces mesures conduisent a une allocation efficiente des
capitaux propres de la banque en présence ou non d’actifs sans risque. Dans la troisiéme partie
nous explorons la relation entre les MPAR et le MEDAF.

! C’est le nom donné par Bankers Trust & son systéme de gestion du risque (SOUVIRON [1995])



1. Présentation des MPAR

Nous présenterons tout d’abord la mesure de performance d’une activité au sein de la
banque puis la relation entre I’activité étudiée et I’ensemble des activités de la banque. Cette
analyse nous conduira a proposer une mesure de performance plus adaptée a la gestion
bancaire.

1.1. MPAR d’une activité

Le calcul standard d’une MPAR d’un ensemble de positions, ou d’un portefeuille, consiste
a diviser le résultat (R) obtenu par le capital ajusté pour le risque (CAR) :
MPAR =R [1]
CAR

Le capital ajusté pour le risque est défini comme la perte maximum possible pour un
niveau de confiance et un horizon donnés, ce n’est rien d’autre que la VaR.

Plus techniquement la Value at Risk (le CAR) de la position pour la durée t et le niveau de
probabilité g, se définit comme le résultat, noté VaRq tel que le résultat effectif de la position

durant l'intervalle [0, t] ne dépasse VaR qu'avec la probabilité de (1-q)

Soit, pour une position de valeur de marché V;:
Plav, >var, |=1-q ou P|aV, <var, |=q

Si les variations de valeur de la position suivent une loi normale :

~

oLV, - _VaR, - E(av, )o

o) o) g "

VaRq (A\Z )_ ‘E (A\Z ) _
o) ™

Le quantile de la loi normale centrée réduite est noté Zq soitici :

La Value at Risk peut donc sécrire : VaR, (aV, )= E(aV, )+ z, xo(aV;) [2]

Si le gestionnaire des risques ne s'intéresse qu'au risque de perte par rapport aux
anticipations de variations, ou si ces anticipations sont négligées, la value at risk se simplifie
en:

VaR, (A\Z): zZ, J(A\Z) [3]
" o ~\_ Elav,
La MPAR d’une position est donc a partir de [1] et [3] : MPAR(AVt ): (AA\t—/) [4]
7.0
q t



La MPAR s’analyse donc comme le ratio du résultat obtenu sur une position sur les
capitaux qu’il faut mettre en réserve pour couvrir la plus grande majorité des pertes possibles.
Ainsi si q vaut 95 %, le capital mis en réserve (le CAR) permet de couvrir 95 % des
évolutions possibles de la position.

1. 2. MPAR d’une activité et CAR de la banque

Le capital ajusté pour le risque de la banque n’est pas égal a la somme des CAR de ses
différentes activités. Du fait que la corrélation imparfaite entre les différentes activités (la
corrélation entre les risques est faible pour les banques géneralistes TOLLA [1996]), le CAR
de la banque est inférieur a la somme des CAR. Plus précisement, la relation est :

/2
CARgye = [ ZCARiCARjCij 0 [5]
T T O

c; - coefficient de corrélation entre I’activite i et I"activite j.

La relation [5] peut étre écrite de maniere a faire apparaitre la contribution au CAR de la
bangue de chacune des activités :

/2

CARg,, = § CAR, S CARc, 0 [6]
i ]

La deuxieme somme représente I’équivalent de la covariance de I’activité i avec
I’ensemble des activités de la banque, elle s’interpréte donc comme la contribution aux CAR
de la banque de I’activité i. Pour mesurer la performance d’une activité au sein d’une banque
(et non une activité isolée), il semble utile de ne pas seulement utiliser le CAR, mais la
contribution au CAR de la banque. Nous appellerons donc mesure diversifiée la mesure :

R, R, R R/ xCAR
MPARD, =—1 —=— 1 = | =
CAR Di CARI Cquue Xi CARBque :Bquue :Bquue

Bque [7]

C.oe - COefficient de corrélation de I’activité i avec I’ensemble des activités de la banque.

_Cov(R, Reqe) .. o
= - coefficient de contribution de I’activité i au risque de la banque,

\% I:quue
: capitaux ajusteés pour le risque de la banque.

iBque

iBque —

CAR

Bque

Ce ratio s’analyse comme la rentabilité de I’activité i divisée par son risque systématique

¢!

! Cette mesure est donc trés proche du ratio de Treynor. Le béta n’est pas calculé par rapport aux rendements
du marché mais par rapport aux rendements de la banque. Nous examinons plus bas les fondements de cette
ressemblance.



L’intérét de cette mesure vient du fait que le capital ajusté pour le risque de la banque est
égal a la somme des CARD (annexe 1) :

CARgqe = ) CAR(Ciyye [8]

La mesure de performance ajustée pour le risque d’une activité i peut se décomposer de la
maniére suivante :

Ri anueVZq _ anue R _ 1 Cquue Ri

CAR, CAR X0, CARgye % Bisgse CAR

MPAR, = [9]

Bque Bque Bque

avec

O g - €Cart type de I’ensemble des activités de la banque,
o, :écart type de I’activité i,

Le premier ratio de I’équation [9] mesure I’inverse de la contribution au risque de la
banque de I’activité i, le second mesure la contribution de I’activité i a la rentabilité
financiére. La MPAR de I’activité i est d’autant plus forte que sa contribution au risque est
faible et que sa contribution a la rentabilité financiere est forte. La différence entre MPAR et
MPARD provient du traitement de la corrélation avec les activités de la banque, la MPAR
revient a corriger le résultat par la corrélation alors que la MPARD corrige le CAR.

La performance du gestionnaire de I’activité i dépend de sa capacité d’accroitre le résultat
de son activité compte tenu de son risque, le gain de diversification ne dépend pas de lui, il
faut donc utiliser principalement la MPAR. Il serait injuste de considérer un gestionnaire
comme plus performant qu’un autre du seul fait que I’activité qu’il gére est moins corrélé avec
les activités globales de la banque.

La performance de la banque dépend des capacités de chacun de ses gestionnaires et de la
corrélation entre ses différentes activités. Pour des gestionnaires également compétents, la
performance de la banque sera d’autant plus forte que la corrélation entre ses activités sera
faible. La mesure pertinente est donc la MPARD. La banque envisage une nouvelle activité
soit a cause de sa forte rentabilité soit parce qu’elle améliore sa diversification (sa corrélation
avec I’ensemble des activités de la banque est faible).

2. La MPAR et I’allocation des capitaux

Dans cette section nous nous interrogerons sur I’utilité des MPAR dans le choix par la
banque d’une combinaison d’activités. Au lieu de raisonner sur des MPAR ex post nous
raisonnerons sur des MPAR ex ante.

2.1. La MPAR et les frontiéres d’efficience espérance variance

La recherche de la meilleure structure d’activités pour la banque peut étre obtenue en
cherchant & minimiser les CAR nécessaires pour obtenir un résultat donné (absence d’actif



sans risque) ou par maximisation directe de la MPAR (présence d’actifs sans risque). Dans ce
dernier cas, la MPAR doit étre légerement modifiée, le résultat est remplacé par la prime de
résultat liée aux activités risquées, soit pour une activité i quelconque (ﬁl :

MPAR, = \=\0 | [10]

Cette correction est nécessaire car, en son absence, le gestionnaire de I’activité i pourrait
obtenir une MPAR tendant vers I’infini en n’investissant que dans des activités sans risque
(en ne réalisant que des activités d’arbitrage). En effet ces activités ne consomment pas de
capitaux propres puisque leur risque de perte est nul. Cette correction léve une critique
importante généralement faite au MPAR initial (WILSON [1992], DOWD [1998]).

Les structures d’activités risquées obtenues par chacune des deux méthodes sont
strictement identiques & celles données par la gestion de portefeuille espérance — écart type.
Les méthodes d’optimisation fondées sur la MPAR conduisent donc la bangque a choisir une
structure d’activités efficiente (cf. annexe 2).

Les structures d’activités risquees optimales sont indépendantes du niveau de
probabilité g attribué a la VaR (du niveau de z,) (cf. annexe 3). En revanche, la part des

activités de marché, V, couverte par les CAR dépend du niveau de probabilité g. Pour un
niveau de CAR fixe, plus le niveau de g est élevé et moins la valeur des activités risquéee est
grande (cf. annexe 3). Selon cette approche, toutes les banques ont la méme répartition des
activités risquees. Ou, plus exactement, les différences dans les structures d’activités ne
peuvent s’expliquer que par des différences d’informations ou de compétences entre les
bangues et non par la gestion du risque. En revanche le choix de g détermine le ratio actif sur
capitaux propres. La valeur de g ne peut donc pas étre fixée indépendamment de la politique
d’endettement de la banque. L’endettement optimal dépend de I’avantage fiscal, des colts
specifiques de faillite et des colts d’agence (GOFFIN [1999], MATHIS [1997]). Si la fixation
de g est fortement reliée au deuxiéme facteur explicatif, sa relation avec les deux autres
facteurs n’est pas explicite. Une valeur de q arbitraire peut donc conduire a une politique
d’endettement qui n’est pas optimale. Dans I’ensemble de I’article nous raisonnerons donc
dans un monde sans impdt et sans colt d’agence pour ne pas avoir a traiter des relations
complexes entre la VaR et la politique d’endettement de la banque.
Dans le plan, Résultat — CAR, la frontiére d’efficience des activités de la banque s’écrit :

Vv xE(F'quue):v x R, +CAR x MPAR [11]

Le résultat global de la banque est égal
- au résultat obtenu si toutes les activités étaient sans risque ,

1 ) . . RS
Il existe donc une relation trés simple entre la MPAR et le ratio de SHARPE : MPAR =— . La MPAR a

Zq

un avantage sur le ratio de Sharpe car elle peut étre calculée pour toutes les activités. Il est difficile de calculer le
rendement d’un contrat car I’investissement initial est nul, en revanche la MPAR est relativement aisée a
calculer.



- plus une prime égal au montant des capitaux propres engagés multipliés par la
MPAR.

Ou dans le plan, Espérance des rendements — CAR/V

CAR

E(ﬁBque): R, + x MPAR [12]

Cette équation ressemble beaucoup a I’équation de la frontiére d’efficience en présence
d’actifs sans risque. CAR/V s’interpréte comme la mesure de risque et la MPAR comme la
prime de risque.



MP

>

CAR/

2.2. Propriétés de la MPAR

Connaissant la structure des activités risquées de la banque il convient de se demander quel
est le point de comparaison des MPAR calculées pour chacune des activités.

A partir du risque de I’ensemble des activités risquées de la banque, la frontiére
d’efficience indique le rendement que des dirigeants, sans information particuliére, auraient
pu obtenir. Connaissant, le quantile de la loi normale centré réduite utilisé par la banque, il est
possible de construire I’équivalent de la frontiere d’efficience dans le plan espérance —
CAR/V (cf. graphique de I’annexe 3). La pente de cette droite est :

MPAR _ER)-R:)

" (CARIV),

Le gestionnaire de I’activité i obtient une bonne performance si : MPAR, > MPAR,, . La
comparaison ne se fait pas avec la MPAR de la banque car celle-ci n’est pas necessairement
sur la frontiére d’efficience.

On présente souvent la MPAR comme le ratio du rendement obtenu par le gestionnaire sur
le CAR (nous noterons cette mesure MPARR). Le gestionnaire d’une activité ou d’un
ensemble d’activités doit obtenir les rendements les plus forts possibles compte tenu des
capitaux propres qui lui sont alloués. Cette mesure n’est pas valable (WILSON [1992]). En
effet, en I’absence de contraintes, le gestionnaire peut obtenir une performance aussi grande
qu’il le souhaite en combinant des positions risquées qu’il est chargé de gérer et une position
sans risque (cf. annexe 3).



3. MPAR ET MEDAF

3.1. Rentabilité exigée pour les CAR

A partir du théoréme de séparation de Tobin (annexe 3) et en adaptant la démonstration du
MEDAF effectuée par SHARPE [1964], il est possible de montrer que les rentabilités des
capitaux propres ajustés pour le risque sont reliées par la formule du MEDAF (annexe 4).

EF)=r. +B[EF,)-r.] avec E[)= Ec(i—kR}J pour k =i, M, F.

Le rendement exigé pour les capitaux ajustés pour le risque (qui n’est rien d’autre que
I’espérance de la MPAR) ne dépend donc pas du niveau de probabilité ¢ choisi contrairement
a ce qui est affirme dans la littérature (DOWD [1998], WILSON [1992]).

La relation du MEDAF est transformée de maniére a faire apparaitre les capitaux ajustés

Ry

pour le risque diversifié : E(ﬁi)\/ =RV +MCARDi

7,0
q- M
Cette équation indique quel bénéfice I’investisseur peut espérer en investissant CARD;
dans la position i. Le bénéfice attendu dépend de la prime de risque par unité de risque pris en
E(RM !— R

2,0y

compte par la banque :

3.2. Nouvelles mesures de performance ajustées pour le risque

Les résultats précédents suggerent de transposer les mesures de JENSEN [1968] et de
TREYNOR [1965] dans le cadre de la gestion du risque. Le contréleur des risques souhaite
comparer les performances obtenus par un gestionnaire avec les performances du marché.

. i ) . . = R, —R
La droite des risques ex post est donnée par I’équation : RF = R.V +—*——F CARD,

2,0y

L’équivalent de la mesure de Jensen que nous proposons est : a, = R, — RS . C’est I’écart

entre le résultat obtenu par le gestionnaire sur les positions P qu’il gere et le résultat qu’un
investisseur aurait pu obtenir sur le marché en affectant CARDp capitaux propres. Un alpha
positif signifie donc que le gestionnaire a fait une bonne utilisation des capitaux propres qui
lui ont été alloués.

L’équivalent de la mesure de Treynor est égal a la pente de la droite qui part du résultat
R, —R.V

sans risque et qui passe par le point (Rp, CARDp) soit : RT, = CARD
P



Il est donc possible de transposer I’ensemble des mesures de performance traditionnelles de
la gestion de portefeuille (Sharpe, Jensen et Treynor) dans le cadre de la gestion du risque
fondée sur la VaR.

Conclusion

Les MPAR représentent un progres considérable par rapport aux mesures traditionnelles de
performance qui ne sont pas corrigées pour le risque. Elles conduisent a allouer de maniére
optimale les capitaux propres de la banque et permettent de détecter les activités qui créent de
la valeur pour I’actionnaire. Cependant les MPAR, comme les mesures de performances
classiques en gestion de portefeuille dont elles sont théoriquement trés similaires, ne sont pas
exemptes de faiblesses. Elles supposent que les actionnaires des banques sont bien diversifiés,
la levée de cette hypothése doit entrainer une modification des mesures (le sujet est traité de
maniere approfondie par MATHIS [1997]).

De plus, en présence d'asymeétrie d’information entre les gestionnaires d’activités et le
contréleur des risques, elles peuvent conduire a des conclusions erronées : un gestionnaire
sans information particuliere peut étre jugé plus performant qu’un gestionnaire bien informé
par le controleur des risques (ADMATI et al. [1986], DYBVIG & ROSS [1985], pour la
démonstration dans le cadre de la gestion de portefeuille et VIVIANI [1999], pour la
transposition des résultats dans le cadre de la gestion du risque fondée sur la VaR). Ces
résultats posent un grave probleme lorsqu’il s’agit d’établir des rémunérations fondées sur les
MPAR.
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ANNEXE 1 RELATION ENTRE LE CAR DE LA BANQUE ET LES CAR DE SES
ACTIVITES

CAR,, = zqu(ﬁBque)

Bque

En utilisant la définition de I’écart type des rendements :

- [j/z _ - [j/z
CARy,, =7,V & X,CoV(R;  Roqee )H =7,V & XCisqoeT (R ) (R )H

Sachant que CAR, = Zquia(ﬁ.) 0 Xia(ﬁi)z CZA\F;i

: , on peut écrire [I’équation
q

i ~iBque iBque

précédente : CARy,,,” = qua(Fquue )§ CAR.C Esoit CARgy = ZCARic

ANNEXE 2 ALLOCATION OPTIMALE DES ACTIVITES DE LA BANQUE

X, O EE(ﬁl)E w, A 0,0

oy OO 25 vo5 _O O
Soient: X = 5M7 E(R;)=R =1 Mg Q=gM (0;) Mg
EME HERWOH o AN owB

Par définition le CAR de la banque est donné par : CAR :qua(ﬁBque)

Or I’écart type des rendements de I’ensemble des activités vaut : a(ﬁsque ) = (X TQX )1/2

Al) Répartition des activités en I’absence d’actif sans risque
Le programme a résoudre consiste a minimiser les CAR pour un résultat R donné, soit :

. /2
Chin vz, (X" 0x )
X"TR=R=rV
gfx =1
Q : vecteur de 1.
Ce programme est strictement équivalent au programme classique de la gestion de

portefeuille. La structure des activités obtenue est donc sur la frontiére d’efficience espérance
variance. Il est a noter que z,n’intervient pas dans la solution. La structure des activiteés

risquées de la banque est donc indépendante du niveau de probabilité attribué a la banque.

11



A2) Répartition des activités en présence d’actifs sans risque
Le résultat de la banque est égal a: (X "R +{L- X"Q)R. W =R,V + X (R -R. Q)N

X" (R -R.Q)

La MPAR de la banque s’exprime donc : MPAR = 5
z,(x"ox )

Le programme d’optimisation de la banque devient donc :

-1/2

Max MPAR= X" (R - R.Q)z, [x "Qx]

La condition de premiére ordre est :

dMPAR
dX

=(R-R.Q)z, [xTax]™ B— Ban[x ox]** (xR -R-Q))z, ™

En multipliant I'équation par z,[X "QX ] on obtient :
(R-Rr.Q)-ox[x"ax]*(x" (R - Rr.Q))=0

R-RrR.Q)-[x"ax]" (xR -Rr.Q)Jax =0

Posons A = (X (R -R.Q)[x " ax]™, Iéquation devient : (R -R,Q)-AQX =0

Un dernier changement de variable, technique mais trés utile, permet d'obtenir :

AX=2Z

R-ROQ=0Z dou Z(R, )=Q*(R-R.Q)

Le systeme est résolu en Z. Pour trouver les proportions optimales il faut faire le

- 1
>z _QTQ'l(ﬁ—RFQ)Z(RF)

changement de variable : X~ =

La maximisation de la MPAR conduit exactement au méme systéme d’équations que celui
de la méthode d’ELTON & GRUBER [1991]. Les proportions obtenues de chacune des
activités sont donc exactement identiques a celles du portefeuille efficient sans actif sans
risque. 1l est a noter que, comme en I’absence d’actif sans risque, le partage optimal des
activites risquées est indépendant du choix de z,.
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ANNEXE 3 THEOREME DE SEPARATION DE TOBIN ET MPAR

Le gestionnaire peut combiner des activités risquées de rendement R, et des activités sans
risque. L’espérance de rendement et le risque de cette combinaison est donnée par :

ER, )=xER, )+ - xR,
(R, )=xo(R,)

) ~ CAR
Le CAR est donné par I’équation : CAR =Vz_xol(R, JOO x= ~.
g a ! ( P) Vz U‘R )

En remplacant x par sa valeur dans I’équation de I’espérance de rendement et en arrangeant
les termes on obtient :

ER, )= CARHE\/(fa)R %R ou MPARR = (CZR EEV(Z U)( )E

MPAR = ER ) 3/ @EE U)(éjFE

Si Iautorité régulatrice fixe le CAR, il est clair que le gestionnaire peut obtenir n’importe
quel rendement moyen en diminuant le volume global de ces activités (V) et en accroissant la
part de ses activité risquées (x). En revanche la MPAR présentée dans le corps du texte est
indépendante de la dimension des activités et dépend bien du rendement et du risque des
activités risquées choisies. La diminution du volume d’activité ne fait que réduire la
performance. Les plans pertinents de I’analyse de la MPAR sont donc les plans espérance de
rendement, CAR/V ou espérance de résultat, CAR.

Le graphique ci-dessous illustre les relations entre la frontiére d’efficience espérance, écart
type des rendements (gestion de portefeuille) et la frontiere d’efficience espérance, CAR/V
(gestion du risque).

ANNEXE 4 MPAR ET MEDAF

La démonstration de la relation d’équilibre est dans la droite ligne de celle de SHARPE
[1964] puisque nous avons montré que le théoreme de séparation de TOBIN s’applique.

Soit un portefeuille, P, constitué x% d’actif risqué, i, et de (1-x)% du portefeuille de
marché M.

Les capitaux propres ajustés pour le risque de ces deux positions sont :

CAR, =z Vo, [L-x)0 @-x)V = CAR,
2,0y

CAR,
2,0,

CAR; =z Vox U xV =
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Le résultat obtenu pour ce portefeuille est fonction des résultats obtenus sur les deux

positions : E( )\/ CAR'E % CAR

Les capitaux ajustés pour le risque du portefeuille sont fonction des capitaux ajustés pour
le risque des deux positions :

/2

g.
i (1 -CAR, );'\g

O
CAR, = [CAR’ + [(ZquUi)2 - 2CARO, +CAR? 9
O

Les dérivées du résultat et du CAR du portefeuille P par rapport a CAR, au point CAR, =0
valent :

dER)  _ER)-ER.)

dCAR, CAR, =0 2,0
dCAR, _ 1 Ly, —JMZ O
q =—0O0—0
CAR, CAR, =0 Ouwpg O O

La pente de la tangente a la courbe qui relie I 8 M au point M dans le plan résultat - CAR

(dER)acar | _[ER)-ER, )]T

dCAR, dCAR,| . . zlo, -0

Plcar; =0

vaut

La pente de la droite qui part du résultat sans risque et qui passe par la position du marché

ER)-ERuJou _ ERL)-R

est égale a la pente précéedente soit :
Z,|0n — Oy CAR,,

Comme, au point M, CAR,, =z,\V,,0, on obtient la relation d’équilibre :

ER)=r. + 7[R, )-R]

M

La relation peut étre exprimée en fonction des résultats :

ER )V =RV + 5w 'V[E( )-r.]

~

Comme V =z Vo, larelation devient : E( )/ RV +MCARDi
2,0y
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